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A simetria de “gauge” e, em consequéncia, as teorias de calibre, que de forma natural se estabeleceram
no contexto da teoria eletromagnética, constituem uma abordagem muito apropriada e bem-sucedida para
descrever as interagdes eletrofracas e fortes, e consolidaram as teorias quanticas de campo como uma formulacéo
universal para tratar as diferentes interacdes fundamentais. O sucesso desta proposta é devido ao fato de que,
incluindo um campo de calibre como mediador de uma dada interagdo, emerge um formalismo padrdo para
descrever os campos de forca conhecidos. Nesta contribuigcdo, adotamos o exemplo dos osciladores bidimensionais
harmoénicos/anarmoénicos cldssicos para apresentar, de forma introdutéria, o procedimento geral de construcao
de uma teoria de calibre. Para relacionar esta discussdo com um cenario de uma teoria de campos, partimos da
eletrodinamica escalar e utilizamos a técnica de redugdo dimensional para se chegar a lagrangiana de um sistema
mecanico. E, com este exemplo, tentamos motivar e mostrar por que é necessario que os campos de calibre devem
corresponder a graus de liberdade dindmicos.

Palavras-chave: Oscilador anarmoénico classico, Simetria de calibre, Eletrodindmica quéntica, Teoria de calibre.

Gauge symmetry and, consequently, gauge theories, which emerge naturally in the context of the electromag-
netic theory, in their non-Abelian version encompass electroweak and strong interactions; this has consolidated
quantum field theories as a way of systematically describing the processes of fundamental particles. The success
of this proposal is due to the fact that, by including a gauge field as the mediator of an interaction, a universal
formulation may be adopted to describe the diverse fundamental interactions. In this contribution, we pick out
the example of classical harmonic/anharmonic two-dimensional oscillators to endeavour a presentation of gauge
theories in an introductory way, compatible with the level of knowledge of an undergraduate course. To relate this
discussion to a field-theory scenario, we start off from the scalar electrodynamics and make use of a dimensional
reduction technique to get a Lagrangian of a classical mechanical system. In this scenario, we motivate and justify

why, besides ensuring local invariance, gauge fields must correspond to propagating degrees of freedom.
Keywords: Classical anharmonic oscillator, Gauge symmetry, Quantum electrodynamics, Gauge theory.

1. Introducgao

As teorias baseadas na invaridncia de calibre mostram-
se de suma importancia para descrever fenémenos fisicos
em diferentes escalas, das subatémicas/subnucleares as
cosmologicas. Fundamentam a formulagdo do Modelo-
Padrao das Interacoes Fundamentais, a Relatividade
Geral e o Modelo-Padrao Cosmolégico e teorias além
desses citados modelos-padrao, como, por exemplo, a
Supergravidade e as Supercordas.

A primeira teoria de campo com uma simetria de
calibre foi a formulagdo de Maxwell (sem este nome
ainda) para o eletromagnetismo, desenvolvida entre 1864
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e 1867, ainda na sua forma original. Anos depois, ficou
estabelecida a sua formulagdo covariante, a partir do
advento da Relatividade Restrita, e sua formulagao
quadridimensional em espago de Minkowski seguiu na-
turalmente. Porém, a importancia dessa simetria perma-
neceu despercebida nas primeiras formulagoes. Hermann
Weyl [1], inspirado pelo sucesso na Relatividade Geral
de Einstein, conjecturou em 1929 que a invaridncia sob a
mudanca de escala, ou calibre, em inglés “gauge”, tam-
bém pode ser uma simetria local de teorias fisicas, como
na gravitagdo, no eletromagnetismo e outras interagoes.
Embora Weyl tenha escolhido esta simetria, mesmo
incorreta, o nome “gauge” ficou ligado a abordagem da
teoria. Apés o desenvolvimento da mecénica quintica,
Weyl, Fock e London [2H6] modificaram sua escolha
de calibre, substituindo o fator de escala por uma
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mudanca de fase da onda e aplicando-o com sucesso ao
eletromagnetismo, com os calibres de Coulomb, Lorentz
e Feynmann. Esta teoria ficou conhecida como teoria de
calibre U(1). A simetria de calibre foi generalizada ma-
tematicamente em 1954 por Chen Ning Yang e Robert
Mills [7] na tentativa de descrever as interagdes nucleares
fortes sob o grupo SU(2) e SU(3) e ordens superiores.
A partir da teoria de Yang-Mills, usando a simetria do
grupo SU(2), foi possivel unificar as interacoes fraca e
o eletromagnetismo, produzindo a teoria eletrofraca de
Salam-Weinberg-Glashow [8HI2].

Neste trabalho, temos como objetivo mostrar o pro-
blema de um oscilador anarmoénico classico ao qual
impomos transformacoes de simetria de calibre do tipo
U(1) que atuam sobre o que seriam os campos em uma
teoria de campos; no caso de um modelo mecénico,
as coordenadas generalizadas do sitema descrito corres-
pondem ao que seriam os campos em uma teoria de
campos. Inicialmente, trataremos da simetria de calibre
local U(1) da lagrangiana apenas nas coordenadas das
particulas, onde aparece naturalmente um campo de
calibre que mantém o termo cinético invariante, como
ocorre na teoria da eletrodindmica escalar [I3HI§]. Po-
rém, em nosso modelo mecanico, ndo teremos a presencga
do termo cinético da lagrangiana para o campo de
calibre. Em um segundo caso, introduzimos um termo
cinético para o campo (ou coordenada) de calibre como
se procede usualmento no caso do Eletromagnetismo.
No terceiro caso, faremos uma reducao dimensional do
tipo Scherk [19] em uma teoria de dimensao (14+1) (uma
temporal e uma espacial de Minkowski) para 1 dimenséao
temporal, onde veremos uma similaridade entre os dois
casos anteriores.

Pretendemos mostrar de forma pedagodgica que a
abordagem da teoria apresentada na forma clas-
sica/mecénica, pode ser acessivel a estudantes de Gradu-
acao em Fisica ainda pouco familiarizados com as teorias
cldssicas e quanticas de campos.

Para iniciarmos a discussao, um campo escalar ou uma
fungao escalar, como a simples componente de um vetor
em um espago unidimensional, ndo pode sofrer rotagao.
Ja um vetor bi-dimensional no plano cartesiano real
7 = xé; + yé,, pode sofrer uma rotagdo sob um angulo
«, constante ou ndo, ou no plano complexo, como na
figura abaixo . No plano real, a rotacdo é definida
por uma matriz de rotacdo, que se pode encontrar
facilmente em livros [20], que obedece a uma estrutura
de grupo matricial chamado de SO(2), tal que ro=
Mso(2) 7. J& no plano complexo, a estrutura de rotagao é
semelhante ao caso Cartesiano real, porém o grupo é re-
presentado por transformagoes complexas do tipo U(1),
onde 2/ = My (1) - 2. Assim, ambos os grupos possuem
elementos de transformacao e podem ser escritos através
da exponenciacdo que resulta da aplicacdo sucessiva
de transformacoOes infinitesimai. Estas transformacoes
infinitesimais tém a estrutura composta pelo produto
dos parametros do grupo com os respectivos geradores,
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Figura 1: Equivaléncia entre a rotacdo de um vetor no plano
real e no complexo.

tal que

Mso(2) = exp(al), My ) = exp(ia) (1)

0 1

-1 0

em termos de coordenadas reais. Estes detalhes podem
ser encontrados em [20] 21]E|

Na préxima Secdo, iremos verificar o problema de um

oscilador anarménico classico e analisar as transforma-

¢oes de rotagdes, na qual generalizaremos e chamaremos
de transformacoes de calibre.

sendo J = ] o gerador do grupo SO(2), obtido

2. Osciladores Harmonico e Anarmonico
Classicos

O estudo de osciladores harmoénicos é apresentado, ge-
ralmente no segundo ano do Ensino Médio, de acordo
com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), na
secao fisica, e na Graduacao em Fisica e Engenharias
nas disciplinas de Fisica Baésica, e aprofundado em
disciplinas de Mecénica [22H25], onde se apresenta o
carater conservativo da teoria, que também abrange o
caso anarmonico, se estendendo até casos em que nao ha
conservagao de energia, com termos de friccao ou arrasto.
Para estudantes no final da Graduacao em Fisica, temos
a abordagem cléssica no estudo de ondas eletromagnéti-
cas e em mecanica quantica. Nos primeiros anos da pés-
graduacao, estudantes que seguem sua especializacdo na
teoria geral de campos e particulas, se deparam com
teorias de campos escalares, como as teorias de Klein-
Gordon [I3HI6], que sdo em geral, as mais simples para
se iniciar os conceitos e os desenvolvimentos mateméti-
cos. Estas teorias, que podem ser reais, complexas ou
com simetrias nao-Abelianas, conhecidas como campos
de Yang-Mills, sdo descritas por equagoes diferenciais
que possuem caracteristicas de ondas massivas, para
alguns casos, contendo um termo anarmonico quartico
no campo escalar [7, [8 [[3HI5]. Podemos apresentar de
uma forma mais simples a relagdo entre estes campos
escalares, aqui como posigoes das particulas, com os seus
mediadores, os campos de calibre.

1 Pode-se escrever o gerador e a matriz do grupo SO(2) em termos
da matriz de Pauli oy, onde J = igy, ou seja, Mgo(2) = exp(iaoy).
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Oscilador Harménico Simples bi-dimensional
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Figura 2: Gréficos de z(t), y(¢), gerados pelo método Runge-
Kutta 4. Pardmetros m = 1, k = 1. Condi¢des iniciais 7(t =
0) =(1,1), 9(t = 0) = (1, —1). Todos no (SI).

Nosso principal objetivo nesta Secdo é apresentar
o oscilador anarmonico cléssico e escrever a simetria
de calibre que pode ocorrer quando se estd propondo
uma simetria do tipo local. Come¢amos entdo com o
lagrangiana mecanico de um oscilador anarmoénico bi-
dimensional,

per-v= Ly Ly @
onde 7 = xz(t)é; + y(t)é, é a posicio em duas di-
mensoes, p = mi, é o momento linear do sistema,
U = dr/dt = @(t)é, + y(t)éyﬂ, temos também que
k é o pardmetro constante de oscilacio (semelhante
a constante da “mola” no sistema massa-mola) e A o
parametro anarmonico do sistema, que quando ele é zero,
caimos no caso harmonico. Podemos verificar o problema
acima no grafico da figura para o caso harmonico e
da figura 0 caso anarmonico.

3. Oscilador Anarmonico Classico com
Simetria U(1)

Para introduzir a simetria de calibre U(1) [13],[20], vamos
reescrever a lagrangiana na forma complexa, onde

2(t) = J5la(t) +iy(t)] e 2(t) = 5[ (t) —iy(t)],
L=mz:—kzz— \22)% (3)

com zz = %(xg + 9%). A solugdo para tal teoria é
largamente conhecida na literatura [26-31]. Assim, esta
pode ser escrita de forma real m# + k7 + AF|7]? = 0.
Entrando na nossa proposta de discussdao, vamos
impor uma tranformagao de calibre do tipo U(1) local

2 Estamos usando a notacdo de derivada temporal dz/dt = .
Fad
2m
%k\v“‘]z + i)x|17|4 a energia potencial do sistema.

Também a fim de identificagdo, T = é o termo de energia

cinética e U =
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Oscilador Anarménico bi-dimensional
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Figura 3: Gréficos de z(t), y(t) gerados pelo método Runge-
Kutta 4. Parametros m = 1, k = 1, A = 1. CondicGes iniciais
#(t=0)=(1,1), J(t =0) = (1,—1). Todos no (SI).

Z(t) = z(t)e*®, que semelhantemente ao problema
da eletrodinamica escalar, introduzimos um campo A(t)
que torna necessaria a modificagdo da derivada simples
para um covariante, com um acoplamento minimo,

dz

; — D
= o — Dyz(t)

Orz(t) +igA(t)z(t)
= [0 +igA(t)]2(2), (4)

onde a transformacao de calibre assume a forma A’(t) =
At) — %@a(t), e aqui usamos, dztt) = Oz(t) = 2(t).
O parametro g é uma constante de acoplamento seme-
lhante & constante de carga elétrica que aparece nas
derivadas covariantes da eletrodindmica escalar ou espi-
norial [I]I{I}lﬂ Com isso a lagrangiana da teoria, invariante

de calibre local, assume a forma,

L=m(D2)"(D;z) — kzz — MN(22)% (5)

sendo T o operador que corresponde a conjugagao-
transposicdo. As equacoes de “movimento” podem
ser obtidas facilmente usando as equacbes de Euler-
Lagrange para A(t), z(t),y(t),

. k A
i = —gAy — 294y + ¢> A%z — i E:c(xQ +y?),

. EOA

§ = gAx +29Ai + g* A’y — —y — Zy(a® + %), (6)
m m

1yé —ay

g > +y*

3 Muitas vezes, em teorias de campos, é conveniente trabalhar
com transformagoes de calibre infinitesimais, em que o pardmetro
de calibre local a(t) é muito pequeno,

SA(t) = —é@ta(t), 52(t) = ialt).

Uma outra coisa que podemos citar aqui é que uma transformagao
de calibre do tipo global, com « constante, ndo modifica a
lagrangiana trazendo um campo de calibre, ou seja, esta ndo nos
interessa.
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Fazendo uma andlise das solugoes das equacoes aco-
pladas @, podemos perceber dois problemas: (i) O
primeiro é que o campo de calibre é proporcional ao
momento angular da teoria em 2-dimensoes, I =7x p=
m(yi — zy)(~¢), ou scia,

L

A=
my||?

—~
EN|
~—

que nos mostra um momento angular ndo conservado,
exceto se o produto de A(t) e |7]?> for constantes
no tempo. (ii) O segundo problema é que, tomando
um exemplo de problema de valor inicial, chegamos a
conclusao de que nao ha solugoes finitas. Para solugoes
de problemas de valores de contorno, também chegamos
ao mesmo tipo de resultado, ou seja, concluimos que o
problema nao tem solucédo finita e real.

Este é o momento justo para esclarecer que a passagem
do status de simetria global para simetria local — quando
entdo se estabelece uma teoria de calibre — é uma
decisdo que se justifica por critérios basicos das teorias
de campos e sua potencialidade para descrever particulas
e interacoes. A questao é saber se uma dada categoria de
interagao deve estar, ou nao, associada a uma simetria
local e ser mediada por campos de calibre, constituindo,
assim, uma teoria de calibre, como ocorre com as
interagoes do Modelo-Padrao da Fisica de Particulas:
interacdo eletrofraca e a interagdo nuclear forte.

Um dos aspectos fundamentais das teorias de campos
é o chamado critério da localidade. Este termo se
refere ao fato de que as densidades de lagrangiana
sao formuladas em termos de campos e suas derivadas
espago-temporais, isto é, os campos e suas variagdes nas
vizinhancgas dos pontos do espaco-tempo onde a densi-
dade de lagrangiana é considerada. A nao-localidade,
que se expressa pela presenga de termos que incluem
pontos do espaco-tempo a grandes distancias dos pontos
onde a densidade de lagrangiana é considerada, pode
trazer conflitos com o principio da causalidade. Por outro
lado, uma simetria global continua estabelece transfor-
magoes de campos de uma forma instantanea sobre todo
0 espaco-tempo. A mesma transformacao é realizada
igualmente e instantaneamente sobre os campos em
todos os pontos do espaco. Uma vez que os campos sao
entidades locais, abre-se a perspectiva de se considerar
a possibilidade de que as transformacoes de simetria
que atuam sobre os campos também sejam locais, e néo
apenas globais; ou seja, campos em diferentes pontos sdo
transformados de forma diferente.

Vamos mencionar aqui que uma transformacio de
simetria consiste em organizar os graus de liberdade des-
critos pelos campos. Quando a transformacao se torna
local, é preciso comparar as convengoes (distintas) sobre
os graus de liberdade descritos pelos campos em pontos
distintos. Isto, entdo, impoe que sejam introduzidos os
agentes que estabelecerao a conexao entre as diferentes
convengoes resultantes das transformagdes locais de
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simetria. Estes agentes sao os chamados campos de
calibre (ou campos de gauge) e, fisicamente, descrevem
os mediadores, ou transmissores, da interagdo entre as
particulas descritas pelos campos.

E importante destacar que temos, em fisica funda-
mental, mais simetrias globais do que locais. Tornar
local uma simetria significa dizer que esta simetria define
uma nova classe de interagdo, com campos mediadores
que transmitem essa interacao. E o caso das interacoes
eletromagnéticas, nucleares fracas, nucleares fortes e
gravitacionais, cujas particulas mediadoras sdo respec-
tivamente o féton; os bésons vetorias W+, W~ e Z9 das
interagOes fracas; os glions, no caso da interagao forte e o
graviton, no caso da gravidade. Estes campos/particulas
mediadores devem ter a sua dindmica propria e para
se descrever a sua propagacdo é preciso introduzir um
termo proprio de energia cinética para os mesmos. Isto
é o0 que estaremos fazendo agora, pois, de acordo com as
equagoes , vé-se que o campo A(t) é completamente
fixado pelos graus de liberdade associados a x(t) e y(t),
fazendo de A(t) um mero campo auxiliar, sem a sua
prépria equacao dindmica. Este problema é resolvido se
introduzirmos no lagrangiana uma termo cinético que
descreva a variacao temporal direta de A(t), e ndo como
ele evolui no tempo através das coordenadas x e y.

Para enteder melhor o que estd acontecendo, é im-
portante destacarmos que, até o presente momento,
o campo de calibre, A(t), ndo descreve um grau de
liberdade independente, visto que a sua solucao ¢é fixada
pelas coordandas x e y nas equagoes @ O problema
é contornado se damos ao campo A o cardter de um
genuino campo dindmico. Para isso, vamos propor uma
teoria em que o campo de calibre A(t) possua um
termo cinético do tipo A2, como o da energia cinética
das posic¢oes, de modo que agora este campo também
tenha um papel dindmico. Assim, a lagrangiana assume
a forma

L =BA% + m(D;2) (Dy2) —kzz — M(z2)%. (8)

sendo B uma constante positiva. Claramente, esta la-
grangiana ndo é invariante frente a um transformacao de
calibre local, pois 0 novo termo cinético nao o é. Porém,
se considerarmos o problema apenas mecanico, em que
a invaridncia de calibre nao seja algo relevante para
descrever um sistema oscilatério anarménico, podemos
trabalhar e investigar as equagoes de “movimento” de
uma particula de massa m. Calculando as equacdes de
movimento de (8) em termos de z, y e A, obtemos

. k A
i = —gAy —29Ay + g* A%x — e %x(ﬁ + ),

<
I

. EOA
gAx +29Ai + g? A’y — —y — Zy(z® + %), (9)
m m

. 2
A= S5y A= S )
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Oscilador Anarmdénico com Campo de Calibre U(1) - (Sistema de Unidades Naturais)
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Figura 4: Graficos dos campos z(t), y(t), A(t) e A(t) = va(t),
gerados via método Runge-Kutta 4 com pardmetros aleatérios
m = 0.01, g = 001, ¥k = 1.0, B = 1.0, A = 1.0 e con-
di<;6es iniciais (.T(),yo,Ao) = (0‘1,0.1,0.0), (’Umo,’Uyo,’UAo) =
(1.0,—1.0,0.5). Adotamos um tempo de célculo de 300 s para
poder contemplar todos os momentos importantes da evolucao
temporal do sistema acoplado.

Oscilador Anarménico com Campo de Calibre U(1) - (Sistema de Unidades Naturais)

Ccampoy

Campo x

Figura 5: Grafico da trajetéria dos campos/particulas x(¢), y(¢),
gerado via método Runge-Kutta 4 com pardmetros aleatérios
m = 0.01, g = 0.01, £k = 1.0, 8 = 1.0, A = 1.0 e con-
digc")es iniciais (l‘o,yo,Ao) = (0.1,0,1,0.0), (1}107’Uy07’l),40) =
(1.0,—1.0,0.5). Aqui também foi adotado 300 s de evolucdo
temporal e, percebe-se que a regido central do grafico fica mais
densa, o que comprova o colapso da particula na origem. Se
fizermos em um tempo menor do que 250 s esse fato ndo é
necessariamente visualizado (ver Figura [4)).

Testando as solugoes das equagdes acopladas @ para um
problema de valor inicial temos os graficos das figuras
e (B

Obtemos graficos suaves, tendo o campo de calibre
como um “mediador” dindmico necessario para que haja

4 O gréafico do campo de calibre A(t) parece uma reta, porém
localmente possui algumas pequenas ndo linearidades e, para
mostrar isso, fizemos o grifico da derivada primeira no tempo
A(t) ou vy (t), que ndo é nulo e nem uma reta constante. Pode-se
fazer também o grifico da derivada segunda para comprovar que
a terceira equacao de @ nao é uma constante no lado direito, ou
simplesmente olhando para o perfil da curva de v (t).
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Figura 6: Grafico de Feynmann que descreve a interacdo
entre dois campos escalares complexos e o campo de calibre
eletromagnético, representado pela particula féton.

solucoes finitas. Percebe-se também que os dois gréaficos
de posicao sao oscilatorios, mas nao observamos o mesmo
comportamento para A, que serd uma reta se g — 0.

A proposta de inserir dindmica ao campo de calibre
A(t), como fizemos em um problema mecénico e cldssico
do oscilador anarmoénico, também é bem conhecida
na eletrodindmica escalar [I3], descrita por campos
escalares complexos ¢ e ¢, interagindo com o campo
eletromagnéticcﬂ descrito a partir do quadri-potencial
eletromagnético A,, que possuem como ilustragdo o
grafico de Feynmann em nivel de &rvore (“tree-level”)
na figura @

Para fazermos uma comparacao direta, e em trabalhos
futuros, quantizarmos o problema do oscilador anarmo-
nico com um campo de calibre, precisamos discutir
melhor a questdo da invaridncia da lagrangiana, o que
nos faz remeter a uma técnica muito usada em teorias de
dimensoes extras, as chamadas redug¢bes dimensionais,
que abordaremos na préxima segao.

4. Reducgao Dimensional Tipo Scherk da
Teoria de Calibre e sua Relacao com a
Mecéanica

Nosso principal objetivo nesta secdo ¢é, partir de
uma teoria de calibre da eletrodindmica escalar em
1+ 1)—dimens()esE|7 realizar uma reducdo dimensional
para uma dimensao temporal e mostrar a necessidade de
se introduzir um termo cinético para o campo de calibre,
como fizemos na teoria descrita pela lagrangiana nas
unidades naturaisﬂ Seja entao a lagrangiana invariante
de calibre,

1
L= =1 FuF" + (D"9)1(Duo) —m?*6'é — A(o'e)%,
(10)
onde derivada covariante é dada por,
Dio= (0" +igA") o e (Do)l = (0" —igA") o',
(11)

5 Na préxim Secdo, falaremos mais sobre tal teoria.

6 Refere-se ao espaco de Minkowski M1 com uma dimensio
temporal e uma espacial com métrica plana 7,, de assinatura
(4, —), que seria um subespago do espago de (143) com métrica de
assinatura (4, —, —, —). Aqui, temos que X = x*é,, com pu = 0,1
e a componente z# = (0, 21) = (ct, ).

7 A fim de evitarmos confusdes entre a mecénica, a mecénica
quantica e a teoria de campos, estamos considerando o sistema
de unidades naturais h = ¢ = 1.
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e a transformagdo U(1) local de calibre tem como
elemento do grupo U = €'*(®) e suas transformacoes
infinitesimais sobre os campos sdo 64, = —éﬁua, 0p =
iap e ¢! = —iag. Esta teoria esconde a dimensio-
nalidade, podendo ser aplicada a qualquer cenirio na
variedade de Minkowski (p 4+ ¢)—dimensional.

A redugéo dimensional de Scherck propée um método
em que uma teoria D—dimensional possa gerar uma
teoria d—dimensional, com D > d, de tal modo que
os campos escalares permanecem inalterados, porém
os campos vetoriais em D—dimensoes decompde-se ge-
rando campos vetorias em d—dimensoes e um conjunto
de D — d escalares advindos das componentes extras do
campo em D — ddimensoes. Além deste procedimento o
método impoe que todas as derivadas de todos os campos
com respeito as D — d-coordenadas sao nulas.

Entao, tomando a teoria uma reducao dimensional do
tipo Scherk em (1 4+ 1) — (1 4 0) [19] B2], ou seja,
Aﬂ(tvx) — Au(t)u ¢(t7x) — ¢(t)’ (bT(t?x) — ¢T(t)7
faz com que as derivadas espaciais sejam todas nulas.

Antes de escrevermos a densidade lagrangiana redu-
zido, definiremos A* = (A% A1) = (V, A), sendo V (t) o
potencial elétrico e A(t) o potencial magnético. O tensor
eletromagnético antissimétrico F),, = 0,4, — 0, A,, car-
rega apenas um campo elétrico, dependente do potencial
magnético, Fop = 0 e Fo1 = By = —(9,V + 9;A) que dd

E, = —A(t). Desta forma, os termos da lagrangiana
ficam:
(12 Termo):
1 1.
—ZF, F" = 1~ A2 12

onde 0,V = 0,4 =0.
(2° Termo):

(D"$) (Do) = [(9p0" —igV ') (810 +igV )
+ (igA¢') (igAg)], (13)

onde 9,¢ = 0,¢" = 0. Portanto a densidade lagrangiana
assume a forma,

L= %AM (O’ — gV ') (Drep +igV o)
— A% —mPeTo — A(@T9). (14)

Diante da expressdo acima, vemos que os campos ¢(t),
#'(t) e o potencial de calibre magnético A(t) possuem
dindmica, e o potencial de calibre elétrico V' (¢) nao.

A densidade lagrangiana da teoria de calibre da eletro-
dindmica escalar reduzida torna-se , e ¢é semelhante
matematicamente a lagrangiana mecénica , em que
colocamos o termo cinético de A(t) & “méao”, de modo
que vemos que esta justificativa é plausivel.

Quando obtemos as equagoes de movimento para os
campos ¢(t), ¢T(t), A(t) e V(t), o campo V (t) apresenta
um carater nado dindmico. Sendo um campo auxilar, pode
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ser eliminado através das equagdes de campo, o que o fixa
em termos dos demais campos, porém isto nos conduz
ao mesmo problema encontrado na terceira equagao de
@ e . Este problema pode ser contornado com uma
escolha de calibre que o potencial eletromagnético car-
rega, 0A, = —%(%a, onde apos a reducao dimensional,
0A(t) = —é@ma(t) =0e V() = —é@ta(t), onde
escolheremos V'(t) = V(t) — %@a(t) = 0, de modo que
este potencial seja nulo em todos os pontos. Em teoria
de campos a escolha de um potencial nulo corresponde a
fixagdo do calibre de Coulomb. Isto permite escrevermos
o termo (9;¢! + zero)(d;¢ + zero) = $iéh, e a densidade
lagrangiana assume a forma,

L= %AZ +61d— g A%t —m®¢Tp — A(¢1)*. (15)

que nos permite justificar a existéncia do termo ciné-
tico de A(t) na equagio (§), a fim de conseguirmos
descrever a interagdo entre os campos escalares, vindo
de uma teoria invariante de calibre, igualmente obtida
no problema mecéanico. Portanto, as equacdes para o
problema anarmoénico para uma particula de massa
m, constante eldstica k, parametro anarmonico A e
constante 3, tomando como base a lagragiana vinda
da reducao dimensional e com a fixacdo de calibre
V'(t) = 0, tal que ¢(t) — z(t),

L=BA% +ms'z — ¢®?mA%2T2 — k2Tz — MN(2T2)2. (16)

sendo que z! = z. Facilmente podemos obter a equacoes
de movimento, que sdo diferentes em alguns termos

de@[)

k A
i = —g?A%r — i Em(aj +4?),
..__QAQ_ﬁ_i 2 2 17
j=-gAy-—y my(x+y)7 (17)
2

i o—mg? 5y
A= A

25 (= +y7)

A reducdo dimensional mostra que o grau de liberdade
descrito pelo campo A, tem um acoplamento com os
campos de matéria com cardater harmonico alterando,
de forma efetiva, a constante k, sendo esta agora depen-
dente do tempo, kes(t) = k+ mg?A(t)2.

O grafico do sistema acoplado é o descrito na figura (@
e 0 que descreve as “posigoes” na figura .

5. Consideracoes Finais

Neste trabalho, o esfor¢co maior foi apresentar, de uma
forma simples, a importdncia de simetria de calibre,
apresentada em disciplinas de final de Graduacao e
inicio de Pés-Graduagdo em Fisica, como Eletromagne-
tismo, Mecénica Quantica Nao-Relativistica, Mecanica
Quéantica Relativistica, Teoria Quantica de Campos e
Fisica de Particulas, quando se adotam os formalismos
lagrangiana e hamiltoniana para o estudo das equagoes
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Oscilador Anarmdnico com Campo de Calibre U(1) - (Sistema de Unidades Naturais)
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Figura 7: Grafico dos campos z(t), y(t), A(t) e A(t) = va(t),
gerados via método Runge-Kutta 4 com parametros aleatérios
m = 0.01, g = 0.01, k = 1.0, 8 = 1.0, A = 1.0 e con-
di¢des iniciais (zo, yo, Ao) = (0.1,0.1,0.0), (vz0,vy0,v40) =
(1.0,—1.0,0.5). Adotamos um tempo de célculo de 100 s para
poder contemplar todos os momentos importantes da evolucio
temporal do sistema acoplado.

Oscilador Anarménico com Campo de Calibre U(1) - (Sistema de Unidades Naturais)
0.100 1

0.075

0.050

0.025 1

0.000

campo y

—=0.025 1

-0.050

-0.075

-0.100

-0.100 -0.075 =-0.050 =-0.025 0.000 0025 0050 0.075 0.100
campo x

Figura 8: Grafico da trajetéria dos campos/particulas z(t), y(¢),
gerado via método Runge-Kutta 4 com pardmetros aleatérios
m = 0.01, g = 0.01, k 1.0, 8 = 1.0, A = 1.0 e con-
di¢des iniciais (xo, Yo, Ao) = (0.1,0.1,0.0), (vzo,vy0,v40) =
(1.0,-1.0,0.5). Adotamos um tempo de célculo de 100 s e
percebemos aqui também o colapso da particula na origem (ver

Figura [7)).

de movimento, leis de conservacao e cdlculo de processos
fisicos. Os sistemas microscépicos considerados, em va-
rios casos, apresentam simetrias de calibre escondidas,
assunto de central importdncia no estudo dos campos
classicos e quéanticos e das particulas elementares. As
simetrias de calibre coordenam a construcdo da Teoria
Eletrofraca, da Cromodindmica Quéntica e, consequen-
temente, do Modelo-Padrao da Fisica de Particulas. Sao
também centrais na construgdo dos modelos grande-
unificados. E oportuno mencionar que se pode abordar
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a Relatividade Geral como uma teoria de calibre, como
apresentados nos trabalhos independentes de Utiyama e
Kibble [33], 34]. Estudantes em final de Graduagdo em
projeto de Iniciagdo Cientifica nas areas mencionadas
acima, tém o ferramental matemético e computacional
para seguir na leitura deste trabalho. Os calculos sao
relativamente simples e envolvem conceitos de discipli-
nas como Geometria Analitica e Algebra Linear, Célculo
Vetorial, cédlculo com variaveis complexas e Mecanica
Cléssica em suas formulagoes lagrangiana e céaculo
com variaveis complexas. Nestas disciplinas, exploramos,
sem o devido aprofundamento, a Teoria de Grupos, o
Eletromagnetismo e Relatividade Restrita, e por fim,
os métodos numéricos, mais precisamente o método
de Runge-Kutta 4, onde foi necessiria uma simulagdo
computacional para descrever o problema nao-linear das
equagoes diferenciais de segunda ordem. Porém, o cerne
do problema, como ja abordamos ao longo do texto,
é o fato de uma teoria de calibre para a interacao
eletromagnética, necessitar de um termo dindmico na
lagrangiana para o campo eletromagnético e para o
campo escalar real. Isto foi evidenciado no momento
em que precisamos resolver as equagoes diferenciais para
os casos abordados, pois a soluc¢ao nao foi possivel sem
a introducao do termo dindmico do campo de calibre
F, F* assim, fica evidente que, de acordo com os
graficos de Feynman descrito em interagoes entre par-
ticulas elementares e ndao elementares, ver figura @, 0s
campos, ou melhor, as particulas mediadoras que levam
a informacdo entre a matéria vigente sdo os campos
de calibre, como o campo (quadri-potencial) eletromag-
nético A", representado como analogia na mecénica
classica de forma simples pelo A(t) na equagdo ,
que descreve a simetria U(1). Concluimos que este é
um excelente exercicio de ensino, em que abordamos
diferentes areas da fisica, matematica e programacgao,
enriquecendo os conceitos e preparando os estudantes
para a compreensao das teorias de calibre, para que sirva
de base para pesquisas em multiplos campos da Fisica
contemporanea.

Adotamos aqui a premissa de que é sempre instru-
tivo, mas nem sempre imediato, transpor para o nivel
dos cursos oferecidos nos anos da Graduacdao assuntos
avancados em varias areas da Fisica, que sdo inclusive
objeto de pesquisa recente. E um esfor¢o néo-trivial,
mas muito instrutivo e renovador para os professores, ao
mesmo tempo que se mostra extremamente formativo e
motivador para os nossos jovens estudantes.
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