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O movimento de um duplo cone ao longo de trilhos dispostos em formato de V inclinados é famoso em ambientes
educacionais formais e informais. Quando a inclinacdo dos trilhos é menor do que uma determinada relacéo
geométrica entre o duplo cone e a abertura dos trilhos, o duplo cone aparentemente é capaz de superar a forga da
gravidade e rolar de maneira “espontdnea” para cima dos trilhos inclinados, provocando debates intensos entre o
conhecimento cientifico e o senso comum. No entanto, os livros de fisica basica ndo abordam esse fendomeno, e os
artigos cientificos encapsulam o mistério por tras do movimento. Este trabalho desenvolve a dindmica do duplo
cone aplicando as leis de Newton para corpos rigidos, seguindo a explicagdo e recursos dos livros de fisica béasica.
Os resultados revelam que a interpretagao fisica da condigdo geométrica envolve o dngulo entre a forgca normal
com a vertical quando os trilhos nao estdo inclinados. Esse dngulo implicito na geometria do duplo cone sobre
os trilhos organiza de maneira surpreendente as equagdes. Como resultado, o estudo aprofunda na compreenséo
vetorial do fenébmeno e confirma os teoremas do trabalho-energia cinética e dos eixos paralelos no contexto do
movimento do duplo cone.

Palavras-chave: Dindmica do duplo cone, ensino da fisica, metodologia cientifica, experimentos de baixo custo,
educacéo cientifica.

The movement of a double cone along inclined tracks arranged in a V shape is famous in both formal
and informal educational environments. When the inclination of the tracks is less than a certain geometric
relationship between the double cone and the opening of the tracks, the double cone appears to defy gravity and
roll “spontaneously” up the inclined tracks, sparking intense debates between scientific knowledge and common
sense. However, basic physics textbooks do not address this phenomenon, and scientific articles encapsulate the
mystery behind the motion. This work develops the dynamics of the double cone by applying Newton’s laws
to rigid bodies, following the explanations and resources found in basic physics textbooks. The results reveal
that the physical interpretation of the geometric condition involves the angle between the normal force and the
vertical when the tracks are not inclined. This angle, implicit in the geometry of the double cone on the tracks,
surprisingly organizes the equations. As a result, the study delves deeper into the vectorial understanding of the
phenomenon and confirms the theorems of work-kinetic energy and parallel axes in the context of double cone
motion.

Keywords: Dynamics of the double cone, Physics education, Scientific methodology, Low-cost experiments,
Scientific education.
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1. Introducao

O experimento do duplo cone é conhecido hé séculos [1] e
devido ao seu comportamento peculiar, atraiu a curiosi-
dade de criancas e adultos. Chegou a ser comercializado
como brinquedo [2] e atualmente faz parte do “carddpio
cientifico” de alguns youtubers [3]. Algumas escolas [4]
instalaram o duplo cone em dois trilhos em formato de V
conectados e inclinados nos seus parquinhos de diversao,
juntamente com planos inclinados que funcionam como
escorregadores. Essa abordagem promove uma reflexdo
sobre o movimento dos corpos das criangas nos es-
corregadores, por exemplo, e o movimento de corpos
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geométricos construidos cientificamente, possibilitando
a analise do papel da fisica nas praticas educativas e na
cultura infantil [5].

A descrigao fisico-conceitual do experimento do duplo
cone, que relaciona o centro de massa do duplo cone
e o potencial gravitacional, tem sido utilizada como
ferramenta de ensino universitario em fisica e astro-
nomia, como exemplificado por [6]. A apresentagdo do
duplo cone nos trilhos em formato de V inclinados,
como um experimento que contraria o senso comum e
surpreende os espectadores [7], é divulgada pelo pro-
jeto de divulgacdo cientifica “A Magia da Fisica e do
Universo” [§]. Esse projeto, coordenado pela autora e
pelo autor deste trabalho, desenvolve-se em parceria com
estudantes da graduacao, pés-graduacgao, bem como com
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alunos de escolas publicas e privadas em Lavras e na
regido. Com o apoio da Pré-Reitoria de Extensao, Museu
de Historia Natural, Departamento de Fisica e Programa
de Pés-Graduagdo em Educagdo Cientifica e Ambiental
da UFLA [9, [10], o projeto promove reflexdes sobre a
importancia de despertar a curiosidade e compreender a
estrutura cientifica da fisica.

Na literatura sobre o duplo cone, é possivel encontrar
trabalhos fisico-mateméticos que visam levar o duplo
cone & sala de aula. Por exemplo, no trabalho [I1], foi
construida uma proposta sem calculo diferencial e com o
intuito de apresenté-la aos estudantes das escolas. A par-
tir do comportamento da energia potencial, foi feita uma
andlise do problema de uma esfera em um trilho em V
inclinado, que também tem o mesmo comportamento
dindmico do duplo cone. No trabalho [I2], apresentam
o duplo cone dentro de uma cole¢do de experimentos
populares usados no ensino da fisica e oferecem uma
explicagao fisica fundamentada na conservacao de ener-
gia. O trabalho [I3] utiliza o principio da conservagao de
energia mecanica para estudar o movimento de um duplo
cone sobre uma pista em V para diferentes condigoes
iniciais e configuragdes geométricas.

Outros estudos que se concentraram em propostas
experimentais do duplo cone em sala de aula incluem,
por exemplo, o trabalho [I4], que apresenta formas
alternativas e muito simples de confeccionar o duplo
cone. Este trabalho demonstra que, mesmo mantendo
o centro de massa, é possivel fazé-lo descer a rampa
e utilizd-lo como um ioi6 e um estetoscépio. Ja o
trabalho [I5] apresenta propostas experimentais com
variagcoes na forma do trilho em V inclinado e do
duplo cone, com o intuito de discutir os diferentes
comportamentos dindmicos desse sistema.

Na perspectiva de uma explicacdo que destaca uma
restricio geométrica, em vez de um paradoxo meca-
nico, do duplo cone no trilho em V, destacamos o
trabalho [I6]. Este estudo utiliza relagdes geométricas
presentes no trilho em V e no duplo cone para explicar
o comportamento peculiar do duplo cone. Em contraste,
nos outros trabalhos mencionados anteriormente, essa
condicao é derivada da energia do sistema. No entanto,
nos experimentos realizados em [I6], a forca de atrito é
mencionada para explicar o equilibrio e a condi¢ao de
rolamento puro entre o duplo cone e o trilho, sem explo-
rar profundamente as consequéncias que ela tem para
a explicagdo do movimento inesperado do duplo cone.
Neste trabalho, serao aprofundadas as consequéncias da
forga de atrito no equilibrio.

Nas aplicagbes do duplo cone na Engenharia, des-
tacamos o trabalho [I7], que analisa as propriedades
cinematicas desse fenémeno em um trilho em V incli-
nado. Utilizando o processamento de dados obtidos por
camera lenta, os experimentos foram conduzidos com
cones duplos de ago carbono que rolam sobre trilhos de
aluminio, controlados pelos angulos de abertura desses
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trilhos. Este estudo demonstra experimentalmente como
esse sistema fisico, visto sob a perspectiva de um motor, é
capaz de converter a energia potencial gravitacional em
energia cinética, tanto translacional quanto rotacional,
apresentando um periodo varidvel.

Como este trabalho trata dos principios fundamen-
tais que regem o movimento do duplo cone, citamos
dois trabalhos que tém um aprofundamento sobre a
explicagao fisica [I8] e [19]. O trabalho [I§] apresenta
um enriquecimento dos detalhes geométricos e fisicos do
duplo cone no trilho em V inclinado e estd direcionado
a instrutores que lecionam fisica bésica. A explicacao
para o comportamento fisico fundamenta-se na afirma-
¢ao de que os vetores velocidade do centro de massa
e a velocidade de rotacdo no ponto de contato sao
considerados iguais em magnitude, direcdo e sentidos
opostos. Neste trabalho, entraremos em mais detalhes
sobre essa afirmativa.

No trabalho publicado em 2011 [I9], os autores
abordam de forma ampla a dindmica do movimento
do duplo cone. Eles comecam com a andlise energé-
tica do sistema, seguida pela aplicacao do formalismo
lagrangiano e hamiltoniano, resultando nas equagoes
de movimento. Essas equagoes, sendo diferenciais nao
lineares de primeira ordem, sdo resolvidas numerica-
mente sob diferentes condicOes iniciais. Na andlise dos
resultados, os autores demonstram detalhadamente que
as varidveis cinematicas da posigao, velocidade e acele-
racdo, tanto rotacionais quanto translacionais, exibem
comportamento ndo linear. Os autores apontam que
a formulacdo lagrangiana oferece vantagens claras em
relagdo a uma abordagem newtoniana e que os resultados
obtidos podem langar luz sobre a natureza das forgas
e torques varidveis ao longo do tempo. No entanto, a
descrigdo dindmica completa do movimento do duplo
cone nao avangou.

Durante todo o tempo que estudamos o movimento
do duplo cone, compreendemos que a descri¢do vectorial
das grandezas fisicas envolvidas no sistema permitem um
formalismo mateméatico mais rigoroso para a descri¢ao
fisica do sistema. A representacao vetorial da perpendi-
cularidade da for¢a normal que atua no duplo cone, bem
como no trilho, foi fundamental para interpretar e sim-
plificar a matematica envolvida na descrigdo cinematica
das variaveis. Por essa razao, o trabalho sera apresentado
inicialmente com a descrigao fisica do sistema na se¢ao[2]
Na segdo [3] aplicaremos a lei de conservagao da energia
ao movimento do duplo cone, e seus resultados serdo
apresentados em equagoes que serao interpretadas a luz
dos resultados da segao [d] que aborda as leis de Newton
para corpos rigidos. Na se¢ao 5} por meio do formalismo
Lagrangiano e Hamiltoniano, derivaremos as equagoes
de movimento e usaremos essas equagoes para verificar
o moédulo da aceleragdo do centro de massa, deduzido na
se¢ao[d] Por fim, realizaremos a anélise e apresentaremos
as conclusdes do trabalho.
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2. Descrigao Fisica do Sistema

O sistema fisico é composto por um duplo cone sobre
trilhos em formato de V a um éangulo 6 em relacdo a
uma mesa horizontal, conforme mostrado na fotografia
que esta na Figura E possivel observar que a abertura
entre os trilhos é caracterizada pelo angulo 3, e cada
cone possui uma largura L e um raio R, que determinam
seu angulo carateristico . O ponto de cor laranja
representa o centro de massa do duplo cone cm e os
pontos de contato cp entre o duplo cone e os trilhos sao
representados pelos pontos azuis. A descrigao do sistema
é feita no sistema de coordenadas XY Z mostrado em
vermelho sobre a mesa na Figura [I] com a origem das
coordenadas no vértice formado pelos trilhos. No quadro
negro, o vetor posicdo do centro de massa é denotado
pelo vetor 7,,, cor laranja, enquanto o vetor posi¢ao do
ponto de contato 7, ¢ identificado pelo vetor ¢ e 7,
seta azul e amarela, respectivamente. A cada momento
do movimento, as coordenadas do centro de massa,
os pontos de contacto e as carateristicas geométricas
do duplo cone e dos trilhos estdo relacionados pelas
seguintes equacoes:

x = q cosf —r sinb, (1)

= ¢ sinf +r cosd, (2)

z = q tanf3, (3)
tana:E:R_T (4)

L z

onde r é a distancia radial entre o eixo do centro de
massa e o eixo de rotagdo do duplo cone, como mostrado
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na Figura [Il O pardmetro ¢ é a distancia do ponto de
contato em relacdo a origem no plano XY. Os vectores
posicao e velocidade, do centro de massa e do ponto de
contato, sao:

ch = (j_ ’F, (5)

Fop = 7 — 2k, (6)
d _‘cm i iy N

17cm = qunt =Tem =4q—T, (7)

— d Fc N 2 .7

Tep = dtp =Ty =q— k. (8)

Pela definicao de corpo rigido temos que;

U = W X _‘, (9)
7= 0 0 —wl, (10)

r sin@ —r cosf O

(11)

<
&
Il

—rw (cos@%—i—sinﬂj’),

onde w é o modulo da velocidade angular do duplo cone.
Como pode ser observado no papel verde da Figura [] a
condicao para rotacdo pura no movimento do duplo cone
é de maneira a soma das seguintes velocidades sejam
anuladas no ponto de contato,

¥ +q=0. (12)
Com todos os pardmetros apresentados e conectados
é possivel conseguir uma simplificacdo no numero de
varidveis. A eq. () permite a conexdo de z ar e a eq.

No FLuno XY as
componentes do centro de  /
massa se relacionam com

os veltores que identificam \
o ponto de contato

q cos@—r sinf
=g sinf+r cosf

Tom = Xi + ] + 0k
T—

Figura 1: Fotografia de um duplo cone sobre trilhos em formato V inclinado e seus pardmetros. No quadro negro, est3o representadas
as relacGes entre o centro de massa do duplo cone cm e o ponto de contacto cp do duplo cone com o trilho. Sobre a mesa, no
papel verde, encontra-se a descricdo vetorial das velocidades e a condicdo de rotacdo pura.
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conecta z a ¢ o que leva a,
R—r

= 13
tan a tan 8 (13)

q
Com esta relagao entre ¢ e 7 as equagoes a podem
ser reescritas em fungdo somente da variavel r e estas
equacoes sao:

x=(R-r) cos? —r sin6, (14)
sin 6
y=(R-r) + 7 cosb, (15)
e = (R-r) 225 (16)
n
onde
7 = tan a tan g, (17)

é a famosa relagdo geométrica entre o duplo cone sobre os
trilhos inclinados em formato de V que sera identificada

mais para frente. Sabendo que ¢ = ¢ (cos 07 + sin 9}) e
as eqs. (|11) e (12)) temos que,
G=r1w. (18)
Com esta equagao e derivando a eq. podemos rees-
crever w em funcdo somente da variavel r, novamente,
,"4
rn
Assim também os vectores posicdo e velocidade ficam
todos em funcdo a uma Unica varidvel r,

(19)

w =

- {<R—T>0089_r Smg}g
n
+[(R—r) sm6+T cose}} (20)
n
S (R—7) A . A 2
Tep = ; (cos92+s1n9]) z k, (21)
Ve, = —T (cos@_’_sine)%_?;(smﬂ —cos@)f (22)
n n
L T T W
Uep = 7 (cos@z—i—sm@y) Z k. (23)

3. Lei de Conservacao da Energia
Mecéanica

Na fisica, a energia potencial de quaisquer corpo rigido,
como o duplo cone, presente num campo gravitacional
de aceleragao g pode ser escrito como:

V =Mgy, (24)

onde M é a massa do duplo cone e y a posigao vertical
do centro de massa. Com a eq. (15) é possivel expressar
o potencial em funcéo da varidvel r, que resulta em

tan LT (1 B tane)] ) (25)

R
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V(l‘)/vo
.
LS
L
05
o [’

2 o
tan( )>rt]un(9):r]1 5
tan(®)<n 0

n=tan(a)tan(f)

=K é
o duplo cone no
vertice do trilho

Figura 2: Gréfico do potencial V/V, em funcdo de r/R e
tan 6 /n.

onde V) = Mg R cos . Como pode ser visto no grafico do
potencial, na Figura[2] o movimento inesperado do duplo
cone acontecera quando tanf/n < 1 porque V 5 < 1
o potencial é minimo em r = 0, isto é, para o lado
oposto ao vértice dos trilhos, veja Figura Quando
tand/n > 1 este movimento inesperado se perde porque
para quaisquer condig¢do inicial r entre 0 e R o duplo
cone ird para r = R, isto é, para o lado do vértice dos
trilhos. A energia cinética do duplo cone pode ser escrita
como a soma da energia cinética translacional do centro
de massa mais a energia rotacional pura do centro de
massa, em termos de equacgao é,
1 2 1 2

K:§M”cm+§lcmwv (26)
onde I., é o momento de inercia ao respeito do eixo
vertical principal, na dire¢ao do cumprimento L do duplo
cone esquematizado na Figura [ll Utilizando a defini¢ao
do momento de inercia e integrais simples é possivel de
demostrar que I.,, = % MR?. Da equacdo [22| encontra-

se que,
1 2
v = ( +277 )T'Q. (27)
n

Substituindo este resultado na equacao da energia ciné-
tica, eq. (26)), é possivel expressar-la como:

2
K:éM(l“;z”)r%;Imw?. (28)
Usando a equagdo [I9) no primeiro termo da eq[2§ a
energia cinética K, do duplo cone, em geral pode ser
expressa em termos do momento de inercia I(r), em
relacdo ao eixo de rotagao formado pelos pontos de
contato, assim:

I(r) w?, (29)

1
2
I + M (1+0%) 0% (30)

1(r)
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Assim a lei de conservagao da energia para o duplo cone
sobre os trilhos em formato V inclinado é,

().

Observe que o potencial se anula quando tan § = 7 e isto
leva a,

Ar

tan 6
n

(31)

I(r) w? = constante. (32)

O que significa que o momento angular nao se conserva
e serd visto mais para frente que este resultado condiz
com a existéncia de uma forga no caso de um potencial
gravitacional nulo.

3.1. Solucao analitica num caso especial

Do resultado obtido na eq. pode-se obter a solucao
para r(t), no caso de tan § = ), que é dada pela integral,

r(t) r
/. md? = I(r)w; (t—1;), (33)

onde 7; e w; sao as condicdes iniciais para o movimento
do duplo cone. A solugdo da integral (33]) é:

€20230265-5

4. Forcas, Torques e Leis de Newton
para o Duplo Cone

Para entender como age a forga normal entre o duplo
cone sobre os trilhos em formato V inclinado, primeira-
mente sera feito um analises da normal N a um angulo
0 = 0, veja a sequencia de A a D na Fig. . A normal N
na perspectiva do plano Z X, vista do trilho, e do plano
Y Z, vista do cone, apresenta uma perpendicularidade
no ponto de contato, veja esquemas na parte superior da
Fig. . Veja que quando o trilho V nao esta inclinado,
0 = 0, a normal esta desviada um angulo 6y, ao respeito
da vertical, no plano Y X, veja esquema inferior esquerdo
na Fig. .

Esta inclinagdo 6y da normal surge da geometria do
duplo cone, representada pelo angulo «, e da carateris-
tica geométrica dos trilhos V, representado pelo angulo
B, por médio da relacdo,

tan 6y = = tan atan . (36)
Portanto, a condicdo geométrica para o movimento
inesperado do duplo cone, tanf < tanatanf, tem
um significado fisico no sentido de que a inclinagao
dos trilhos possui um angulo maximo, 6y, determinado

Gr) T s m ST , pela relacdo implicita entre o duplo cone sobre os
— i "N (ri)/Iem (t—ts)
r(t) = G(r) € ) (34) trilhos nao inclinados. Dessa forma, quando os trilhos
sdo inclinados em um angulo 6, esse dngulo nao pode
onde exceder 0y para que o movimento do duplo cone possa
aparentemente superar a forga da gravidade e rolar de
Glr) = eVI)/Tem (35) maneira “espontanea” para cima dos trilhos inclinados,
VIT) Tom +1 ou seja 0 < fg.
Trilho-v -z%4 =0 Cone 0=0
X )
+2 AeB — ¢
A N, =N, tana tanp
=N, tana tan
Y g N, =N, cosa Nx=l\¥ "
N, N,=-N, y
0=0 0+0
D ;( CeD
N, n-—tané
v _——
> (41 )
|

Figura 3: Esquema das componentes do vetor da forca normal N a # = 0. Quando o angulo 6 # 0 as componentes da normal Ni,
num dos pontos de contato, inclina um angulo 6y — 0 ao respeito da vertical.
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Quando o trilho V é inclinado um angulo 6 # 0, veja
esquema inferior direito da Fig. , pode-se ver que
a componente em XY da normal num dos pontos de
contato Ny, esta inclinada um angulo 6y — 6 da vertical.
Ou seja, usando a substracao da tangente de dois angulos
e o fato de n = tan 6y, podemos ver que,

Niz 7 — tanf

= 4 — 37
Niy 147 tand (37)
Por outro lado das equacgoes e temos que,
Ay tanf — 7
—_ = — 38
Az 147 tand’ (38)
assim,
le Ay
= —— 39
= (39)
NigAz 4+ NijyAy = 0 (40)
Ni - Arem = 0 (41)

Esta relacdo das componentes vertical e horizontal da
normal causam que a normal seja perpendicular ao
descolamento do centro de massa, anulando assim o tra-
balho da normal, que coincide com o teorema trabalho-
energia cinética.

AK = W =P Argp, (42)
A R .
ATy = —TT cosf [(1 +ntand)i — (n—tanG)j} ,
(44)
Ar
AK = —Mg r cosf (n —tan®). (45)

Tgual ao resultado encontrado pela lei de conservagao da
energia mecanica, equacio (31)).

O resultado encontrado na equacao ajuda a rees-
crever e reinterpretar as grandezas escalares e vetoriais
escritas anteriormente. Por exemplo, a eq. , do mo-
mento de inercia do duplo cone num eixo paralelo ao eixo
principal, contem (1 + 772) que agora € (1 + tan? 90) =
1/ cos? By e pode ser reescrito como,

cos g
I(r) = Iy + M d%. (47)

I(r) Icm+M{ - ]2, (46)

onde a distancia perpendicular entre os eixos é dada pelo
modulo do vetor d e nao pelo modulo do vetor 7, veja
os vetores amarelo e turquesa na Fig. @ e tabela
Este resultado significa que o teorema dos eixos paralelos
também é verificado no movimento do duplo cone.

Por outro lado, quando substitui-se = tanfy no
vector velocidade do centro de massa, tem-se:

Ucm = (i,y',()), (48)

. cosf . A sin 6 o
= —7 +sinf |1+ —cosf | 7|, (49)

n n
oA

sin 00 ’ ( )
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Figura 4: Fotografia do duplo cone com destaque dos eixos
paralelos, a perpendicularidade dos vetores 7 e d junto aos
versores @ e b. Sendo d a distancia que separa os eixos paralelos.

onde o vector unitério b = cos(6 — 6 )i+sin(f —6,)] esta
na diregao (6 — 6y), ao respeito da horizontal. Este resul-
tado coloca o movimento do centro de massa do duplo
cone na dire¢ao be quando interpretado graficamente no
sistema de coordenadas, na Fig. @, mostra que o vetor
dé ortogonal a l;, reforgando assim a perpendicularidade
entre os eixos de rotacao paralelos e a consequente
relacio de d = r/cosfy. Observe que para 6 < 6y a
direcdo do centro de massa esta abaixo da horizontal
indicando que nesse caso o centro de massa do duplo
cone desce verticalmente igual ao resultado obtido pela
lei de conservacao da energia mecanica. Na tabela
apresentam-se nas primeiras linhas os vetores posicao
e suas principais relagoes, em funcao dos versores a e
lA), e nas proximas linhas estdo as relagoes matematicas
entre as diferentes velocidades e aceleragoes no caso do
movimento do duplo cone sobre os trilhos em formato
V inclinados. E importante notar que os vetores das
velocidades do centro de massa, .., ¢ de rotacio, v,
possuem diregoes distintas. Portanto, a afirmagao feita
em [I8] ndo se aplica a este caso especifico.

A seguir, serd calculada a soma das forcas e a soma
dos torques para aplicar as leis de Newton ao duplo cone
e, assim, obter a aceleracdo do mesmo. Devido a simetria
fisica entre as componentes das for¢as normais, nos
pontos de contacto, tem-se que N = % i+ % j—N, k
81\72 = % %—l—% 3+NZ k de maneira que]\7 =
Nl + NQ = N, i+ Ny j Por tanto a forca normal
aplicada em cada ponto de contanto realiza um torque,
TN, = (cf—i— zl%) X Nl e TN, = (cf— zl%) X ]\72, em relacao
ao eixo principal de rotagdo, e é dada por:

7k
™, = |de dy 2z |, (51)
N = TN, + TNy» (52)
v = (dw Ny —dy N,)k=0. (53)

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2023-0265



Luz-Burgoa e Nogales

€20230265-7

Tabela 1: Grandezas vetoriais do duplo cone sobre os trilhos inclinados, reescritas, utilizando os vetores unitarios @ = cos 01 + sin 03

e b=cos(0 —0)i+sin(0 — 6)].

r=r (sin 07 — cos Oj) q= R;T d= Cosrgo [sm(@ 0o)i — cos(0 — 6o) ]
Fop = Y0 (cos Ba+sin Bk)  Tom = Za — 550b a-b = cosfo
ng:7cosB (Cosﬁa+smﬂk) 6cm:7ﬁg ﬁt:—(j‘:wXF: %CAL
o= —wk = L k Vem = VUep :;):gﬁo Vem = Costeo
ep = s (CObﬁa-i-blan) 5cm:_sin00A Gt =aAXT+ITXT
: F—i2/r) ~ :
d=—ak 5= a=3d
P=-Mgj fo=fab N=N [— sin(# — 6o)i + cos(f — 90)5]

O resultado na eq. . ) foi obtido a partir da expressao
dos vetores de N que se encontram na ultima coluna da
tabela . Da mesma maneira acontece com a forga de

atrito estatica, f:l = f“’ i+ f‘“’ 3—fsz ke f;z = f; i+

L j4f,. b demaneiraque f, = fu-tfoa = fur i+fuy
ASSlm a forga de atrito estatica aplicada em cada ponto

de contanto realiza um torque, 7y, = (cf—i— zl%) X f;l e

Ty = (cf— zlAc) X fT;g, em relacao ao eixo principal de

rotagao, é dada por:

Trs = Tfs1 + Tts2, (54)
Ffs = (d fsy _dy fsx) ]237 (55)
N fsb r A

s = 56
T (30500 (56)

As componentes na eq. foram obtidas da tabela

para obter a eq. .

Agora com todas as equagoes estabelecidas podem-
se escrever as equacdes da segunda lei de Newton para
corpos rigidos, no caso do movimento do duplo cone
sobre os trilhos em formato V inclinados. Estas sdo:

P+ N+ fo = Mo, (57)
Fp-i—FN-l-?fs ZIcmLf)). (58)

Utilizando as direces dos vetores da tabelana eq. ,
tem-se que:

P-b+N-b+fo-b= Mdae-b (59)
—Mg sin(6 — 60p) + fop = —M acm. (60)
Fazendo o produto escalar com o vetor normal N ao

invés de 5, na eq. ll o resultado para o modulo da
normal é,

N = Mg cos(6 — 6y). (61)
Por outro lado, o torque, em relagdo ao eixo principal
de rotagao do duplo cone, da forca peso é nula, 7p = 0,

o torque da normal também, como demostrado acima,
e o torque da forca de atrito, é dada pela eq. (56)). Por
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tanto a eq. (b8) pode ser reescrita como:

. .2
faor _ I E ’ (62)
cos g rn  nr?
faor _ g aem sinfy 7 w? (63)
cos 0y o nr ’

onde 7 e 7 foi substituido pelos médulos de ac,, € w na
eq. (62), seguindo a tabela . Substituindo o modulo
da forca de atrito da eq. na eq. tem-se que,

1., cosfB < Gem Sin B 2>
—nw
r nr
=—M a cm. (64)

—Mg sin(6 — 6y) +

Assim o modulo da aceleracdo do centro de massa do
duplo cone é

cos2 6y’
(65)
Este resultado para a aceleracdo do centro de massa
veio das equagoes e e significa que as forcas
que influenciam diretamente no modulo da aceleracao
do centro de massa é a forca peso e a forca de atrito
estatica, eq. . A forca normal influencia na direcao
da aceleracao do centro de massa, dado que N - @ep =0
e o torque da normal 7y = 0. O modulo da forca
de atrito estatica influencia no modulo de a., pois
esta vinculada, por médio do torque, com o modulo
da variagao da velocidade angular w. Esta variagao do
modulo da velocidade angular provoca uma aceleragao,
de modulo proporcional #, e uma aceleracao centripeta,
do modulo proporcional a w?, porque r depende do
tempo, observe a eq. e & na tabela Com a
equagcao e a equagao é possivel encontrar a
componente na dire¢ao b da forca de atrito,

Mg sin(6 — 6y) + Icm ‘”72 sin 6y 72
Qem =
Iy + M

cos2 6o

M sin 6o I w2 r I,
M
cosb?2  I(r) Mg I(r)

Note que a componente, na direcio do movimento do
centro de massa, da forga de atrito estatica varia ao longo
do tempo e que no caso da normal se cancelar com a forga

Jsb=— sin(6 — 6y). (66)
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peso, isto é, quando 6 = 0y, veja equagao , esta forca
de atrito estatica é a que impede um torque resultante
nulo, ou a lei de conservagao do momento angular, como
visto na lei de conservacio da energia, eq. (32).

5. Formalismo Lagrangiano e
Hamiltoniano

Para verificar o moédulo da aceleragao do centro de
massa, como encontrado na se¢do anterior, e obter as
equagOes de movimento a fim de reconstruir o movi-
mento do duplo cone, utilizaremos as abordagens de
Lagrange e Hamilton. A funcdo de Lagrange é definida
como £L = K —V e para o duplo cone sobre os trilhos
inclinados pode ser escrita em funcdo da coordenada

generalizada r a partir das equacoes , e ,

tendo como resultado:

1 .9
L= 3 m(r)i® —V(r), (67)
onde
_ ()
m(r) = 2 (68)

A fungdo de Hamilton é definida como H = 7 p— L onde
o momento conjugado p pode ser obtido pela Lagrangi-
ana com a equacao p = 8—‘:’ Com estas afirmagdes e com
a eq. (67) o Hamiltoniano do sistema fisico é

p?

= m

+ V(r). (69)

Entao as equacgdes de movimento sao:

0H P
S — 7
P o T m) (10)
. 0H % I n — tan
- _ - _ M g (11— tent
P or 2 m2(r) 0 ( " ’
(71)

Estas equagoes diferencias ordinarias e podem
ser resolvidas com os softwares livres [21].

O caso vermelho, Fig. , representa um duplo cone
solto do repouso, pg = 0, no vértice dos trilhos, 7y = R,
inclinados um angulo 6, menor a 6y, de maneira que
tand = 172. A solugdo numérica mostra que r(t) ira
diminuir a medida que o tempo passa até se anular,
Fig. (5lA). Isto significa que o duplo cone solto do
repouso no vértice, Inicio vermelho na Fig. (5B), ira
subir os trilhos inclinados ate alcancar seu ponto mais
alto nos trilhos, Fim vermelho na Fig. ) O caso
verde, Fig. , simula o duplo cone solto do repouso,
po = 0, no ponto mais alto do trilho V, rg = 0, inclinado
um angulo 6, maior a 6y, de maneira que tanf = 0%.
A solugdo numérica mostra que r(t) ira aumentar seu
valor a medida que o tempo passa. Isto significa que

o duplo cone solto do repouso no ponto mais alto no
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Figura 5: O grifico (A) mostra a evolugio temporal da
coordenada generalizada r(t) construida com os pardmetros
M = 1,0 kg, R = 0,05 m, L = 0,10 m, 8 = 10° e
g =9,78 m/s>. Os simbolos geométricos coloridos representam
a solu¢do numérica das eqs. e ([71)), para r(t) em diferentes
angulos de inclinacdo e diferentes condicdes iniciais. A linha
turquesa corresponde a solucdo analitica para r(t), eq. (34)), no
caso 0 = 6. O grafico (B) mostra as trajetérias do ponto de
contato e do centro de massa do duplo cone no sistemas de
coordenadas cartesiano XY Z para os mesmos casos da figura
ao lado.

trilho, Inicio verde na Fig. (5B), ira descer o trilho até
o vértice, Fim verde na Fig. (5B). No caso dos trilhos V
inclinados um angulo igual a 6y o duplo cone foi simulado
com dois momentos diferentes, com py = 1.0 kg m/s,
caso rosa, € pg = —1.0 kg m/s, caso azul, e um mesmo
ponto inicial, r = % R, no centro dos trilhos, observe
Inicio azul e rosa na Fig. ) Quando o duplo cone é
impulsionado para cima, py < 0, ele ira subir os trilhos
inclinados e quando impulsionado para baixo, py > 0,
ele ira descer os trilhos, como mostram as trajetérias do
centro de massa e dos pontos de contato rosa e azul na
Fig. )7 respectivamente.

Na descricao dindmica do movimento do duplo cone
sobre os trilhos inclinados feito com o formalismo
lagrangiano e hamiltoniano é possivel trabalhar a equa-
¢ado de Lagrange para conectar as outras duas descri-
¢oes dindmicas feitas com as leis de conservagao da
energia mecénica e com as leis de Newton para o
movimento dos corpos rigidos. A equacao de Lagrange,

4 (9L) — 9L — 0, que correspondente a este sistema
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fisico, eq. , é

1 . . . v (r)
§m(r)r+m(r)7°: ~ 5

(72)

Onde foi utilizada a propriedade a"{;y) 7= m(r). A
eq. multiplicada por 7 pode ser reescrita como
(73)

d [1 (r) 2 dK dVv
— |=m(r) 7| = — = ——.
dt |2 dt dt
Comprovando assim que este sistema é conservativo,

como foi assumido na eq. (31)). Além disso a partir da

eqs. , , , e (19) pode-se determinar a

equacgao diferencial do movimento do duplo cone, da
seguinte maneira:

1 (=127 .,
(5 )

1
=—Mgcosf — (n—tanb), (74)
n

I(r,t) .
r2n2 |

1 () ) t) 7
I sin By w? r?
0 n

= [Mg sin(f — o) (75)

r cosfy’
Considerando que a.,, ¢ proporcional a 7, veja tabela [T}
esta ultima equacado é igual a eq. que foi deduzida
pela da soma das forcas e da soma de torques. Estas con-
sequéncias do formalismo lagrangiano que se encontram
com as leis de conservagao da energia mecanica e as leis
de newton para corpos rigidos surge por causa de que
o principio fundamental deriva do principio de minima
acao.

6. Analises dos Resultados

A descrigao energética do duplo cone na segao [3] per-
mitiu escrever a energia cinética total do duplo cone
simplificadamente. No entanto, a distancia entre o eixo
de rotac@o paralelo, formado pelos pontos de contato,
e 0 eixo principal, na direcdo do cumprimento L, ficou
mascarada, ou seja, o Teorema dos Eixos Paralelos nao
ficou evidente, veja a eq. . A forma do potencial
gravitacional proporcionou observar duas regides, de-
terminadas por tanf < n e tanf > 7, nas quais
o comportamento do movimento do duplo cone seria
inesperado ou ndo, veja a Figura 2] Além disso, no
caso especial em que tanf = n, foi possivel perceber a
existéncia de uma constante de movimento, que nao é
o momento angular, veja a eq. . A integral dessa
constante forneceu uma solucdo analitica para r(t) e
permitiu verificar a qualidade da solugdo numérica das
equagdes de movimento na secio [p] veja Figura [f]

A descrigao vetorial das forcas que atuam no duplo
cone, secdo [ comegou com a afirmagdo de que a
perpendicularidade no ponto de contato tem que ser
no cone e no trilho, veja Figura Isso nos levou a
compreender que, no plano XY, a normal estd inclinada
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em relagdo a vertical um angulo 8y, mesmo com os trilhos
nao inclinados. Quando os trilhos se inclinam, 6 # 0,
a componente X da normal apresentara sinal positivo,
sempre e quando 6y — 6 > 0, ou seja, o movimento do
duplo cone sera inesperado. Caso contrario, 6y — 6 < 0,
a componente X da normal serd negativa e resultara no
movimento tipico de um corpo em um plano inclinado.
O tultimo quadro da Figura[3] mostra de maneira clara a
razao fisica da condicdo geométrica entre 7 e tanf, que
tanto foi trabalhada nos artigos [I1] a [17].

A relagdo matemdtica, n = tanfy, revelada pela
normal faz com que todas as varidveis cineméticas
possam ser reinterpretadas e escritas de maneira sucinta
na tabela[l]l O fato da normal atuar em um angulo 6y —6
em relagdo & vertical tem consequéncias significativas
para a compreensao da dire¢do do movimento do centro
de massa. Descobre-se primeiro que o eixo principal
do duplo cone, ao longo do cumprimento L, encontra-
se a uma distdncia d do eixo paralelo formado pelos
pontos de contato, conforme ilustrado na Figura[d] Além
disso, esse fato resultou em trabalho e torque nulos da
normal, o que coincide com os resultados encontrados na
descricao energética do duplo cone. Um outro resultado
interessante foi que a forga de atrito estatica total teve
sua dire¢do marcada pelo versor B, que coincide com a
direcdo do movimento do centro de massa, em vez de
seguir a direcao do trilho, que é marcada pelo versor & no
plano XY, conforme indicado na Tabela[I] O modulo da
forga de atrito estatica total, eq. , prediz que no caso
de equilibrio, 8 = 6y, e solto do repouso, w; = 0, eq.
e eq. , o duplo cone tera uma forga de atrito total
anulada. Ou seja o equilibrio e repouso no duplo cone é
devido a anulacao da forga peso com a forga normal e a
anulacao do torque devido a forca de atrito estéatica ser
nula. Este resultado vai de encontro a afirmacao feita no
artigo [16].

O ponto mais relevante desta descricdo dindmica é a
obtencao do mdédulo da aceleragdo do centro de massa,
conforme mostrado na Eq. (65). O resultado indica
que o duplo cone se comporta como um corpo rigido
com aceleracdo varidvel. Essa variagdo é causada pela
distancia entre os eixos paralelos, o eixo principal e o
eixo de rotagdo nos pontos de contato, bem como pela
forga centripeta gerada pela rotacdo e pela variagao
de r. Vale a pena destacar que a componente horizontal
da aceleracdo do centro de massa é maior do que a
componente vertical. Em outras palavras, o movimento
do duplo cone ocorre principalmente na horizontal,
mesmo que, na vertical, as forcas normal e peso se
anulem devido a 8 = 6. Isso significa que o duplo cone
pode ter uma aceleracdo de modulo varidvel e diregdo
somente horizontal.

O uso do formalismo lagrangiano e hamiltoniano na
descri¢ao dindmica do duplo cone sobre os trilhos incli-
nados é elegante e didatico. Em poucos passos, podemos
obter as equagdes de movimento. Além disso, gragas a
solugao numérica das equagoes diferenciais, conseguimos
reconstruir as trajetorias do ponto de contato e do centro
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de massa. Isso nos permitiu criar um grafico claro do
movimento do duplo cone no trilho, como ilustrado
na Figura [pl Essa abordagem nos capacita a explorar
varias simulagoes do movimento do duplo cone, incluindo
diferentes condicGes iniciais, angulos de inclinagéo, tipos
de cones e angulos § para o trilho. A escolha apropri-
ada da coordenada generalizada permitiu uma conexao
adequada entre os resultados da descrigdo dinamica,
baseada na energia do sistema, e a descricado das forgas
e torques que atuam no duplo cone.

7. Consideracoes Finais

Sobre o misterioso movimento do duplo cone no trilho
em V inclinado que surpreende as pessoas, surge a
indagacdo sobre quais as contribuicbes que a fisica
pode fornecer para decifrar esse fené6meno enigmatico?
Inicialmente, pode-se afirmar que a fisica apresenta uma
abordagem que nao apenas propde uma compreensao
tedrica, mas também oferece insights experimentais.
Essa abordagem nao sé delineia as bases tedricas para
compreender o fendmeno, mas também fornece direci-
onamentos experimentais, indicando de maneira precisa
onde, quando e quais caracteristicas especificas do duplo
cone em um trilho em V inclinado contribuirdo para a
manifestacdo desse mistério. Assim, a fisica ndo apenas
teoriza sobre o comportamento do duplo cone, mas
também fornece uma estrutura tangivel que orienta as
investigacoes praticas, promovendo uma compreensao
mais profunda desse fascinante fendmeno.

Ao longo desta pesquisa, evidencia-se a riqueza dos
principios fundamentais propostos pela fisica, que de-
sempenham papéis distintos e complementares na ex-
planacao do movimento surpreendente do duplo cone em
um trilho inclinado em forma de V. A lei de conservacao
da energia mecénica, as leis de Newton e a formulagio
lagrangiana emergem como potentes ferramentas, cada
uma com suas singularidades na resolucao desse intri-
gante problema. No entanto, é essencial destacar que
todas essas abordagens convergem para uma solucgdo
coerente. Essa convergéncia ndo apenas assegura a re-
presentacao precisa das grandezas vetoriais e escalares
que descrevem a dindmica e a cineméatica do duplo cone
no trilho inclinado, mas também sublinha a robustez e
a universalidade dos principios fisicos subjacentes.

A seguir, destacam-se alguns conceitos fisicos prove-
nientes dos resultados deste trabalho sobre o movimento
inesperado do duplo cone no trilho em V inclinado, os
quais podem enriquecer o debate sobre a dindmica de
corpos rigidos:

e No ponto de contato, a direcdo e o mddulo da
velocidade do centro de massa sao diferentes da
velocidade tangencial do duplo cone.

e A aceleracdo tangencial ndo é igual ao produto
vetorial da aceleracao angular com o raio, do mo-
vimento circular no plano XY, devido a variagdo
temporal do raio.
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e A direcio do movimento do centro de massa
possui uma componente horizontal maior do que
a componente vertical.

e A forca de atrito estatica é varidvel e ndo possui
direcao ao longo do trilho.

e O equilibrio e o repouso ocorrem com a anulagao
vertical das forgas normal e peso. Além disso, a
forca de atrito estatica é nula, pois sua existéncia
provocaria um torque no duplo cone.

Entender os fenémenos presentes no nosso cotidiano
permite refletir sobre a possibilidade de entendimento
de problemas dificeis com os quais a nossa sociedade
se confronta. Também permite refletir como a ciéncia
pode enriquecer nossa visao sobre os varios aspectos que
bordeiam um problema aparentemente simples. Espera-
mos ter contribuido de maneira significativa com este
trabalho para as pessoas que ja tiveram a oportunidade
de trabalhar com o duplo cone e também para aquelas
que ainda nao o conhecem.
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