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Este artigo tem como objetivo verificar a terceira lei de Kepler para diferentes sistemas astronémicos em diversas
escalas de distancia, tais como Jupiter e suas quatro luas Galileanas, bem como o Sistema Solar, exoplanetas e
galdxias. No caso de Jupiter utilizamos dados reais e simulados usando o programa Contemporary Laboratory
in Astronomy (CLEA) valendo-se da equivaléncia entre o movimento harménico simples (MHS) e movimento
circular uniforme (MCU). Para o Sistema Solar e exoplanetas usamos dados das missoes espaciais da NASA, e
para galdxias, usamos dados do movimento de estrelas préximas do buraco negro Sargittarius A* da Via Lactea.
A lei de Kepler é verificada nas escalas lunares, planetarias e exoplanetarias, sendo aproximadamente satisfeita
também para Sargittarius A*. Por outro lado, a Terceira lei de Kepler nao se verifica para o movimento geral
de estrelas ao redor dos centros galacticos, pois as curvas de rotagao de galdxias apresentam comportamento
diferente do estabelecido pela lei do inverso do quadrado e é possivel que a influéncia da componente de matéria
escura seja dominante nestes sistemas.
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This article aims to verify Kepler’s Third Law for different astronomical systems across various distance scales,
such as Jupiter and its four Galilean moons, as well as the Solar System, exoplanets, and galaxies. In the case of
Jupiter, we used real and simulated data using the Contemporary Laboratory in Astronomy (CLEA) program,
using the equivalence between Simple Harmonic Motion (SHM) and Uniform Circular Motion (UCM). For the
Solar System and exoplanets, we employed data from NASA’s space missions, and for galaxies, we utilized data
regarding the motion of nearby stars around the Sagittarius A* black hole in the Milky Way. Kepler’s law
is verified at lunar, planetary, and exoplanetary scales and is also approximately satisfied for Sagittarius A*.
However, Kepler’s Third Law does not hold for the overall motion of stars around galactic centers, as the rotation
curves of galaxies exhibit behavior different from that predicted by the inverse square law. It is possible that the
influence of dark matter may be dominant in these systems.
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1. Introducao

No inicio do século XVII, o pensamento predominante
era o geocentrismo, sustentado pela filosofia de Aris-
toteles e pelo trabalho matematico de Ptolomeu. Essa
concepgao afirmava que a Terra ocupava o centro do
universo, enquanto os demais corpos celestes, incluindo
o Sol e os outros planetas conhecidos, orbitavam em
circulos perfeitos ao seu redor.

Concomitantemente, Johannes Kepler, astrénomo e
matematico alemao, vivia imerso nas ideias de seu
mentor Michael Maestlin, um entusiasta da nova As-
tronomia de Nicolau Copérnico. Kepler compartilhava
dessa visdo, que postulava, em contraste com a teoria
geocéntrica, que o Sol ocupava a posicdo central no
universo, substituindo a Terra [I].
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Neste periodo, as teorias de Copérnico e Ptolomeu
nao apresentavam vantagens significativas uma sobre
a outra, por exemplo, ao comparar as predigoes das
posicoes dos planetas, ambas as teorias eram competi-
tivas [2]. Embora a abordagem de Copérnico fosse mais
elegante, evitando o uso do equante e sendo mais intui-
tiva fisicamente, a teoria de Ptolomeu era amplamente
utilizada pelos astrénomos da época, que estavam mais
familiarizados com ela.

Neste contexto o trabalho de Tycho Brahe foi funda-
mental, o qual se destacou como o principal astronomo
observacional da era pré-telescopica, sendo capaz de
determinar, com maior precisdo, a posi¢ado dos diversos
planetas visiveis em comparacdo a seus predecessores.
Usando os dados de Tycho Brahe, Kepler pode esta-
belecer as leis empiricas do movimento dos planetas
e com isto, definitivamente, o modelo de Copérnico
comecou a ser aceito. Em 1609, Kepler publica seus
primeiros resultados em sua obra intitulada “Astronomia
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Planeta

Figura 1: Esquema representando a primeira lei de Kepler com
o Sol ocupando um dos focos e o planeta na trajetéria de uma
elipse. Fonte: Acervo Pessoal.

Nova”, onde apresenta a trajetéria eliptica dos planetas.
Para uma melhor compreensao do conceito, consulte o
esquema demonstrativo na Figura

Adicionalmente, Kepler conseguiu determinar outras
duas leis do movimento planetario. A segunda lei,
denominada lei das &dreas é apresentada também no
livro “Astronomia Nova”, e afirma que “a reta que une
um planeta ao Sol percorre areas iguais em intervalos
de tempos iguais” [3]. Em resumo, ao longo de sua
orbita, um planeta varia sua velocidade. Assim, quando
o planeta se encontra no periélio, isto é, o ponto de sua
orbita mais proximo do Sol, sua velocidade é maior em
comparacdo ao afélio, que é o ponto mais distante da
6rbita [3].

Por outro lado, Kepler tinha a ideia fundamental da
terceira lei ainda em seu primeiro livro, Mysterium Cos-
mographicum, publicado em 1597, antes mesmo de usar
os dados de Tycho Brahe. Neste primeiro livro Kepler
apresesenta um tratado sobre a teoria heliocéntrica do
sistema solar proposta por Nicolaus Copérnico. Kepler
estava fascinado pela ideia de que as érbitas dos planetas
poderiam ser explicadas através de figuras geométricas
simples. No livro, ele desenvolve a ideia de que os
espacgos entre as Orbitas dos planetas sdo relacionados
as proporgoes dos solidos platonicos. Kepler propds uma
relagao especifica entre os didmetros esféricos imagina-
rios que circunscrevem as orbitas planetarias e os solidos
platonicos. Mesmo que suas ideias iniciais tenham resul-
tado puramente especulativas, Kepler propos hipoteses
interessantes que serviriam de guia para seu futuro
trabalho na descoberta das leis empiricas do movimento
planetario. Entre estas ideias Kepler propoe que o Sol
exerce uma forga propulsora que mantém os planetas
em Orbita. Isto basicamente é observado por ele ao
analisar os periodos (P) e as distancias (r) dos planetas
com os dados de Copérnico, ele identifica uma relacéo
inversamente proporcional entre a forca propulsora e
a distdncia de cada planeta ao Sol, pois observa que
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quanto mais distantes os planetas do Sol seus periodos de
rotacdo aumentam e o raciocinio inverso também resulta
evidente. E interessante mencionar que, neste contexto,
esta incluida a ideia fundamental da terceira lei, mas de
forma qualitativa.

Para obter uma forma quantitativa do que seria a
terceira lei, Kepler precisou utilizar os dados de Tycho
Brahe. Assim, em 1618, Kepler publica sua obra Harmo-
nices Mundi, onde introduz o que serd conhecida como
a terceira lei, a qual pode ser enunciada como: “O qua-
drado do periodo orbital de um planeta é diretamente
proporcional ao cubo de sua distdncia média ao Sol”
[3, 4]. Matematicamente, essa lei pode ser escrita da
forma:

P? = KR, (1)

onde P ¢é o periodo do planeta, R é a distancia média
e K é uma constante que depende da massa do Sol.
Este mesmo resultado é também apresentado em seu
livrto Epitome Astronominae Copernicanae, publicada
entre 1618 (primeira edi¢ao) e 1621 (segunda edigao) de
forma mais abrangente e coerente. Também, na segunda
edicao de seu livro Mysterium Cosmographicum em 1621
Kepler incluiu outra discussao original sobre a terceira
lei. De outro lado, é importante mencionar que, para
Kepler, essa lei nao era concebida como uma imposigao
independente, mas sim como uma consequéncia das leis
fundamentais da natureza [4].

Essas trés leis, que descrevem o movimento planetario
com base em observagoes empiricas, desempenharam um
papel crucial nos desenvolvimentos subsequentes da As-
tronomia. Notavelmente, Isaac Newton adotou essas leis
como alicerce para formular sua Lei da Gravitacdo Uni-
versal [0l [6]. Em sua obra seminal “Principios Matema-
ticos da Filosofia Natural”, publicada em 1687, Newton
propos que a forga gravitacional é diretamente proporci-
onal as massas dos corpos e inversamente proporcional
ao quadrado da distdncia entre eles, expressando-a da
seguinte maneira:

~ mi-ma

F=d w0 (2)
sendo my e my as massas das particulas interagindo gra-
vitacionalmente, R a distdncia entre os duas particulas
e G a constante gravitacional [5].

Podemos utilizar a lei da gravitacao de Newton para
estudar o movimento de dois corpos que interagem
gravitacionalmente. Vale destacar que a excentricidade
(e) das oOrbitas planetdrias, no sistema solar, geralmente
é muito pequena, o que nos permite aproximar suas
orbitas por circulos, ver Figura

Agora considere dois corpos de massas mp e ma,
afastados do centro de massa do sistema por uma dis-
tancia r; e 7o respectivamente, ver Figura [3] A atracao
gravitacional entre eles depende da distancia total entre
eles e é dada em médulo por:
mima

F=G——"75.
(r1 +12)?

(3)
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Planeta

Figura 2: Esquema de um planeta em 6rbita circular em torno
do Sol. Fonte: Acervo Pessoal.
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Figura 3: Esquema onde corpos de massas mi e m2, estdo
afastados do centro de massa do sistema por uma distancia 1
e ro. Fonte: Acervo Pessoal.

A forga centripeta de cada particula dirigida ao centro
de massa pode ser escrita como:

2
P o= 0 (4)
T
2
R = 2% (5)
1

Como estamos assumindo 6rbitas circulares e para
que o centro de massa seja fixo, os periodos das duas
massas devem ser iguais, assim podemos escrever para
as velocidades das particulas:

2rr

v = P17 (6)
2mr

vy = PQ. (7)

Substituindo estas expressdes nas féormulas para as
forgas centripetas e considerando que, para manter o
movimento circular, os médulos das forcas gravitacionais
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e centripetas sao idénticos:

mo 472y
! (?”1 +T2)2 P2 ’ ( )
4 2
F=pR=g—" T (9)

(r1 +1r2)? P2

Agora somando ambas as férmulas acima e colocando
em evidéncia o periodo orbital, obtemos:

472

)
G(m1 +m2)

(r1+72). (10)

Se consideramos que ry + 72 = R e comparamos com
a forma empirica da terceira lei de Kepler observamos
que a lei da gravitacao de Newton permite determinar a
constante K como:

472
K=————. 11
G(m1 + mg) ( )
Neste sentido, é importante observar que K = %2 se

mantém praticamente constante para todos os planetas
do nosso sistema solar. Isso porque as massas dos plane-
tas sdo muito pequenas em comparacao com a massa do
Sol. Por exemplo, a massa de Jupiter, o maior planeta do
sistema solar, é apenas cerca de um milésimo da massa
do Sol e no caso da Terra a diferenca fica na ordem de
dezenas de milhGes. Assim, assumir que K é constante
para o nosso sistema solar é uma aproximacao vélida
e consistente. Podemos observar que a terceira lei de
Kepler recalculada pelo método de Newton permite ter
um método de determinar a massa do sistema. Em geral,
poderemos determinar para qualquer conjunto de n
particulas interagindo gravitacionalmente que: M1 K =
MK = ... = MHK%, onde M; representa a massa do
sistema. Por exemplo, no caso de satélites orbitando um
planeta M seria a massa do planeta.

Neste artigo, examinamos a aplicagdo da terceira lei
de Kepler em diferentes escalas astrondmicas. A estru-
tura do artigo é a seguinte: na Segdo [2] apresentamos
um breve histérico das descobertas de Galileu Galilei
relacionadas a Jupiter. Isso inclui a analise da equiva-
léncia entre Movimento Harmonico Simples (MHS) e
Movimento Circular Uniforme (MCU), a explicagio do
funcionamento do Software CLEA, e o teste da validade
da terceira lei de Kepler para as Luas de Jupiter. Na
Secao 3] abordamos a aplicagao da terceira lei de Kepler
ao planetas do Sistema Solar. Na secdo [ estendemos
nossa analise para exoplanetas e na secao |[p| discutios
a aplicacdo da terceira lei de Kepler para galaxias.
Na segao [f] concluimos com uma sintese dos principais
resultados.

2. Galileu e a Terceira Lei de Kepler
para as Luas de Jupiter

Galileu Galilei, em 1609, constréi sua luneta e torna-se o
primeiro cientista a utilizar um telescépio para observar
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Figura 4: Luneta construida por Galileu Galilei em 1609 presente
no Istituto e Museo di Storia della Scienza, em Florenca.
Fonte: [7].

Figura 5: Imagem de Jupiter realizada em 12 de fevereiro de
2019 pela espaco nave da NASA Juno. Créditos: NASA.

os céus. A invencdo do telescopio é atribuida a Hans
Lippershey, pois especulava-se na comunidade cientifica
que Lippershey foi o primeiro a registrar uma patente
em 1608. No entanto, utilizava-se o telescépio para
fins militares, nao cientificos na época. O telescépio de
Lippershey tinha um aumento de 3 a 4 vezes, enquanto
o primeiro telescopio de Galileu possuia um aumento de
9 vezes (ver Figura [4)) [3].

Ao apontar o objeto para o céu, Galileu percebeu
estranhos pontos brilhantes ao redor de JﬁpiteIE] (ver
Figura . Instigado por sua curiosidade, estudou tais
objetos que inicialmente o cientista achou serem “estre-
las”. Assim, de janeiro a margo de 1610, na Italia, Galilei
observou Jupiter e suas “estrelas”, mais tarde ele viria
a chamar de Planetas Mediceanos. Hoje, essas luas sdo
conhecidas como luas galileanas, sendo elas lo, Europa,
Ganimedes e Calisto [3].

Tais descobertas e observacoes foram registradas por
Galileu em seu livro intitulado Sidereus Nuncius, pu-
blicado em margo de 1610. Ele fez diversas anotagdes de
suas observagoes das luas (ver Figura@, onde relatou as

1 O planeta possui um diametro de 139.822 km, sendo, portanto,
o maior planeta do Sistema Solar [§].
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Figura 6: Diagrama de Galilei para a configuracdo de Jipiter e
suas luas do dia 12 de janeiro de 1610. Fonte: [9].
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Figura 7: Simulagdo das luas de Japiter, em azul temos
Ganimedes, amarelo Calisto, lilds temos lo e em branco Europa,
ilustrando as posicdes de acordo com a Figura[f] Fonte: Software
CLEA, [10].

posi¢oes das mesmas em relagdo a Jupiter. Ao analisar
esses dados, é possivel perceber uma relagao (aparente,
pois sabe-se que nao é o que ocorre de fato) entre o
movimento harmoénico simples e o movimento circular
uniforme. Essa relacdo acontece devido a posicao do
conjunto Jupiter e suas luas, que é observada da Terra,
gerando a impressao da ocorréncia de um sistema massa-
mola entre o planeta e suas luas.

Analisando a Figura [6] com o auxilio do Software
CLEA (que sera detalhado nas segdes subsequentes) para
simular o que Galileu observou em 12 de janeiro de
1610 ao apontar sua luneta para o céu, verifica-se que
o asterisco maior, o primeiro da esquerda para a direita,
simboliza a lua Ganimedes. Ao seu lado, o asterisco
menor pode representar lo, Calisto ou até mesmo as
duas luas juntas. O asterisco de tamanho médio, sendo o
ultimo ilustrado, representa a lua Europa. Utilizando o
CLEA, podemos comparar as anotagoes de Galileu com
a simulagao do programa, como evidenciado na Figural7]

As descobertas de Galileu desempenharam um papel
significativo ao desafiar as concepg¢bes do modelo ge-
océntrico, tornando-se fundamentais para o avanco da
Astronomia. Além disso, essas descobertas forneceram
dados observacionais cruciais para respaldar a teoria
heliocéntrica de Copérnico [9].

Ao analisar as observacoes de Galileu, percebe-se que
suas luas aparentam seguir um Movimento Harmdnico
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Figura 8: Esquema da ¢rbita circular para uma das luas de
Jupiter, sendo J o planeta Jipiter, C a posicdo da lua e o angulo
¢ formado pelos seguimentos r e xz(t). Fonte: Acervo pessoal.

Simples (MHS) descrito pela fungdo periddica:
z(t) = rsin (wt + ¢o), (12)

onde 7 representa a amplitude, ou seja, a maior distancia
que as luas podem se afastar de Jupiter. Além disso, ¢g
representa a fase inicial e w indica o periodo angular.
Embora as luas nao sigam um sistema massa-mola, é
possivel compreender a razao desse movimento aparente
por meio do calculo da equivaléncia entre o Movimento
Harménico Simples (MHS) e o Movimento Circular Uni-
forme (MCU). Essa equivaléncia serd demonstrada na
secao a seguir. Para obter informagcdes mais detalhadas,
consulte a referéncia [11].

2.1. Equivaléncia entre o MHS e o MCU

Para melhor compreensdao do movimento das luas
Galileanas e do uso do programa CLEA é necessério
e interessante revisar a demonstracdo da equivaléncia
entre o Movimento Harmoénico Simples e o Movimento
Circular Uniforme.

Na Figura [§] representamos um Movimento Circular
Uniforme onde a posicao de C pode ser projetada no eixo
x nos dando a posicao de E, ou seja, a posigdo aparente
da lua que veriamos a partir do planeta Terra com um
telescépio. Logo usando trigonometria para o triangulo
retangulo JEC podemos escrever:

cos(¢) = . (13)
Reorganizando a equagao :
z(t) = r cos(9). (14)

Usando a regra do seno da soma de dois dngulos para
encontrar cos(¢), obtém-se:

sin ((/) + g) = sin(¢) cos (g) + sin (g) cos(¢).
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Sabe-se que cos(5) = 0 e sin(F) = 1, logo:

. T
cos(¢) = sin (qﬁ + 5) ; (15)
substituindo em pode-se obter:
. 0
z(t) = rsin (qb + 5) . (16)

Considerando que a velocidade angular é constante, o
angulo ¢ pode ser reescrito da seguinte formas:

¢ = wt. (17)

Sabemos que o angulo § é um caso especifico de uma
fase inicial; nesse sentido, podemos escolhé-lo de forma
arbitraria, geralmente representado por ¢g. Assim, subs-
tituindo a equacao e o valor de ¢g em , obtemos
a equacao , que representa o Movimento Harmonico
Simples (MHS).

Dessa forma, demonstramos que o MHS pode ser des-
crito como a projecao do Movimento Circular Uniforme
(MCU) ao longo de um dado didmetro da trajetéria
circular. Portanto, ao observar gmovimento oscilatorio
aparente de um satélite natural de Jupiter, como, por
exemplo, Calisto, Galileu pode inferir que Calisto realiza
um movimento circular ao redor de Jupiter.

2.2. Simulando as luas de Jupiter com o CLEA

O Project CLEA (Contemporary Laboratory in Astro-
nomy) é um conjunto de programas para o sistema
operacional Windows, desenvolvido pelo departamento
de Fisica do Gettysburg College em parceria com a Nati-
onal Science Foundation (consulte a referéncia [I0] para
mais informacoes). O principal objetivo desse projeto
é oferecer exercicios que utilizem a computacdo como
ferramenta para o ensino de Astronomia a alunos do
ensino médio.

Para baixar os programas, basta acessar o site oficial
do Project CLEA, também disponivel na referéncia [10],
e seguir as instrucoes fornecidas. No site, os interessados
encontrarao tutoriais, tanto para os alunos quanto para
os professores. Cada tutorial oferece explicagoes detalha-
das sobre o funcionamento do software, além de guiar
passo a passo os objetivos de cada exercicio proposto e
realizavel através do CLEA.

Uma das aplicagoes disponiveis no projeto é o pro-
grama intitulado The Revolutions of The Moons of
Jupiter, o qual foi utilizado para o desenvolvimento
deste trabalho. Esse programa possibilita a simulacao
e obtencao das posicoes das luas galileanas que orbitam
o planeta Jupiter. As imagens geradas sao reais e foram
obtidas a partir da missdo Voyager da NASA (National
Aeronautics and Space Administration) em quatro niveis
de zoom. Além disso, é utilizado um programa de
efemérides que demonstra de forma precisa as posigoes
das luas ao redor de Jupiter em qualquer data e momento
especificos. Para uma melhor compreensao, consulte as

Figuras [9] e [I0]
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Figura 9: Interface do Software CLEA com as posi¢Ses das luas
galileanas de Jupiter. Fonte: Sofware CLEA, [10].
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Figura 10: Interface do Software CLEA com o grafico de
exemplo da lua Callisto obtido utilizando suas posicoes em
relacdo a Jupiter. Fonte: Sofware CLEA, [10].

.

E vidvel armazenar as posicoes das luas de Jupiter
no banco de dados do CLEA, através de um simples
procedimento. Ao clicar sobre a lua desejada e, em se-
guida, selecionar a opgao record, os dados sao registrados
para posterior construcao de graficos dentro do proprio
CLFEA. Por exemplo, a Figura apresenta um grafico
gerado a partir de dados de posi¢oes da lua Calisto,
permitindo a andlise de seu movimento.

A facilidade de manuseio do Software é notéavel,
pois apenas é necessario compreender as funcionalidades
dos botdes interativos disponiveis, realizando as agoes
desejadas com poucos cliques. Além disso, nao é exigido
nenhum conhecimento avancado de programacao para
operar o CLEA, tornando-o acessivel e amigavel para os
estudantes do ensino médio.
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O CLEFEA oferece utilidades significativas para obter o
raio e os periodos orbitais de cada lua. Para determinar
o raio, basta utilizar o valor do eixo y que corresponde ao
ponto maximo situado no pico dos dados encontrados.
J& para o periodo, é suficiente realizar a subtragdo entre
dois picos sucessivos dos valores do eixo x, considerando
sempre o resultado dessa subtragdo como positivo, con-
forme exemplificado nos dados da Figura

O programa possibilita uma visao geral das 6rbitas e
permite a simulagdo do movimento das luas ao redor de
Jupiter em funcao do tempo, entre outras funcoes ainda
nao exploradas pelos autores. Dessa forma, utilizamos
o CLEA para coletar os dados das posi¢oes das luas
galileanas e investigd-las de acordo com a abordagem
deste artigo. E importante notar que o programa é em
inglés.

O tempo é mostrado no eixo x usando Data Juliana
(em inglés, Julian Date) como unidade de medida, que
¢ uma forma de contar os dias de maneira continua, co-
mecando desde um ponto chamado “Dia Juliano Zero”,
definido em 1° de janeiro de 4713 a.C. Essa forma de
contar os dias é amplamente usada na Astronomia para
calcular eventos astronémicos. O interessante é que cada
dia comeca ao meio-dia e termina ao meio-dia do dia
seguinte, abrangendo tanto o periodo da noite quanto o
periodo do dia, o que é 1til para a Astronomia. Além
disso, facilita a obtencao de quantos dias se passaram,
pois basta realizar uma subtracao entre as datas.

Por outro lado, no eixo y estao os valores de distancia
da lua até Jupiter. Assim, o didmetro de Jupiter (em
inglés, Jupiter Diameter) é uma unidade de medida; por-
tanto, as distancias mostradas no grafico sao multiplos
desse valor.

Assim, para facilitar o aprendizado e o uso do CLEA
adaptamos os dados e criamos um guiaﬂ

2.3. Terceira Lei de Kepler para as luas de
Jupiter

Utilizando os dados fornecidos pelo Software CLEA,
construimos graficos para visualizar as posi¢oes das luas
em relacdo a Jupiter em 30 dias diferentes. O software
nao fornece medidas de incerteza para os dados. Para in-
corporar incertezas na analise, seria viavel calcular uma
média dos valores obtidos ao simular diversos intervalos
de tempo, porém, essa técnica nao sera utilizada pelos
autores. Devido as unidades de medida néo triviais no
programa, foi necessirio converter as distancias de JD
(Didmetro de Jupiter) para quilémetros e o tempo, que
é fornecido em Data Juliana, para dias.

Para aprimorar a visualizacao da trajetéria das luas
ao redor de Jupiter, foi realizado um ajuste utilizando a
equacao . Esse ajuste foi feito utilizando o Software
Scidavis, um programa de cddigo livre para construir
gréaficos cientificos. Os parametros da equagao foram

2 Disponivel, em portugués, no link: https: //online.fliphtml5.com
/ivbtp/xwdk/|
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Figura 11: Grafico do movimento das quatro luas Galileanas de Japiter. Fonte: Acervo pessoal.

obtidos a partir da referéncia [9], e o Scidavis ajustou a
curva de forma aproximada, gerando as curvas de ajuste
nas Figuras[TTh, [[Ip, [Tk e[IIH, permitindo uma anélise
do comportamento dos dados coletados, evidenciando
um movimento oscilatério aparente representado pela
equagao (12).

A partir da terceira lei de Kepler, é possivel obter
a massa do Planeta Jupiter usando os dados das luas
galileanas em conjunto com os dados do Software CLEA.
A massa de Jupiter M; é isolada pela manipulacao da
terceira lei de Kepler, resultando na equagao abaixo:

M, = 4723

GP?’
onde G é a constante gravitacional, com o valor G =
6,6743x 10~ m? /kg - s2, r representa a distincia média
entre a lua e o corpo que ela orbita, e P é o periodo
orbital da lua.

Ao analisar os dados referentes & lua Io, apresentados
na Figura [TTh, foi possivel calcular o periodo orbital e o
raio orbital de To utilizando o software Scidavis. Nossos
calculos, seguindo uma convengao simplificada que nao
considera incertezas explicitamente, resultaram em um

(18)
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periodo orbital Pj, de 1,78 dias e um raio orbital rp,
de 430.645,6 km de 430.645,6 km, onde o penultimo
digito de cada nimero é considerado o tltimo algarismo
significativo.

Para calcular a massa de Jupiter (Mj;) a partir
dos dados da lua To, empregamos a equacao (18)) que
estabelece a relagdo entre a massa do planeta, o periodo
orbital e o raio orbital da lua. Nota-se que a distancia
estd expressa em quilémetros (km) e o periodo P em
dias. Ao considerar as unidades de medida da constante
gravitacional G, torna-se evidente a necessidade de con-
verter a distancia de quilometros para metros e o periodo
de dias para segundos, realizando os calculos obtém-se a
massa de Jupiter como sendo M; = 1,997 x 10%7 kg.

O processo descrito pode ser aplicado igualmente as
luas Europa, Ganimedes e Calisto. A partir dos dados de
periodos e distancias presentes na Tabela , coletados
dos graficos da Figura e utilizando a equagao ,
é possivel calcular para cada uma dessas luas. Primei-
ramente, os valores dos periodos e distancias das luas
sdo identificados na Tabela [1} Em seguida, inserimos os
dados na equacao individualmente para cada lua,
resultando em diferentes valores estimados da massa

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 46, €20230329, 2024



€20230329-8

Tabela 1: Valores das massas obtidos através da terceira lei de
Kepler (equacdo ([18])) usando periodo e raio das luas de Japiter
coletados com o Software CLEA.

Periodo Raio Massa de Erro
Lua (Dias) (km)  Jupiter (kg) Percentual
To 1,78 430645,6 1,997 x 1077 5,22%
Europa 3,56 648764,8 1,702 x 10*"  10,30%
Ganimedes 7,18 1048650 1,774 x 10%7 6,53%
Calisto 16,83 1845624 1,760 x 10*"  7,27%

de Jupiter: 1,702 x 10?7 kg correspondente a Europa,
1,774 x10%7 kg associado a Ganimedes, e 1,760 x 10?7 kg
relativo a Calisto.

Na Tabela calculamos o erro percentual compa-
rando nossos resultados com o valor da massa de Jupiter,
fornecido pela NASA (Ref. [8]), que é de Mynasa =
1,898 x 10?7 kg. Para isso, utilizamos a férmula do desvio
relativo (DR) ou erro percentual (EP), que é expressa
como uma porcentagem e indica o quao distante o valor
obtido estd do valor de referéncia [12]. A férmula para
calcular o DR ou EP é:

_ Valor medido — Valor de referéncia

DR = x 100.

(19)

A metodologia adotada neste artigo oferece uma
avaliacdo quantitativa da precisdo de nossos calculos em
comparacgao com o valor aceito pela comunidade cien-
tifica. Dessa forma, nossa andlise foca exclusivamente
no Desvio Relativo (DR). Esta abordagem metodoldgica
simplificada permite uma interpretacdao mais direta dos
resultados, embora nao contemple uma avaliagdo apro-
fundada das variagbes e potenciais erros inerentes aos
métodos de medicdo e cilculo que empregamos.

Utilizando os dados da Tabela [2] optamos por criar
um grafico (vide Figura que relaciona o periodo
orbital ao quadrado (P?) em funcdo do raio orbital ao
cubo (r?) para analisar o comportamento das luas em
conformidade com a terceira lei de Kepler.

Dessa forma o coeficiente angular da reta de ajuste,
representado por «;, pode-se escrever da seguinte forma:

Valor de referéncia

(20)

onde «; é uma constante que depende exclusivamente
da massa M; do corpo orbitado, neste caso, Jupiter.
Utilizando o valor de o = 3,345 x 10716, determinamos

Tabela 2: Dados das luas de Jipiter para a construcdo do
grafico. Fonte: [10].

Lua Periodo P?(s?) Raio Orbital r°(m?)
Io 2,37 x 10™° 2,88 x 1072
Europa 9,46 x 10'° 2,73 x 10%¢
Ganimedes 3,85 x 10! 1,15 x 10*7
Calisto 2,11 x 10*2 6,29 x 107
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Figura 12: Gréfico do P? em funcdo do 73 para as quatro luas
Galileanas. Fonte: Acervo pessoal.

a massa de Jupiter como My = 1,769 x 10%” kg [[] Ao
calcular o erro percentual comparando esse valor com a
massa de Jupiter do site da NASA, obtemos um desvio
de 6,8%. Esta comparacao quantifica a precisao de nossa
estimativa em relacao ao valor de referéncia.

3. Terceira Lei de Kepler Para o Sistema
Solar

Utilizando dados dos planetas do Sistema Solar, cons-
truimos um grafico para verificar se os dados obedecem a
terceira lei de Kepler. Como mencionado anteriormente,
esta lei implica que, quanto maior a distancia do planeta
até o Sol, maior deve ser o seu periodo orbital. Portanto,
espera-se que os dados sigam uma linha de ajuste linear
em uma escala log-log. Como as érbitas dos planetas
apresentam baixa excentricidade, podemos usar o raio
orbital médio para os calculos, conforme a equacao .
Coletando dados do site da NASA, construimos a
Tabela [3] e estes dados foram utilizados para construir
o grafico da Figura

Tabela 3: Dados dos planetas do Sistema Solar. Fonte: [8].

Planetas  Perfodo (Anos) Raio Orbital (UA)
Merctrio 0,240846 0,387098
Vénus 0,615198 0,723332
Terra 1,000000 1,000000
Marte 1,88085 1,523679
Japiter 11,862 5,2044
Saturno 29,4571 9,5826
Urano 84,0205 19,19126
Netuno 164,80 30,07

3 Mesmo desconsiderando as barras de erro que poderiam ser
originarias das fontes, e assim evitando a propagagdo de erros,
o digito mais a direita pode tratado como néo significativo. Esta
abordagem ¢ aplicada consistentemente ao longo de todo o artigo.
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Terceira lei de Kepler para o Sistema Solar
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Figura 13: Gréfico para o Sistema Solar. Fonte: Acervo pessoal.

O uso do logaritmo natural (In) para lidar com as
poténcias na andlise da terceira lei de Kepler, con-
forme expresso na equagio , permite transformar
uma relagdo exponencial em uma linear. Isso facilita
a interpretacdo grafica e a comparagdo direta entre os
diferentes corpos celestes. Aplicando a lei de Kepler,
podemos entdo expressar a terceira lei como:

InK 3
21nP:an+3lnr—>lnP:T+§111r. (21)
Sabemos que a equagao representa uma equacao

de uma linha reta na forma y = ax + b onde b é o
coeficiente linear da reta, logo:

In K

T=b—>1nK=2b—>K:e2b, (22)
porém, temos que a constante K pela terceira lei de
Kepler vale:

_ 472
- GMg'

(23)

Considerando Mg como a massa do Sol, substituimos
a constante K por €2 na equacéo 1’ De acordo com
a Referéncia [8], a massa do Sol é 1,989 x 103° kg. Ao
efetuar os calculos, encontramos Mg = 1,991 x 10%° kg,
com um erro percentual associado de 0,11%. Assim,
confirmamos a aplicabilidade da terceira lei de Kepler
para o nosso Sistema Solar.

4. Terceira Lei de Kepler para
Exoplanetas

No contexto dos exoplanetas, a terceira lei de Kepler
é fundamental para entender as propriedades orbitais
desses distantes mundos. Estudando o periodo orbital
de um exoplaneta — o tempo necessario para completar
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uma Orbita ao redor de sua estrela — e levando em conta
a distdncia média entre eles, astronomos conseguem
extrair informacoes cruciais sobre o sistema planetario,
incluindo a massa tanto da estrela quanto do exoplaneta.

Os primeiros corpos celestes conhecidos como
exoplanetas foram descobertos em 1991. Esses objetos,
que orbitam estrelas fora do nosso Sistema Solar, eram
apenas algumas centenas até 2009. Nesse ano, a NASA
langou a Missao Kepler, marcando um aumento signifi-
cativo na deteccao desses planetas, conforme detalhado
em [I3]. Para maiores detalhes consulte também as
referéncias [14] e [I5].

Para avaliar a aplicacao da terceira lei de Kepler aos
exoplanetas, escolhemos o sistema da estrela TOI 700
como estudo de caso. Situada a pouco mais de 100 anos-
luz de distancia, na constelacdo de Dorado, TOI 700 é
uma ana vermelha do tipo espectral M, conhecida por
sua temperatura relativamente baixa. Esta escolha se
justifica pelo fato de que, em 2020, a missao Transiting
Ezoplanet Survey Satellite (TESS) da NASA descobriu
quatro exoplanetas orbitando TOI 700, destacando-
a como um objeto de interesse (Transiting Eroplanet
Survey Satellite Object of Interest).

Com base nos dados fornecidos pelo catilogo de
exoplanetas da NASA, disponivel em um simulador
(Ref. [16]), é possivel visualizar a configuragdo do sis-
tema planetario de TOI 700. Exemplos dessas visu-
alizagoes incluem simulagdes do sistema (Figura
e dados utilizados para andlises graficas (Tabela
e Figura , enriquecendo nossa compreensao desses
fascinantes mundos extrassolares.

Assim como na secdo aqui também utilizamos
a escala logaritmica para uma melhor apresentacao
dos dados, procedemos de maneira similar no estudo.

TOI-700 ¢

TOI-700

TOI-700 b

TOI-700 €

TOI-700 d

Figura 14: Simulacdo do sistema exoplanetario da estrela TOI
700. Fonte: simulador online da NASA [16].
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Tabela 4: Dados dos exoplanetas da TOI 700. Fonte: [16].

Exoplanetas  Perfodo Orbital (Dias) Raio Orbital (UA)
TOI 700b 10 0,0677
TOI 700c 16,1 0,0929
TOI 700e 27,8 0,1340
TOI 700d 37,4 0,1633

Terceira lei de Kepler para os Sistema da TOI700
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Figura 15: Grafico para os quatro exoplanetas que orbitam a
estrela TOI 700. Fonte: Acervo pessoal.

Substituimos a constante K por e na equacio .
Utilizando o valor do coeficiente linear b, extraido do
grafico como sendo 6, 335, podemos calcular a massa da
estrela TOI 700 usando a seguinte metodologia:

472
MTO[ == @ . (24)

Ao calcular a massa da estrela TOI 700 conforme a
equacao , obtemos um valor de Mpor = 8,347 X
10%° kg. Este resultado se aproxima bastante do valor
registrado no site da NASA, que é M701 nasq = 8, 354 X
10% kg (Ref. [16]). O erro percentual encontrado, de
apenas 0,07%, é menor do que o observado para o nosso
Sistema Solar e para as luas Galileanas de Jupiter.
Vale ressaltar que os dados presentes no simulador de
exoplanetas da NASA ndo apresenta incertezas para
os valores, esse fato pode afetar no valor percentual
do erro encontrado. Além disso, um dos motivos para
esse erro menor pode ser atribuido a evolucao das
técnicas de observacao e medicao utilizadas em estudos
de exoplanetas, que tém se tornado cada vez mais pre-
cisas, evidenciando a aplicabilidade desta lei a sistemas
planetarios distantes.

5. Terceira Lei de Kepler para Galaxias
Nesta secao, exploraremos a aplicacao da terceira lei de

Kepler para descrever o movimento estelar em torno
do centro galdctico. As galdxias, de modo geral, sdo

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 46, €20230329, 2024

A Terceira Lei de Kepler em diferente escalas: de luas até galdxias

constituidas por estrelas, gases, poeira e, possivelmente,
matéria escura. No inicio do século XX, esses corpos
celestes eram denominados nebulosas, suscitando teorias
que as consideravam “universos-ilhas”, seja isolados da
nossa Via Lactea ou integrados a ela. No entanto, em
1923, essas nebulosas foram reconhecidas como galaxias
distintas da Via Léactea pelo astronomo norte-americano
Edwin Powell Hubble. Hubble utilizou o método de Hen-
rietta Leavitt, que correlaciona luminosidade e periodo
das Cefeidas, para calcular a distancia até M31, nossa
galédxia vizinha, obtendo uma estimativa de cerca de 700
mil anos-luz. Esse valor indicou que tal objeto s6 poderia
existir fora da Via Lactea, que possui um didmetro
de aproximadamente 105 mil anos-luz. Dessa maneira,
Hubble demonstrou que a galadxia M31 era, de fato, um
sistema independente [17].

Para compreender o comportamento dindmico de uma
galdxia, é essencial investigar o seu modelo fisico. A
modelagem dindmica, embora viadvel com a teoria do
potencial newtoniano, excede o escopo deste artigo. Para
os interessados uma obra de referéncia nesse dominio é
o livro “Galactic Dynamics”, escrito por James Binney
e Scott Tremaine [I8]. Em contrapartida, as ideias fun-
damentais da dindmica galactica podem ser entendidas
por meio da teoria newtoniana béasica, sem a necessidade
de adentrar em conceitos mais complexos.

Em um primeiro cenério, consideramos uma esfera de
raio R e massa M, juntamente com uma particula de
massa m situada a uma distancia r do centro dessa es-
fera, a qual é composta por cascas esféricas homogéneas.
Nesse contexto, pelo teorema das cascas de Newton, a
massa da esfera pode ser tratada, para fins praticos,
como se estivesse concentrada em uma particula de
massa M no centro da esfera. Isso nos possibilita calcular
a velocidade da massa m devido a atragdo gravitacional.
Em outras palavras, a particula estda em 6rbita em torno
da esfera de massa M. Utilizando a segunda lei de
Newton e relacionando com a forca centripeta da massa
m, temos a expressao:

V2 GmM

r 72

(25)

A equagao [25] estabelece uma conexdo entre a veloci-
dade v e o tamanho do raio r da oérbita:
GM
v=4/—, 26
- (26)
neste caso, ainda podemos generalizar para a situagao
em que a massa tenha uma distribuicdo dependente de
r, ou seja, M = M(r). Assim, a partir da equacdo (26,
para r > R e uma dependéncia M (r), podemos deter-
minar a velocidade da particula ainda com a férmula
anterior na forma:
GM(r
v =/ EMO) (27)
r
Agora, abordaremos o segundo cendrio em que uma
particula de massa m se desloca no interior de uma esfera
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maciga de raio R, ou seja, r < R. Neste contexto, o
volume ocupado dentro da esfera com raio r é repre-
sentado pela formula V = %771"3 . Quando consideramos
a esfera macica, com um raio constante R, o volume
é expresso por V = %wRS. Com base nesses volumes,
podemos deduzir que a densidade da esfera segue a

relagdo expressa pela seguinte equagao:
M M
T3 (28)

entao assumindo uma densidade p constante, a massa
dentro de uma esfera de raio r é dada por:

4
M(r) = pgﬂ'TS. (29)
Substituindo p temos:
3
M) = M, (30)

Ao substituir a equacdo (30) em , chegamos a
seguinte expressao alternativa:

GM
v = FT.

Agora podemos obter uma compreensao simplificada
do movimento de uma estrela ao redor do centro de
uma galaxia ao considerar ambos os cenarios de forma

conjunta:
[GM
%r, ser < R.
v(r) =

M
G—, ser > R.
r

(31)

(32)

A equacao representa a velocidade de uma par-
ticula de teste em um potencial gravitacional produzido
por uma esfera dentro e fora dela. A construgao de um
grafico para esta equacéo resulta na Figura[l6] que revela
uma caracteristica interessante do modelo: Isso significa
que, perto do centro da galdxia (esfera) (quando r < R),

Curva de Rotagao da M31

€20230329-11
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Figura 16: Comportamento da fun¢do ([32), Fazendo as cons-
tantes igual a 1. Fonte: Acervo Pessoal.

espera-se que a velocidade orbital cresca a medida que
o raio aumenta, um fenémeno que diverge da terceira
lei de Kepler e se assemelha ao observado em curvas de
rotacdo para raios menores. Ja para érbitas com r > R,
esse aumento de velocidade se inverte, e a velocidade
comega a diminuir conforme o raio aumenta, uma vez
que a massa dentro desse raio permanece constante
(M (r) = M), alinhando-se com as previsdes da terceira
lei de Kepler, conforme demonstrado pela equagao .

Contudo, observagoes realizadas ao longo do século
XX, destacando-se os trabalhos de Vera Rubin, de-
monstraram que a velocidade das estrelas nao diminui
conforme se distanciam do centro da galdxia, mas sim
tende a estabilizar-se, formando um perfil quase plano.
Esse fendmeno foi constatado por meio das chamadas
curvas de rotagdo, que sdo essencialmente graficos que
relacionam a velocidade com a distdncia ao centro
galactico, seja de estrelas ou de grandes massas de
hidrogénio.

A titulo de ilustracdo, na Figura apresentamos
as curvas de rotagdo para duas galdxias notaveis: M31

Curva de Rotagao da Via Lactea
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Figura 17: Curvas de rotac3o utilizando dados da M31 e da Via Lactea das referéncias [19, [20]. Fonte acervo pessoal.
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e a Via Lactea. Observa-se que objetos proximos ao
centro exibem velocidades crescentes a medida que se
afastam do centro, até que estas atingem valores quase
constantes, mesmo a distancias consideraveis do nicleo
galactico.

Este fendmeno observado nas curvas de rotaciao das
galaxias aponta para a influéncia de um halo de matéria
escura circundando as galdxias. A matéria escura, uma
entidade tedrica que ndo interage com a luz, pode ser a
chave para entender por que as estrelas sustentam veloci-
dades elevadas mesmo distantes do centro galactico, um
comportamento que desafia as expectativas baseadas na
matéria visivel. A andlise das curvas de rotacdo também
exige que levemos em conta distribuicoes de matéria com
formas especificas. Por exemplo, o nucleo das galaxias
espirais tende a uma configuracdo eliptica compacta,
enquanto o disco galdctico assemelha-se a uma esfera
achatada. Essas caracteristicas, juntamente com o halo
de matéria escura, desempenham papéis significativos na
dindmica galactica.

E fundamental destacar que a matéria escura parece
nao seguir a lei da gravitacao universal de Newton da
mesma forma que a matéria visivel. Por consequéncia,
a terceira lei de Kepler, que se baseia na gravitagio
newtoniana, ndo se aplica de maneira direta as galaxias
quando consideramos o efeito da matéria escura. Essa
discrepancia entre as previsoes tedricas e as observagoes
astronémicas desafia nossa compreensao da dindmica
das galaxias, indicando a necessidade de modelos mais
abrangentes que integrem tanto a matéria visivel quanto
a escura para explicar o movimento das estrelas em torno
dos centros galécticos.

No entanto, é possivel ainda aplicar de forma apro-
ximada a terceira lei de Kepler para o caso do buraco
negro central da Via Lactea, conhecido como Sagittarius
A* o qual é pronunciado como “Sagittarius A-estrela”
ou simplesmente “Sgr A*”. Este objeto é uma fonte
astrondémica de radio notavelmente brilhante e incrivel-
mente compacta localizada no centro da Via Lactea, nas
proximidades da fronteira das constelagoes de Sagitario
e Escorpiao [21].

Em um artigo publicado em 31 de outubro de 2018,
foi anunciada uma descoberta de grande importancia:
evidéncias conclusivas de que Sagittarius A* é, de fato,
um buraco negro. Utilizando técnicas avancadas de
interferometria gravitacional e combinando a capacidade
de quatro telescopios do Very Large Telescope (VLT), os
astronomos conseguiram criar um telescoépio virtual com
um impressionante didmetro de 130 metros. Nessa obser-
vagao, eles detectaram aglomerados de gas movendo-se
a cerca de 30% da velocidade da luz. Préximo ao buraco
negro, puderam observar a emissao de elétrons altamente
energéticos, criando trés chamas brilhantes distintas [22].

Em maio de 2022, o programa FEwvent Horizon Teles-
cope, validou a presenca de Sagittarius A* (Sgr A*),
ao divulgar um conjunto de imagens coloridas. Esse
feito notavel foi alcancado por meio da colaboracao
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de radiotelescépios de diversas partes do mundo, que
operaram em conjunto, criando uma rede virtual com
o mesmo didmetro da Terra. Essa conquista representou
a segunda imagem de um buraco negro capturada pela
tecnologia humana, a primeira delas referente ao buraco
negro na galdxia M87, divulgada em 2019 [23].

Para verificar a terceira lei de Kepler, utilizaremos os
dados da Tabela [of referentes as denominadas estrelas
S, que se localizam na regido central da Via Lactea e
integram o ambiente conhecido como Nucleo Galactico.
Estas estrelas orbitam em torno de Sagittarius A* e
possuem O6rbitas elipticas, sendo cruciais para confirmar
Sagittarius A* como um buraco negro supermassivo.
Agora, empregando a mesma metodologia utilizada nos
casos anteriores, vamos verificar a aplicabilidade da
terceira lei de Kepler.

Empregando o mesmo método utilizado na Segao
optamos por aplicar logaritmos aos dados apresenta-
dos na Tabela [5] Essa técnica permitiu a observagio
detalhada na Figura [I§] e a determinacdo do valor do
coeficiente linear b como —7,62. Com base nesse valor,
recorremos a seguinte equagao para calcular a massa de
Sagittarius A* (Mga):

472

(33)

Tabela 5: Dados das Estrelas S em relagcdo a Sagittarius A*.
Fonte: [24] [25].

Distancia Média (UA) Perfodo de

Estrela até Sagittarius A* translagdo (Anos)
S1 3300 94.1

S2 980 15.24

S8 2630 67.2

S12 2290 54.4

S13 1750 36

S14 1800 38

Terceira lei de Kepler para Sargittarius A* e suas estrelas tipo S

450- @ Dados
—— Curva ajustada

4.25
4.00
3.75 4

3.50 1

log(P) (Anos)

3.25 4

3.00 4

2.75 4

7.0 7.2 7.4 7.6 7.8 8.0
log(r) (UA)

Figura 18: Comportamento das Estrelas S segundo a Terceira
Lei de Kepler, cores utilizadas apenas para fins ilustrativos.
Fonte: Acerto pessoal.
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Este calculo nos forneceu uma estimativa para Mg 4 de
8,29 x 10%¢ kg. Comparando este resultado com o valor
documentado por [26] de M = 8,57 x 1035, identificamos
um erro associado de somente 3,4%. Tal margem de erro,
sendo similar aquela encontrada em estudos anteriores,
reforga a ideia de que a interagao entre Sagittarius A* e
as estrelas S exibe uma dindmica que se alinha a previsao
da terceira lei de Kepler. A Figura [18] nos proporciona
uma clara visualizacao dessa congruéncia.

Para maior transparéncia e facilitacdo da reprodugao
dos resultados, todos os cédigos empregados na andlise
estdo disponiveis na referéncia [27].

6. Conclusao

Ao aplicarmos a terceira lei de Kepler em diferentes
sistemas astronoémicos, como as Luas Galileanas, o Sis-
tema Solar e o sistema TOI700, notamos uma notavel
concordancia entre os dados observados e a predigao da
terceira lei de Kepler. Este estudo evidéncia que nos
sistemas astrondémicos em que a Lei da Gravitacdo de
Newton é aplicavel, a terceira lei de Kepler também é
valida, o que ressalta a dependéncia da terceira lei de
Kepler com a lei de Newton.

No entanto, ao tentarmos estender a aplicagao da
terceira lei de Kepler para galdxias, percebemos que sua
utilizacdo se torna inviavel devido a complexidade das
distribui¢bes de matéria dentro das galaxias e a potencial
presenca de matéria escura. Neste cenario, a Lei da
Gravitagdo de Newton revela-se inadequada, uma vez
que sugere a presenca de mais matéria. A matéria escura
é considerada uma forma hipotética de matéria que nao
interage através de forgas eletromagnéticas, tornando-a
invisivel, ainda que possa exercer influéncia gravitacional
significativa.

Por outro lado, o movimento das estrelas S ao redor
do centro de nossa galdxia, Sagittarius A*, configura um
sistema ainda compacto, com um centro gravitacional
bem definido, apresentando semelhancas com, por exem-
plo, o nosso Sistema Solar. Assim, conforme esperado,
a terceira lei de Kepler pode ser aplicada. Contudo,
é relevante salientar que dados astrométricos recentes
dessas estrelas podem ser utilizados para estabelecer li-
mites sobre a massa de particulas hipotéticas de matéria
escura. Para mais detalhes, consulte [28].

Este artigo visa oferecer uma contribuicao tanto para
estudantes quanto para professores do ensino médio e
superior interessados em aprofundar seus conhecimentos
sobre a terceira lei de Kepler. Além disso, pretende servir
como um recurso de estudo para disciplinas introdutérias
de fisica e Astronomia. Ao explorar a aplicagdo dessa
lei em diversos cenarios, buscamos proporcionar uma
compreensao abrangente de seu comportamento em di-
ferentes escalas de distancias, bem como suas limitagoes
e dependéncia com a Lei Universal da Gravitacao de
Newton.
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