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Dois grdficos de controle sdo, usualmente, utilizados no monitoramento da média e da varidncia de um processo.
Em geral, utiliza-se o grdfico de X para a detec¢do de alteragées da média, e o grdfico de R para a sinalizagdo de au-
mentos da variabilidade. Neste artigo, propoe-se o uso de uma vinica estatistica e, portanto, de um tinico grdfico, como
alternativa a prdtica comum do monitoramento de processos por meio de dois grdficos de controle. O grdfico proposto,
baseado na estatistica de Qui-quadrado ndo-central, tem se mostrado mais eficiente que os grdficos de X e R. Além
disso, se as decisoes sobre as condicoes dos pardmetros do processo sdo baseadas no historico das observacoes e ndao
apenas na tltima observagdo, entdo o uso da estatistica de Qui-quadrado ndo-central é indicado para a detec¢do de
pequenas perturbagoes. Neste estudo, sdo também apresentados os grdficos de controle da média movel ponderada
exponencialmente (EWMA) baseados na estatistica Qui-quadrado ndo-central.

Palavras-chave: grdfico de controle de Qui-quadrado, grdficos conjuntos de X e R, niimero médio de amostras até o

sinal.

1. Introducao

Nos tltimos anos, uma grande atenc¢do tem sido devo-
tada ao estudo das propriedades conjuntas dos gréaficos de
controle destinados ao monitoramento da média e da va-
ridncia do processo. Por exemplo, Costa (1993), Costa e
Rahim (2000, 2001) e Rahim e Costa (2000) desenvolve-
ram modelos econdmicos para os graficos conjuntos de
X e R. Gan (1995) estudou as propriedades conjuntas de
dois gréficos de controle EWMA. Albin et al. (1997) estu-
dou os gréficos conjuntos, X e EWMA, para observacdes
individuais. Chen et al. (2001) combinou dois graficos de
controle de EWMA em um Unico e mostrou que o novo
griafico de EWMA ¢€ eficiente na detec¢do de aumentos
e decréscimos da média e/ou da varidncia do processo.
Costa (1998 e 1999) estudou os graficos conjuntos de X
e R com parametros varidveis, e Costa e Rahim (2004)
estudaram os graficos conjuntos de X e R com amos-

tragens em dois estdgios. Reynolds e Stoumbos (2001)
investigaram trés gréaficos conjuntos destinados ao mo-
nitoramento da média e da varidncia de uma varidvel
normal, quando uma observacao individual € tomada a
cada instante de amostragem. Eles consideraram o gra-
fico das observagdes individuais X em uso conjunto com
o grafico da amplitude mével (MR), o grafico das obser-
vagdes individuais X em uso conjunto com um grafico
de EWMA, e dois graficos de EWMA em uso conjunto;
sendo que um deles utiliza as observacdes diretamente,
enquanto o outro utiliza a raiz quadrada dos desvios das
observacdes em relagdo a um valor especificado (valor
alvo). A principal conclusdo que pode ser tirada de todos
esses estudos € que nenhum dos gréficos conjuntos € con-
fidvel na identificacdo do tipo de causa especial. Em ou-
tras palavras, sempre que uma causa especial € detectada,
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nunca se sabe se tal causa especial € aquela que apenas
altera a média, ou apenas aumenta a variabilidade, ou, no
pior caso, altera a média aumentando a variabilidade. Por
exemplo, quando os grificos conjuntos de X e R estdo
em uso, e o grafico de X sinaliza a presenca de uma cau-
sa especial, entdo se deve investigar qual pardmetro do
processo foi afetado pela causa especial, pois o grafico de
X € sensivel ndo s6 a mudangas da média, como também
a aumentos da variabilidade.

Na prética, a velocidade com a qual os graficos de
controle detectam mudangas no processo parece ser mais
importante do que a habilidade destes em identificar o
tipo de mudanca. Deste modo, faz sentido considerar um
unico gréfico de controle, baseado em uma tnica estatis-
tica, para o monitoramento simultdneo da média e da va-
riancia do processo. Esse € o caso do grafico de controle
proposto por Domangue e Patch (1991), que € excelente
na detecc@o de mudancas da média e/ou da varidncia.
Shamma e Amin (1993) consideraram o grafico proposto
por Domangue e Patch nas condi¢des em que o intervalo
de tempo entre a retirada de amostras € varidavel.

Neste trabalho, propde-se o uso de uma tunica esta-
tistica, portanto de um tnico grafico de controle, para o
monitoramento simultineo da média e da variancia do
processo. Trata-se de um grafico de Shewhart, pois as de-
cisdes, sobre as condi¢cdes dos pardmetros do processo,
sdo sempre tomadas com base apenas nas observacdes da
dltima amostra. Em termos de comparacdo com os gra-
ficos de X e R, o grafico proposto € mais simples de se
utilizar, e mais 4gil na detec¢do de causas especiais que
alteram a média e/ou aumentam a variabilidade do pro-
cesso. Propde-se também o gréfico individual de EWMA,
baseado na estatistica de Qui-quadrado nao-central. Tra-
ta-se de uma ferramenta poderosa na detec¢@o de peque-
nas mudangas nos parametros do processo.

A estatistica W, a ser utilizada no monitoramento do
processo, e o procedimento para a obtencdo das proprie-
dades do gréfico proposto compdem a proxima sec¢ao.
A secdo 3 estuda as propriedades do gréfico de controle
EWMA baseado na estatistica W, e a se¢do 4 apresenta
um exemplo de aplicag@o do grafico de EWMA.

2. Propriedades do grafico de controle de

x* (A)

Assume-se, neste trabalho, que gréificos de controle
sdo utilizados no monitoramento de processos cuja ca-
racteristica de qualidade de interesse X tem distribui¢do
normal com média | e desvio padrdo ¢. Quando o pro-
cesso estd sob controle, ou seja, isento de causas espe-
ciais, L=, € G =0,. A causa especial desloca a média
u de seu valor alvo i, para U, = U, + 66, em que  # 0,
e/ou altera o desvio padrdo ¢ de 6 para G, = YO, em que
v>1.

Seja X i=1,2,3,..,ej=1,2,.., nas medidas da va-
ridvel X, organizadas em subgrupos de tamanho 7, sendo
i o numero do subgrupo, e seja

n
§ =dse ZXUZ Nfy; caso contrdrio & = - d,
j=1
em que d é uma constante positiva.
Os pontos amostrais W, do gréfico de controle de Qui-

quadrado ndo-central (grafico de x? (A)), sdo dados por

W= Z(xij_ Myt ‘fio-o)z, i=1,2,.. ey

j=1

Condicionado aum valorde &, W,/ G % tem, parajL = [,
e para G = G, distribui¢do de Qui-quadrado ndo-central
com n graus de liberdade e parametro de ndo centralidade
A, =nd’,eparapl=L e 6 =0, W /o> tem distribuigio
de Qui-quadrado nao-central com n graus de liberdade e
pardmetro de ndo centralidade A, =n (8 + )/ V%, ou seja,
Wilop2~xA)eW/o?~y? (k). O grifico proposto
sinaliza uma condicdo de falta de controle, sempre que
W, > k. 0,7, em que k. € o fator de abertura do limite
superior de controle do gréfico. Como & € uma varidvel
aleatoria, que depende do valor de Y,‘ , obtém-se o risco
o e o poder de deteccdo do grafico proposto por meio da
seguinte expressio:

P= e {n o kuta- (oo /i) fp@a: @

em que ¢(z) € a funcdo densidade de probabilidade da
distribui¢do normal padrdo. Quando o processo estd sob
controlea=1,b=d, se z> 0, caso contrariob=—d, e 0
risco de alarme falso o = P. Quando o processo esta fora
de controle a=y,b=@+d) /vy, se z>—8/nly, caso
contrdrio b = (6 — d) / 7y, e o poder do grifico de controle
Pd=P,

A capacidade de um gréfico de controle detectar mu-
dangas no processo pode ser medida pelo nimero mé-
dio de amostras até o sinal, NMA, (Costa et al., 2004).
O NMA para o grafico proposto € facilmente determina-
do, pois, neste caso, o nimero de amostras até o sinal
€ uma varidvel aleatéria com distribuicdo geométrica de
parmetro P, isto €, NMA = 1/ P. Durante o periodo em
controle, NMA = NMA = 1/a.

A Tabela 1 fornece o NMA dos graficos de x*(A) e de X
€ R para o seguinte conjunto de valores: NMA = 433,0;
n=4;5,d=0;0,5e¢1,0=0;0,5;0,75; 1,00; 1,25 ¢ 1,50,
e y=1,0;1,3;1,5 ¢ 2,0. Com d = 1 o grifico de y*(A) é
sempre mais 4gil que os graficos de X e R, na detecgio
de causas especiais que alteram a média do processo e/ou
aumentam a variabilidade. Os valores do NMA foram ob-
tidos com o auxilio da estagc@o de trabalho FORTRAN 4.0
da Microsoft.

Para um dado valor de n e de d, o NMA do gréfico
proposto e dos graficos conjuntos de X e R diminuem
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Tabela 1. Valores do NMA para os grificos de X e R e para o grifico de y%(A).
n=4 n=>5
d= 0,0 0,5 1,0 0,0 0,5 1,0
k.= 16,602 21,836 30,084 18,572 24,352 33,871
0 Y  X-R% X - R#*
0,00 1,0 433,0 433,0 433,0 433,0 433,0 433,0 433,0 433,0
1,3 29,2 23,0 25,1 29,2 25,9 19,4 21,5 25,8
1,5 10,9 8,5 9,3 10,9 9,5 7,0 7,7 9,3
2,0 3,1 2,6 2,7 3,1 2,6 2,0 2,3 2,6
0,50 1,0 74,8 115,2 70,0 58,4 56,6 104,3 56,8 45,6
1,3 15,8 13,9 12,5 12,7 13,2 11,5 10,0 10,3
1,5 7,8 6,4 6,3 6,8 6,60 5,3 52 5,6
2,0 2,8 2,4 2,5 2,7 2,4 2,0 2,1 2,3
0,75 1,0 243 423 24,2 19,9 16,9 35,5 19,4 14,6
1,3 9,2 8,8 7,3 7,1 7,3 7,2 5,8 5,6
1,5 5,6 49 45 4,6 47 4,0 3,7 3,8
2,0 2,5 2,2 2,2 2,4 2,2 1,9 1,9 2,0
1,00 1,0 9,4 16,6 9,4 8,2 6,4 13,2 7,2 5,9
1,3 5,4 5,5 4,5 43 42 4,5 3,5 3,3
1,5 4,0 3,6 3,2 3,2 3,3 3,0 2,6 2,6
2,0 2,2 2,0 2,0 2,1 1,9 1,7 1,7 1,8
1,25 1,0 4.4 7,4 4,5 4,0 3,1 5,7 3,5 3,0
1,3 34 3,6 3,0 2,8 2,6 2,9 2,4 2,2
1,5 2,8 2,7 2,4 2,4 2,3 2,2 2,0 1,9
2,0 1,9 1,8 1,7 1,8 1,7 1,5 1,7 1,5
1,50 1,0 2,5 3,8 2,7 2,4 1,8 3,0 2,1 1,8
1,3 2,3 2,5 2,1 2,0 1,8 2,1 1,7 1,6
1,5 2,1 2,1 1,8 1,8 1,8 1,8 1,6 1,5
2,0 1,7 1,6 1,5 1,6 1,4 1,4 1,4 1,4

*gréfico de X com limites MoEt 32500,/ /4, e grifico de R com limite superior 5,2570,.
**grafico de X com limites Mo,E 32500,/ /5. e grifico de R com limite superior 5,4330,.

quando d e/ou y aumenta. Para § =0 e y> 0, 0 NMA au-
menta sempre que d aumenta. Por exemplo, para n = 5;
d=0ev=1,5 0 NMA aumenta de 7,0 para 7,7 quando d
passa de O para 0,5, e aumenta de 7,7 para 9,3 quando d
passa de 0,5 para 1,0. Para 8 >0 e y= 1,0, o NMA diminui
quando d aumenta. Por exemplo, paran =5;0=0,75¢
v= 1,0, NMA diminui de 35,5 para 19,4 quando d passa
de 0 para 0,5, e diminui de 19,4 para 14,6 quando d passa
de 0,5 para 1,0.

3. Grafico de controle EWMA baseado na
estatistica de y2())

O grafico de controle da média mével ponderada expo-
nencialmente, mais conhecido como grafico de EWMA,
tem se mostrado ttil na deteccdo de pequenas mudan-
cas do processo (Reynolds e Stoumbos, 2001). Amplian-
do a possivel utilizagdo da estatistica de Qui-quadrado
nao-central, no monitoramento de processos, propde-se

o gréfico de controle de EWMA baseado na seguinte es-
tatistica

Yl,=rWl.+(1—r)Yl._1,i=1,2,... 3)

comY,=E (W |u=p,0=0)e0<r< 1. O valordo
pardmetro de amortecimento r determina o peso da ulti-
ma observacao W, na tomada de decisio quanto ao estado
do processo, se sob controle ou ndo. Um valor maior de
r atribui maior peso a dltima observagdo, enquanto que
um valor menor de r atribui maior peso a ¥, |, que € de-
pendente de todas as observacdes, com excecao da ulti-
ma. O grifico de EWMA sinaliza uma condicdo de falta
de controle, sempre que Y, > kycoz, em que k € o fator
de abertura do limite superior de controle do grifico. A
Tabela 2 fornece para n = 5, e diversos valores de d, r, &
e Y, o0 NMA para o grifico de EWMA baseado na estatis-
tica de *(A) e para os graficos conjuntos X e R. O fator
de abertura k ¢ ajustado para que se tenha sempre um
NMA =433,0
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Tabela 2. Valores do NMA para os grificos de X e R e para o grafico de EWMA (n = 5).

r= 03 0,3 0,3 0,5 0,5 0,5 1,0 1,0 1,0
d= 00 0,5 1,0 0,0 0,5 1,0 0,0 0,5 1,0
k= 96968 13735 20,693 12,153 16,669 24,333 18572 24,352 33871
S Y X-R*
000 1,0 4330 433,0 433,0 433,0 433,0 433,0 433,0 433,0 433,0 433,0
1.3 25,9 10,6 11,4 13,3 12,9 14,1 16,7 19,4 21,5 25,8
1.5 9,5 4,7 5.1 5.8 52 5.6 6,5 7,0 7.7 9,3
2,0 2,6 2,0 2,1 2,4 2,0 2,1 23 2,0 23 2,6
050 1,0 56,6 55,6 28,2 21,9 73,5 37,3 28,8 104,3 56,8 45,6
1.3 13,2 6,8 6,2 6,4 7.9 7.1 7,2 11,5 10,0 10,3
1,5 6.6 3.8 3.8 4,0 4,1 4,0 43 53 52 5.6
2,0 24 1,9 2,0 2.1 1,9 1,9 2,1 2,0 2,1 2.3
075 1,0 16,9 154 8,6 7.0 21,0 10,8 8.5 35,5 19,4 14,6
13 7,3 4,7 4,1 4,0 52 43 42 72 5.8 56
1,5 47 3,1 3,0 3,1 32 3,0 3,1 4,0 3,7 3,8
2,0 2,2 1,8 1,8 1,9 1,8 1,8 1,9 1,9 1,9 2,0
1,00 1,0 6,4 6,3 4,1 3,6 7,7 4,6 3,9 13,2 7,2 59
1,3 4,2 3,3 2.8 2,7 3,5 29 2,8 4,5 3,5 3,3
1,5 33 2,5 2.3 2.4 2,5 23 2,3 3,0 2,6 2,6
2,0 1,9 1,7 1,7 1,7 1,6 1,6 1,7 1,7 1,7 1,8
1,25 1,0 3,1 3,5 2,6 2,4 3,8 2,6 2.3 5,7 3,5 3,0
1,3 2,6 2,5 2,1 2,1 2,5 2,1 2,0 2,9 2,4 2,2
1,5 23 2,1 1,9 1,9 2,0 1,9 1,8 2,2 2,0 1,9
2,0 1,7 1,5 1,5 1,6 1,5 1,5 1,5 1,5 1,7 1,5
1,50 1,0 1,8 2,3 1,9 1,8 2,4 1,8 1,7 3,0 2,1 1,8
1,3 1,8 1,9 1,7 1,6 1,9 1,6 1,6 2,1 1,7 1,6
1,5 1,8 1,7 1,6 1,6 1,7 1,5 1,5 1,8 1,6 1,5
2,0 1,5 1,4 1,4 1,4 1.4 1,3 1,4 1,4 1,4 1,4

* grafico de X com limites M, £ 32500,/ /5. e grifico de R com limite superior de controle 5,4330,.

Para o grifico de EWMA, o nimero médio de amostras
at€ o sinal dependera do valor de Y, no instante em que 0s
parametros do processo se alteram. Quando a mudanca
ocorre ap6s um tempo de monitoramento relativamente
longo, o NMA dependerd da distribui¢do estaciondria de
Y. Os valores do NMA da Tabela 2 foram obtidos a partir
de uma cadeia Makov com 100 estados transientes, ou
seja, a regido do grafico abaixo do limite superior de con-
trole foi fragmentada em 100 partes iguais, ver Lucas e
Saccucci (1990) para detalhes.

A andlise da Tabela 2 leva as seguintes conclusdes:

(1) O gréificode EWMA com d =0,5 e 1,0 sempre detecta
mudangas no processo com mais rapidez que os gra-
ficos conjuntos de X e R, isto €, o NMA do grafico
proposto € sempre menor que o NMA dos graficos
conjuntos. Por exemplo, para 8 = 0,5, y= 1,5, e n =5,
0 NMA para os grificos de X e R ¢ de 6,6, enquanto
que para o grafico de EWMA € de apenas 3,8 (r=0,3
ed=0,5).

©))

3

“

Paraum dado n, d e r, o NMA para o grafico de EWMA
e para os gréficos conjuntos diminui sempre que & e/
ou Y aumentam.

Para um dado r, valores maiores de d sdo piores para
a detecgdo de aumentos no desvio padrdo ¢, quando
W =u,. Por exemplo, para r =03;8=0ey=13,0
NMA aumenta de 10,6 para 11,4 quando d passa de 0
para 0,5, e de 11,4 para 13,3 quando d passa de 0,5
para 1. Entretanto, para um dado r, valores maiores de
d sao melhores para detec¢do de mudancas da média
W, quando G = G,. Por exemplo, para r=0,3; 8 =0,75
e y= 1,0, o NMA diminui de 15,4 para 8,6 quando d
passa de 0 para 0,5, e de 8,6 para 7,0 quando d passa
de 0,5 para 1.

Para um dado d, valores maiores de r sdo piores na de-
tecgdo de deslocamentos da média 1, quando 6 = G,,.
Por exemplo, para d = 0,5, 3 =0,5, e y= 1,0, NMA au-
menta de 28,2 para 37,3 quando r passa de 0,3 para 0,5,
e de 37,3 para 56,8, quando r passa de 0,5 para 1,0.
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(5) Paraum dado d, valores maiores de  sdo piores na de-
tec¢do de aumentos na variabilidade, quando [ = .
Por exemplo, para d = 0,5, 8 =0,0, e y= 1,3, NMA au-
menta de 11,4 para 14,1 quando r passa de 0,3 para 0,5,
e de 14,1 para 21,5, quando r passa de 0,5 para 1,0.

A conclusio geral que se pode tirar das Tabelas 1 e 2 €
que o esquema EWMA proposto melhora a capacidade de
deteccdo do grafico de y2(A).

A idéia de se utilizar um unico grafico de EWMA, no
monitoramento da média e da variancia do processo, foi
inicialmente considerada por Domangue e Patch (1991).
O gréfico por eles proposto € baseado na seguinte esta-
tistica

A=rlZP+(1-nA_ 4)
parai=1,2,..,0<r<1,=050u20,¢
Z=J/n®x—- )l o, (5)

em que 1, e 6% sdo os valores da média e da variancia
do processo quando este estd em controle, n € o tamanho
das amostras, e Y,- ¢ a média da i-ésima amostra, respec-
tivamente.

Paran =1, e d =0, o grifico de EWMA se reduz a
um dos grificos de Domangue e Patch (1991), em que
B =2,0. De fato, para W=(X, - p,o)z, os valores do NMA
coincidem com aqueles apresentados por Domangue e
Patch (1991).

4. Exemplo

O grifico de EWMA proposto neste artigo foi planeja-
do para substituir os graficos de controle de X e R, em
uso no monitoramento de um sistema de enchimento de

Tabela 3. Valores de X, W, e Y.

garrafas. A quantidade de liquido X, em cada garrafa, € a
caracteristica de qualidade de interesse. Ocasionalmen-
te, certas impurezas do liquido entopem parcialmente a
tubulacdo por onde flui o liquido. Esta causa especial al-
tera a média e aumenta a variabilidade do processo. Para
eliminar a causa especial € necessdrio limpar a tubula-
¢do. Limpezas desnecessdrias devem ser evitadas, pois
demandam paradas do processo.

O monitoramento do processo € feito por meio da re-
tirada, a cada 20 minutos, de uma amostra de cinco gar-
rafas (n = 5 e h = 20). Os valores das médias amostrais
sdo plotados no grifico de X com limites de controle da-
dos por i+ 3,2500,/ /n, e os valores das amplitudes
amostrais sdo plotados no grafico de R com limite supe-
rior dado por 5,433G,.

A Tabela 3 fornece os valores dos volumes de 75 gar-
rafas (isto €, 15 amostras de tamanho 5). Os valores de W,
e Y, para cada uma das quinze amostras, estdo nas ulti-
mas duas colunas. O volume especificado de cada garrafa
€ de 600,00 mililitros (ml), ou seja, o valor alvo da média
€ 600,00 ml. Quando isento de impurezas, o desvio pa-
drdo do processo € igual a 2,00 ml. Foram adotados para
os seguintes valores: d =0,5; r=0,3 e ¥, =29,18. A titu-
lo de ilustracdo, a Figura 1 apresenta o grifico proposto
de EWMA com os 15 pontos amostrais (valores de Y da
Tabela 3).

Os seguintes pontos sdo favordveis ao uso do grafico de
EWMA em substitui¢io aos graficos conjuntos de X e R:

(a) A simplicidade operacional: ¢ sempre mais facil

operar um Unico grafico de controle do que dois gra-
ficos, especialmente quando muitas caracteristicas de
qualidade sdo controladas a0 mesmo tempo.

# da amostra X, X, X, X, X, W, Y,
0]
1 599,83 598,00 600,93 601,60 600,25 13,78 24,56
2 598,30 599,34 598,80 599,92 596,49 36,44 28,12
3 600,00 598,22 597,11 600,63 600,89 24,08 26,91
4 603,22 602,02 600,14 598,30 603,53 49,25 33,61
5 596,77 596,56 600,15 599,70 602,23 41,52 35,98
6 601,47 596,73 598,01 601,12 601,03 27,40 33,41
7 599,98 598,98 599,16 597,73 601,64 19,62 29,27
8 597,26 600,67 599,35 600,54 598,59 22,88 27,35
9 601,05 600,61 599,18 597,69 598,72 19,61 25,03
10 602,41 602,90 600,00 602,29 599,78 39,24 29,29
11 597,76 601,11 596,47 601,08 601,06 31,05 29,82
12 599,51 601,02 601,22 597,49 599,52 16,81 25,92
13 597,95 600,93 597,95 604,39 604,29 62,92 37,02
14 598,33 598,95 597,39 602,73 602,63 30,15 34,96
15 602,33 601,47 598,54 598,60 597,07 29,22 33,24
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64 Limite superior de controle = 55,05
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Figura 1. Grafico de EWMA com 15 valores da estatisti-
caY (r=03;d=0,5,eY, =29,18).

(b) A sensibilidade: quando comparado com os graficos
conjuntos de XeR, o grifico de EWMA detecta mu-
dancas no processo com mais rapidez. Por exemplo, os
gréaficos conjuntos demandam, em média, 7,3 amos-
tras de tamanho cinco para detectar um deslocamento
moderado da média do processo (& =0,75), acom-
panhado de um pequeno aumento da variabilidade
(y=1,30). Com o grafico proposto (r=0,3e d =0,5),
este numero se reduz a 4,1, vide Tabela 2.
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THE NONCENTRAL CHI SQUARE STATISTIC
APPLIED TO PROCESS CONTROL

Abstract

It is standard practice to use joint charts in process control, one designed to detect shifts in the mean and the other
to detect changes in the variance of the process. In this paper, we propose the use of a single chart to control both mean
and variance. Based on the noncentral chi square statistic, the single chart is faster in detecting shifts in the mean
and increases in variance than its competitor, the joint X and R charts. The noncentral chi square statistic can also
be used with the EWMA procedure, particularly in the detection of small mean shifts, accompanied or not by slight
increases in variance.

Keywords: noncentral chi square chart, joint X and R charts, average run length.





