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Resumo

A identificac¢do de fatores que afetam a média e a dispersdo de caracteristicas de
qualidade é essencial para a otimizag¢do de produtos e processos produtivos. Para
tal identificacdo, costuma-se utilizar experimentos fatoriais. A andlise de efeitos
sobre a dispersdo, contudo, usualmente demanda repeticoes do experimento sob as
mesmas condicoes (replicagdes), que podem ser caras. Assim, vdrios métodos tém
sido propostos na literatura para a identificacdo de efeitos na dispersdo a partir
de experimentos fatoriais ndo replicados. Neste artigo, analisamos alguns desses
métodos, ilustrados com um exemplo de um processo produtivo, concluindo pela
superioridade de um método iterativo baseado em modelos lineares generalizados.
Finalmente, utilizando os modelos para a média e para a dispersdo, fornecidos pelo
método iterativo, procedemos a otimizagdo do processo descrito no exemplo.
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de processos.

1 Introducéo

Técnicas estatisticas e matemadticas sdo uteis para o
desenvolvimento, melhoria e otimiza¢do de processos
produtivos. Essas técnicas sdo igualmente tteis para o
projeto e desenvolvimento de novos produtos, bem como
para a melhoria de produtos existentes. Nesse contexto,
€ particularmente importante aplicar essas técnicas na
identificacdo de fatores que influenciam caracteristicas
de qualidade de processos ou produtos.

Na otimizacdo de processos produtivos e de projetos
de produtos, os métodos inicialmente utilizados tinham
como foco principal a identificacdo de fatores que afetam
a média da caracteristica de qualidade (resposta). Os
efeitos transmitidos por esses fatores sdo denominados
efeitos na média (location effects). Seu conhecimento
possibilita um ajuste nos fatores que propicia um valor
desejado para a média da resposta.

Com a modernizacdo dos conceitos de qualidade -
quando entdo varidncia minima passou a ser sindnimo
de qualidade -, a andlise dos fatores que afetam a vari-
ancia da resposta tornou-se alvo de interesse. Os efeitos
transmitidos por esses fatores sdo denominados efeitos
na dispersdo (dispersion effects). O conhecimento desses
efeitos possibilita um ajuste nos fatores que propicia a
minimizacdo da variancia da resposta. Para uma descrigdo

abrangente do impacto de tais efeitos na qualidade dos
produtos, ver Myers e Montgomery (2002).

Para a identificacdo dos fatores que afetam a dispersao,
€ desejavel utilizar experimentos replicados, porque,
com replicacdes, pode-se construir um modelo para a
dispersao, através da variancia das observagoes replicadas,
independentemente do modelo utilizado para a média.
Entretanto, experimentos replicados podem ter alto custo
ou longo tempo de experimentagdo. Dai o interesse em
experimentos sem replicagdes. Para uma abordagem de
experimentos com replicagdes, ver McCullagh e Nelder
(1989), Grego (1993) e Myers e Montgomery (2002).

Neste artigo descrevemos trés métodos de identifi-
cacdo de efeitos na dispersdo aplicados a experimentos
sem replicacdes e ilustrados com um exemplo real prove-
niente da literatura. Nosso objetivo € exemplificar e
comparar os trés métodos e fornecer uma revisao biblio-
gréfica dos trabalhos relevantes sobre o tema.

Embora tratemos aqui de métodos de identificacdo de
efeitos na dispersdo, € importante construir um modelo
adequado para a média. Isto porque, nao havendo repli-
cacgdes, o modelo para a dispersdo € obtido através dos
residuos provenientes do modelo da média. Erros na iden-
tificacdo dos fatores influentes sobre a média afetam tais
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residuos e podem levar a identificag@o de efeitos espurios
na dispersdo ou a ndo-identificacio de efeitos reais.

Na Secdo 2, apresentamos uma revisdo bibliografica
comentada dos principais artigos sobre a identificacdo
de efeitos na dispersdo em experimentos ndo replicados.
Apesar de haver muitos trabalhos sobre o assunto, ndo
encontramos uma descricdo detalhada dos métodos
reunida em um dnico artigo, com uma ilustracdo, como
fazemos aqui.

Na Sec¢do 3, apresentamos trés métodos para identi-
ficar efeitos na dispersdo. Os métodos sdo ilustrados
com um exemplo. Na Secdo 4, fazemos comentdrios
adicionais comparando a eficicia e a amplitude de apli-
cabilidade dos métodos descritos na Se¢do 3. Na Secao 5,
apresentamos as conclusdes e recomendagdes, bem como
indicagdes para trabalhos futuros.

2 Revisao da literatura

Nesta secdo, apresentamos um apanhado do estado
da arte para modelagem da dispersdo em experimentos
fatoriais ndo replicados. Aqui fornecemos as referéncias
que descrevem os métodos que consideramos relevantes
sobre o assunto.

Quanto a métodos de identificagdo de modelos para
a média, para revisdo e comparagdo, recomendamos
Hamada e Balakrishnan (1998).

O primeiro artigo para identificacdo de efeitos na
dispers@o em experimentos ndo replicados € o de Box e
Meyer (1986). Eles propuseram um método baseado na
variabilidade dos residuos provenientes do modelo ajus-
tado para a média por minimos quadrados. Este método €
descrito e ilustrado na Se¢do 3. Bergman e Hynén (1997)
também propuseram um método baseado na variabili-
dade dos residuos provenientes do modelo ajustado para
a média, provendo entdo uma estatistica de teste baseada
na distribuicdo F.

Pan (1999) e McGrath e Lin (2001) analisaram a influ-
éncia do modelo elaborado para a média na identificacio
dos efeitos na dispersdo, aplicando os métodos de Box e
Meyer (1986) e de Bergman e Hynén (1997) a casos reais.
Segundo Pan (1999), incluir, no modelo da média, fatores
(ou interagdes) que realmente ndo afetam a média diminui
a eficiéncia do método usado para identificar os efeitos
na dispersdo, mas ndo afeta a sua validade. Isto quer dizer
que o método ainda identifica efeitos reais na dispersao,
embora esteja mais sujeito a erros na identificacdo. Por
outro lado, ndo incluir, no modelo da média, fatores (ou
interagdes) que realmente afetam a média pode, cumula-
tivamente, invalidar o método usado para identificar os
efeitos na dispersdo. Pan afirma que os efeitos na média
ndo identificados podem causar um grande impacto no
poder e na probabilidade de erro do método de identifi-
cacdo de efeitos na dispersdo, e que a intensidade desse
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impacto € imprevisivel se o verdadeiro modelo da média
€ desconhecido. As conclusdes de McGrath e Lin (2001)
sao similares as de Pan (1999). Eles também mostram
que, em certos casos, ndo se pode determinar o que € real:
um efeito na dispersdo ou dois efeitos na média. Na secio
3, ilustramos, com um exemplo, os problemas detectados
por estes autores.

Montgomery (2001) descreve um método grafico muito
simples para identificar efeitos na dispersao. Este método
€ descrito e ilustrado na Secdo 3. Entretanto, como serd
visto seu cardter subjetivo, eventualmente, leva a dividas
sobre quais fatores devem afetar a dispersao.

Meétodos iterativos para identificacdo de efeitos na
média e na dispersdo foram desenvolvidos por McCullagh
e Nelder (1989), Engel e Huele (1996) e Lee e Nelder
(1998). Em tais métodos, sdo utilizados os modelos
lineares generalizados (MLG), sendo que McCullagh e
Nelder (1989) e Lee e Nelder (1998) aplicam MLG para
modelar explicitamente tanto a média quanto a dispersao,
enquanto Engel e Huele (1999) aplicam MLG somente
para modelar a dispers@o. Para a modelagem da média,
estes dltimos assumem um modelo para a média cuja
fun¢ao de ligacdo € a identidade, o que constitui um caso
particular dos modelos MLG propostos por McCullagh e
Nelder (1989) e Lee e Nelder (1998). Ademais, Engel e
Huele ndo consideram o uso da técnica de quase-verossi-
milhanca estendida (QVE) (extended quase-likelihood),
utilizada por McCullagh e Nelder (1989) e Lee e Nelder
(1998). Dentre os trés métodos, o método de Lee e Nelder
(1998) € o tnico que usa a técnica de méxima verossimi-
lhanca restrita (MVR) (restricted maximum likelihood),
que € um ajuste feito no modelo da média, necessario em
experimentos fatoriais altamente fracionados.

3 Métodos de identificacao de efeitos na
dispersao

Nesta se¢do, apresentamos trés métodos para identi-
ficar efeitos na dispersdo em experimentos fatoriais ndo
replicados: o método grafico descrito por Montgomery
(2001), o método de Box e Meyer (1986) e o método
iterativo de Lee e Nelder (1998), ilustrando o uso e anali-
sando o desempenho de cada um deles pela aplicagdo de
todos a um mesmo conjunto de dados.

3.1 Método grafico

O gréfico Residuos versus Fator € util para uma
primeira inspecdo do efeito de um fator sobre a dispersao.
Em alguns casos, pode fornecer indicag¢des conclusivas.
A andlise € feita observando se hd mudangas no espalha-
mento dos residuos quando o nivel do fator € mudado.
Quando a mudanga € visivel, isto € indicio de que a
variabilidade € sensivel ao fator em questdo. Vejamos o

método com um exemplo.
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Exemplo

Myers e Montgomery (2002) analisaram um expe-
rimento de moldagem cuja resposta € a contragdo do
molde. Sao estudados sete fatores (A-G). Trata-se de um
experimento fatorial 2’ com resoluggo IV. Os geradores
sdo I = ABCE, I = BCDF e G = ACDG. Os dados sao
apresentados na Tabela 1.

Com base no grafico de probabilidade normal dos
efeitos de cada fator e interagc@o entre fatores, mostrado
na Figura 1, Myers e Montgomery (2002) conside-
raram A, B e AB como efeitos importantes. Usando-se o
método minimos quadrados, ajusta-se o seguinte modelo
(Equacao 1):

Modelo M1: y =27,31+6,94A+17,81B+5,94AB (1)

McGrath e Lin (2001) também analisaram este
exemplo e, com base no grifico de probabilidade normal
dos efeitos (Figura 2), propuseram adicionar os efeitos
G e CG. Cabe registrar que, devido a estrutura do expe-
rimento, a interacdo AB estd confundida com CE e FG,
e a interacdo CG estd confundida com AD e EF. Caso
ndo haja conhecimentos praticos sobre a existéncia ou
ndo dessas interagdes, ha necessidade de um experimento
complementar para eliminar as ambiguidades.

Tendo em vista a continuidade do exemplo, vamos
supor que a interacdo ativa seja CG. Entretanto, devemos
aplicar o principio da hierarquia. Montgomery (2001),
descreve este principio: se um modelo contém uma
interacdo, deve conter também todos os fatores que a
compdem. Ele afirma que isto promove uma consisténcia
interna no modelo e que muitos estatisticos seguem este
principio. Com base nisto, incluimos o fator C.

Usando-se o método de minimos quadrados ajusta-se
o seguinte modelo (Equagio 2).

Tabela 1. Dados do experimento de moldagem.
A B C D E=ABC F=BCD G=ACD Y
S S S B | -1 -1 -1 6
I -1 -1 -l 1 -1 1 10
-1 I -1 -1 1 1 -1 32

1 1 -1 -1 -1 1 1 60
-1 -1 1 -1 1 1 1 4
1 -1 1 -1 -1 1 -1 15
-1 1 1 -1 -1 -1 1 26
1 1 1 -1 1 -1 -1 60
-1 -1 -1 1 -1 1 1 8
1 -1 -1 1 1 1 -1 12
-1 1 -1 1 1 -1 1 34
1 1 -1 1 -1 -1 -1 60
-1 -1 1 1 1 -1 -1 16
1 -1 1 1 -1 -1 1 5
-1 1 1 1 -1 1 -1 37
1 1 1 1 1 1 1 52

Modelo M2: y=27,31+6,94A+17,81B+
+ 5,94AB-0,44C -2,44G -2,69CG 2)

Observando os graficos, € dificil dizer quem tem
razdo. Com efeito, o carater subjetivo deste método even-
tualmente leva a dividas sobre quais fatores devem ser
incluidos no modelo.

Para avaliar o efeito do fator sobre a dispersdo,
Montgomery (2001) propde o uso do grifico residuos
versus fator. Considerando o modelo M1, na Figura 3,
apresentamos este grafico para o fator C. (Os niimeros
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Figura 1. Gréfico de probabilidade normal dos efeitos (reta ajusta-
da por Myers e Montgomery, 2002).
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Figura 2. Gréfico de probabilidade normal dos efeitos (reta ajusta-
da por McGrath e Lin, 2001).
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“2” que aparecem no grdfico indicam as ocorréncias de
dois residuos com um mesmo valor). Observamos que
o espalhamento dos residuos fica visivelmente maior
com a mudancga do nivel. Isto indica que o fator C afeta
a dispersdo: a variabilidade aumenta quando mudamos C
de -1 para +1.

Na Figura 4, apresentamos o gréfico equivalente para
0 Modelo M2. Neste gréfico, observamos que o espalha-
mento dos residuos ndo muda significativamente com a
mudanca do nivel. Isto ¢ um indicio de que a variabili-
dade ndo muda quando o fator C muda de -1 para +1.
Portanto, temos evidéncias de que a ndo-inclusdo de C,
G e CG no modelo para a média resulta em identificar
um efeito esptrio do fator C sobre a dispersdo. Entre-
tanto, analisando os grificos do Modelo M2 para os
outros fatores, encontramos indicacdo de que os fatores
F e G afetam a dispersdo. Os grificos referentes a estes
fatores estdo na Figura 5. Observamos que, em ambos
os graficos, o espalhamento dos residuos fica menor
com a mudanca do nivel. Isto € um indicio de que a
variabilidade diminui quando os fatores F' e G mudam
do nivel -1 para +1.

Com o Modelo M1, identificou-se C como fator que
afeta a dispersdo. Com o Modelo M2, identificou-se F
como fator que afeta a dispersdo. Portanto, com a andlise
do Exemplo, constatamos que diferentes modelos para a
média podem levar & identificacdo de diferentes efeitos
na dispersdo. Evidentemente, este método grafico ndo €
um teste formal. Mas ele pode, em muitos casos, fornecer
alguma evidéncia dos fatores que afetam a dispersao.
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Figura 3. Gréfico dos Residuos versus Fator C - Modelo M 1. Obs.:
os niimeros “2” indicam que o ponto corresponde a dois residuos
de igual valor.
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3.2 Método de Box e Meyer

Box e Meyer (1986) propuseram um método baseado
na variabilidade dos residuos provenientes do modelo
ajustado para a média por minimos quadrados. Este
método sé € aplicdvel a experimentos fatoriais com dois
niveis, completos ou fracionados. Portanto, as variaveis
X, sdo geralmente codificadas em dois niveis: -1 e +1.

Seja o modelo linear (Equacao 3)

y=XB+¢

3)
sendo (Equagdo 4)
F)’1— 1 1 X2 xlkq
Y Loxyy xp ooy
y: X:
,ynA ,1 X X2 .- ‘xnk‘
T o 4)
Bo &
B €
B: e €=
By | | € |

e, por sua vez, k corresponde ao numero de varidveis
regressoras € n, ao numero de respostas. A varidvel
que aparece em cada coluna da matriz X pode repre-
sentar tanto um fator principal quanto uma interacio
entre fatores. Definem-se entdo, para cada varidvel, os
seguintes conjuntos M, e P, (Equagdo 5):
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Figura 4. Grifico dos Residuos versus Fator C - Modelo M2. Obs.:
os nimeros “2” indicam que o ponto corresponde a dois residuos
de igual valor.



Métodos de identificacao de efeitos na dispersao em experimentos fatoriais n&o replicados 103

3,0 — o
o
1,5 — o
o 2o
»
]
=}
% 0,0 o E
& o
] 2
=] [=]
-1,5
o
-3,0 42

I I I
-1 0 1

Fator F

3,0 -
o
o
1,5 —
o o
(==}
2
2]
o
=]
3 00O o
@ o
& o o
o
(==}
-1,5 2
o
3,0 |2

I I I
-1 0 1

Fator G

Figura 5. Grificos dos Residuos versus Fatores F e G - Modelo M2. Obs.: os niimeros “2” indicam que o ponto corresponde a dois re-

siduos de igual valor.

Para estimativa dos pardmetros, € aplicado o método
dos minimos quadrados.

Sejam e; = (y,- -3 ) osresiduos,i=1, 2, ...,n,domodelo
ajustado. Para cada coluna (variavel j), define-se:

s2 =var (eij) a variancia amostral dos residuos e, tais
ieP,;
J

que ieM;

sf+ = var (eij) a varidncia amostral dos residuos e, tais
ieM;
que i€ P;

Se os valores dos desvios-padrao §,, €8, N0 a0 muito
diferentes, tem-se a indicagdo de que, quando o fator j
muda de um nivel para outro, a variancia dos residuos nao
¢ afetada por esse fator, ou seja, a variancia da resposta
ndo se altera com o nivel do fator j. Por outro lado, se um
valor € muito maior do que o outro, tem-se a indicagao
de que a variincia da resposta € afetada por esse fator.
Vejamos o método aplicado ao Exemplo.

Exemplo (continuacao)

Considerando o Modelo M1, na Tabela 2 apresen-
tamos o cdlculo dos desvios-padrdao 5,58, associados
aos fatores Be C.

Para o fator B, temos 8y, = 401 e S, = 4,41 — valores
que diferem em dez por cento —, enquanto que, para o
fator C, temos s, = 5,70 e 5. = 1,63 — uma diferenca
muito maior. Entretanto, ndo sabemos se esta diferenca
¢ significativa. Para uma melhor verificagdo da magni-
tude relativa dos efeitos sobre a dispersdo, Box e Meyer
(1986) definiram a estatistica (Equagao 6),

1@:111:%:111@;)-111@?_) j=120r 6)

em que r € o nimero de varidveis (fatores e interagcdes).

Montgomery (2001) assegura que, se os erros forem
normalmente distribuidos e se a varidncia dos residuos
para as respostas em que o nivel do fator j € (-1) for
igual a varidncia dos residuos para as respostas em que o
nivel do fator j € (+1), entdo F| segue aproximadamente
a distribui¢do normal. Assim sendo, um gréfico de proba-
bilidade normal dos valores de FJ pode indicar os fatores
J que afetam a dispersao.

Considerando o Modelo M1, na tabela abaixo apresen-
tamos os valores da estatistica FJ (Tabela 2).

Na Figura 6, apresentamos o grafico de probabilidade
normal de FJ em que, efetivamente, o ponto correspon-
dente ao fator C estd afastado da reta em torno da qual se
alinham os demais pontos. Isto indica que o fator C afeta
a dispersao.

Considerando o Modelo M2, na tabela abaixo apresen-
tamos os valores da estatistica FJ (Tabela 3).

Verificamos que o valor de FJ para o fator C diminuiu.
Na Figura 7, apresentamos o grafico de probabilidade

A B AB C AC BC E
-0,38 -0,18 0,11 2,5 -0,41 -0,24 -0,03

D AD BD ABD CD G F DE
0,51 042 -0,18 0,52 0,51 0,23 -0,3 0,72

Tabela 2. Valores da estatistica Fj Modelo M1.
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F G B
-1,5 -1,31 -0,38 -0,38 -0,36 -0,3

AD BD ABD A
-0,22

D C AC CD BC DE E AB
-0,22 -0,06 -0,02 0,13 0,25 0,33 0,39 1,8

Tabela 3. Valores da estatistica 1‘7J Modelo M2.

normal de F, para 0 Modelo M2. Observando o grifico,
nao temos mais indicagdo de que a dispersdo seja afetada
pelo fator C (o que confirma a indicagdo do gréfico da
Figura 4), mas sim pelos fatores F' e G (o que confirma a
indicacdo dos graficos da Figura 5) e pela interacdo AB.
Agora temos um dilema. Temos um modelo simples para
a média (M1) com um fator de dispersdo (C) ou modelo
mais complexo para a média (M2), com dois fatores (F e
G) e uma interacdo (AB) que afetam a dispersdo.

Na Figura 8, apresentamos o grafico dos residuos
versus nivel da interagcdo AB. Esse grafico também indica
que a interagcdo AB afeta a dispersao.

Os experimentos fracionados (como no exemplo) sdo
usados nos estagios iniciais da investigacdo. Se optarmos
pelo modelo mais simples (M1), estaremos eliminando
fatores potencialmente importantes, que poderiam ser
identificados em experimentos posteriores. Entdo, uma
estratégia recomenddvel, neste caso, € seguir com o
modelo mais complexo (M2), pelo menos até ter confir-
macgdo ou ndo em estdgios posteriores.

3.3 Método iterativo de Lee e Nelder

A seguir, descrevemos o método de Lee e Nelder
(1998). O método envolve um modelo para a média e um
modelo para a dispersdo, que se alimentam mutuamente
(cada um usa o outro) de maneira iterativa. A descricao
a seguir se divide, para maior clareza, em subsecdes que
tratam de cada um dos modelos e do procedimento itera-
tivo. Uma subsec¢@o propria descreve também o método
de méxima verossimilhanca restrita, que € usado no caso
em que o ndmero de dados € pequeno em relacdo ao
numero de parametros do modelo para a média.

3.3.1 Modelo para a média
O modelo proposto para a média é (Equacao 7),

n=g()=x:B (7)

A média e a varidncia de y, sdo E(y) = m, e
var(y) = ¢,V(m,) em que ¢, € o parimetro de dispersao
(que néo depende da média) e V(m) € a fungdo de vari-
ancia, que depende da média. Observe que o parametro
de dispersio, que € constante para os membros da familia
exponencial, é agora considerado diferente para cada
combinacdo dos niveis dos fatores. Sendo o pardmetro
de dispersdo diferente para cada resposta (y), Lee e
Nelder (1998) propdem entdo a funcido de quase-veros-

similhanga estendida (extended quasi-likelihood; vide
McCULLAGH; NELDER, 1989) (Equagao 8):

Tabela 2. Célculo dos Desvios-padrao 5,8, associados aos fatores B e C.

Fator B Fator C
ij e[i
y j} Residuos Nivel ie Pj ie Mj Nivel ie Pj ie Mj
6 8,50 -2,50 -1 -2,50 -1 -2,50
10 10,50 -0,50 -1 -0,50 -1 -0,50
32 32,25 -0,25 1 -0,25 -1 -0,25
60 58,00 2,00 1 2,00 -1 2,00
4 8,50 -4,50 -1 -4,50 1 -4,50
15 10,50 4,50 -1 4,50 1 4,50
26 32,25 -6,25 1 -6,25 1 -6,25
60 58,00 2,00 1 2,00 1 2,00
8 8,50 -0,50 -1 -0,50 -1 -0,50
12 10,50 1,50 -1 1,50 -1 1,50
34 32,25 1,75 1 1,75 -1 1,75
60 58,00 2,00 1 2,00 -1 2,00
16 8,50 7,50 -1 7,50 1 7,50
5 10,50 -5,50 -1 -5,50 1 -5,50
37 32,25 4,75 1 4,75 1 4,75
52 58,00 -6,00 1 -6,00 1 -6,00
Variancia 16,11 19,43 Variancia 32,44 2,66
Desvio-padrao 4,01 441 Desvio-padrao 5,70 1,63
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-20" = é {%"' In [zn(PiV O )]} (8)

em que d, € o quase-deviance, dado por d; = 2f (L;l dr e

W(1) € a fungdo de variancia para um valor 7 da média de y..

Para estimar o vetor B dos coeficientes do modelo,
procede-se a maximizacao da fun¢do de quase-verossimi-
lhanca estendida (QVE), obtendo-se as equagdes-escore
(Equacao 9):

¥ Bu,

=0 9
oV ()om, ®

o)

3.3.2 Maxima verossimilhanca restrita

Em experimentos altamente fracionados (como no
exemplo), nos quais o nimero de dados € pequeno em
relag@o ao ndmero de pardmetros do modelo para a média,
os estimadores dos parametros do modelo de dispersao
podem ter vieses acentuados, devido a escassez de graus de
liberdade para modelagem da dispersdao (LEE; NELDER,
1998). Neste caso, procedimentos de ajuste devem ser
adotados para o modelo da média. Os autores citados
propdem uso da técnica de méxima verossimilhanca
restrita (MVR) com a maximizagdo da seguinte fungdo
(Equacdo 10),
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Figura 6. Gréfico de Probabilidade Normal de FJ — Modelo M1.
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Figura 7. Gréfico de Probabilidade Normal de F - Modelo M2.

n | d
~2Q, = z {(’T’_Hn [2no,V (3; )]} (10)

em que d, = d,./(l—hi) e,porsuavez, h,i=1,2,..,n
sdo os elementos da diagonal da “matriz chapéu” H, que €
a matriz de projecdo dos valores ajustados sobre os valores
observados para a média. Entdo, y=Hy . A matriz H €
dada por (MCCULLAGH; NELDER, 1989) Equacio 11,
1 1
H=W2X (XWX) ' X'W2 (a1

em que a matriz W € diagonal, com os elementos dados
por (Equagdo 12),

o1 (i
" var (g )\ dn, (12)

Em sintese, o ajuste indicado consiste apenas em
substituir d. por d;, na funcdo de quase-verossimilhanga
estendida, ou seja, substituir a expressao (3) por (5).

3.3.3 Modelo para a dispersao
O modelo proposto para a dispersdo € (Equagado 13),

g =h((Pi)=Z'iY (13)
Neste modelo, a varidvel de resposta € o residuo
quase-deviance d. Para representar d, Lee e Nelder
(1998) recomendam a distribuicdo gama, com parametro
de dispersdo igual a 2. Portanto, supde-se que E(d) = ¢,
e var(d) = 2¢’. Os vetores x, do modelo da média, e z
podem ter elementos comuns. Ou seja, fatores que afetam
amédia podem afetar ou ndo a dispersao e vice-versa. Lee
e Nelder (1998) afirmam que a escolha usual da funcio
de ligagdo € h(¢) = In(9), ou seja, eles consideram que os
efeitos dos fatores sobre a dispersdo sdo multiplicativos.
Na Tabela 3, € apresentado um resumo dos elementos dos
modelos para a média e para a dispersao.

4 -
31 X
2 1 X
§ o % %
1 - %
2 )
-3 : X .
-1 1
AB

Figura 8. Grifico dos Residuos versus o Nivel da Interacdo AB.
Obs.: os niimeros “2” indicam que o ponto corresponde a dois
residuos de igual valor.
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3.3.4 Procedimento iterativo

Para a modelagem da média e da dispersdo, temos os

seguintes passos:

a) Ajuste do modelo da média. Escolher a funcdo
de ligacdo, a fun¢@o de varidncia e selecionar os
coeficientes significativos. Os graus de liberdade
restantes serdo usados para o ajuste do modelo da
dispersdo. Para a primeira iteragdo, o pardmetro de
dispersdo ¢, € considerado constante. Nas iteragoes
seguintes, usa-se 1/¢,, proveniente do modelo da
dispersdo, para estimar os coeficientes com as equa-
¢oes de quase-verossimilhanca estendida. O desvio
d’=d/(1 - h) resultante do ajuste do modelo serd a
resposta do modelo da dispersao.

b) Ajuste do modelo da dispersdo. Com d’ como
resposta, a escolha comum € a distribuicio gama
com funcdo de ligacdo logaritmica e pardmetro
de dispersdo igual a 2. Podem-se usar os métodos
j& descritos para identificar os fatores que podem
afetar a dispersdo. O valor ajustado ¢, resultante serd
usado no modelo da média.

¢) O processo iterativo termina quando os parametros
do modelo da dispersao sdo iguais em duas iteragcdes
consecutivas, a menos de uma tolerancia.

Exemplo (continuacao)

Neste exemplo, foi usado um experimento fatorial
273 com sete fatores A-G sem replicacdes. Se conside-
rarmos 0 Modelo M1 como o adequado, os fatores A
e B afetam a média e temos indicacdo de que o fator

Tabela 3. Modelos para a média e para a dispersao.

Modelo
Componente Média Dispersao
Resposta y 4d*= d/(1-h)
Valor esperado da resposta u 0
Variancia da resposta oViw) ST
Fungio de ligacio n=gw. E=hu=mho
Preditor linear n= x’[?) ' E=zy
Deviance d’ " 2{-In(d/ O)+(d"-0)/ O}
Peso 1/(1)‘ 1-h
Tabela 4. Experimento 2° com duas replicagdes.
A B c Y Yo
-1 -1 -1 6 8
1 -1 -1 10 12
-1 1 -1 32 34
1 1 -1 60 60
-1 -1 1 4 16
1 -1 1 15 5
-1 1 1 26 37
1 1 1 60 52

C afeta a dispersdo. Tratamos entdo os outros fatores
como sendo inertes, de modo que podemos considerar
um experimento 2° com duas replica¢bes. Na Tabela 4,
apresentamos este experimento.

Vamos considerar os modelos para a média e para a
dispersdo (Equacio 14),

y=By+BA+B,B+PB;AB+¢ (14)

em que E(e)=0¢ var(e)= @ =exp(y, +7,A+Y,B+7;C)
, sendo ¢ com distribuicdo gama.

Como agora temos replicacdes, podemos estimar a
variancia de cada resposta e usd-la para fazer o ajuste de
um modelo independentemente do modelo da média. Na
Tabela 5, apresentamos a estimativa da variancia de cada
resposta.

Sem nenhuma andlise formal, observamos que a
variancia de cada resposta entre os valores de y € muito
menor no nivel -1 do fator C. Isto confirma as indicacgdes
dos métodos descritos nas se¢des 3 e 4, de que C tem
um efeito considerdvel na dispersdo. Na Tabela 5, temos
que a estimativa da variancia da resposta 4 € zero. Para
este valor da resposta, o valor da funcdo de log-veros-
similhanca da distribui¢do gama € infinito, o que torna
invidvel a estimativa dos coeficientes do modelo. Entre-
tanto podemos atribuir um valor muito pequeno para esta
resposta, digamos 0,01, para contornar este problema e
poder ajustar o modelo.

Na Tabela 6, apresentamos as estimativas dos coefi-
cientes para o modelo da dispersdo, fornecidos pelo
software ARC.

Tabela 5. Estimativa da variancia da resposta.

A B C s
-1 -1 -1 2.0
1 -1 -1 2.0
-1 1 -1 2.0
1 1 -1 0.0
-1 -1 1 72.0
1 -1 1 50.0
-1 1 1 60.5
1 1 1 32.0

Tabela 6. Coeficientes e erro-padrdo do modelo para a dispersao.

Estimativa Erro-padrao Est./Erro-padrao
Constante 2,09321 0,468632 4,46664
A -0,41828 0,468632 -0,89255
B -0,37885 0,468632 -0,80843
C 1,88688 0,468632 4,02636
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Observando a tabela, vemos que apenas C € signifi-
cativo. Ajustando o modelo apenas com C, obtemos o
resultado, fornecido pelo software ARC (Equacio 15):

o =exp(2,19+1,79C) (15)

Com este modelo, podemos estimar os valores de ¢
para cada resposta e utilizar 1/¢ como peso para ajustar
o modelo da média. O modelo ajustado, fornecido pelo
software ARC, foi (Equacdo 16),

$=27,73+7,71A+18,70B+5,76AB (16)

Entretanto, podemos aplicar o método de Lee e Nelder
(1998) para modelar a média e a varidncia, obtendo
modelos similares aos das Equagdes (8) e (9). Para dar
inicio ao procedimento iterativo, ajusta-se o modelo da
média sem considerar as replicacdes. Para os cadlculos
do modelo da média, usamos a planilha Excel (apenas as
operagdes com matrizes) e, para o modelo da dispersao,
usamos o software Arc. Adotamos a técnica de maxima
verossimilhanga restrita, uma vez que temos 6 coefi-
cientes para estimar e apenas 16 observacdes. Houve
convergéncia apds 4 iteracdes. Na Tabela 7, apresentamos
as estimativas dos coeficientes para o modelo da média.

Na Tabela 8, apresentamos as estimativas dos coefi-
cientes para o modelo da dispersdo.

Os modelos para a média e para a dispersdo sdo,
portanto (Equacdes 17 e 18):

y=27,71+7,68A+18,67B+5,77AB 17

¢ =exp(1,95+1,57C) (18)

Observe que as equacdes (9) e (10) sdo bem pare-
cidas, bem como as equacdes (8) e (11). Portanto, os
modelos da média e da dispersdo obtidos pelos dois
procedimentos devem produzir as mesmas estimativas
da resposta. No modelo da dispers@o, os resultados
obtidos pelos dois procedimentos estdo de acordo com a
indicagdo de que o fator C afeta a dispersao. Pode haver
casos em que haja desacordo entre os dois procedimentos
na indicacdo do fator de dispersdo. Nesses casos, uma
explicacdo possivel € que as medidas de variabilidade
dos dois procedimentos medem variabilidades de dife-
rentes tipos ou de fontes diferentes (MCCULLAGH;
NELDER, 1989). Entretanto, para estimar o efeito do
fator C sobre a média e sobre a dispersdo, o modelo
da dispersdo ajustado com a variancia das observagdes
replicadas € mais confidvel porque o valor esperado da
variavel de resposta deste modelo € a propria variancia
da resposta, enquanto que a estimativa de ¢ a partir dos
residuos do modelo da média é uma estimativa com
viés, cujo efeito se manifesta principalmente sobre o
termo constante (LEE; NELDER, 1988).

Continuando a andlise da média e da dispersao no Exemplo,
vamos agora considerar o Modelo M2 (Equagdo 19) .

y=By+BA+B,B+PB;AB+B,C+PB;G+P,CG+¢e(19)

Como foi detectado que F, G e AB afetam a dispersao,
o modelo para a dispersao € (Equagao 20),

var (e): 0 =exp (Yo +v,F+v,G+ Y3AB) (20)

Houve convergéncia apds 6 iteracdes. Na Tabela 9,
apresentamos as estimativas dos coeficientes para o
modelo da média.

Na Tabela 10, apresentamos as estimativas dos coefi-
cientes paraomodelodadispersao. Observamos que o fator
G ndo deve ser considerado significativo para a dispersdo
porque o quociente entre a estimativa e o erro-padrao de
seu coeficiente tem mddulo menor do que 1. O modelo
para a dispersdo passa a ser ¢ =exp (Yo Y+ YzAB)

Repetindo o processo, apds 5 iteragdes, temos o0s
seguintes modelos para a média e para a dispersao (Equa-
coes 21 e 22):

y=27,05+7,53A+17,77B +
+ 6,02AB-0,56C -2,57G -2,57CG

21

Tabela 7. Coeficientes e erro-padrdo do modelo da média.

Estimativa Erro-padriao Est./Erro-padrao

Constante 27,7139 0,4188 66,17
A 7,6829 0,4188 18,34
B 18,6726 0,4188 44,58
AB 5,7655 0,4188 13,77

Tabela 8. Coeficientes e erro-padrao do modelo da dispersao.

Estimativa Erro-padrio  Est./Erro-padriao
Constante  1,95373 0,3396 5,75
C 1,57280 0,3396 4,63

Tabela 9. Coeficientes e erro-padrdo do modelo da média.

Estimativa Erro-padrao Est./Erro-padrao
Constante 27,4466 0,5366 51,15
A 7,1289 0,5337 13,36
B 17,8070 0,5337 33,37
C -0,5567 0,4394 -1,27
G -2,5765 0,5152 -5,00
AB 6,0462 0,6258 9,66
CG -2,5761 0,4394 -5,86

Tabela 10. Coeficientes e erro-padrao do modelo da dispersao.

Coeficiente Estimativa Erro-Padrao Est./Erro-padrao
Constante 1,1536 0,3505 0,438
F 0,7708 0,3505 2,199
G 0,1876 0,3505 -0,535
AB 0,8832 0,3505 2,377
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o =exp(0,17-0,80F +0,83AB) (22)
3.4 Otimizacao do processo de moldagem

Para otimizar o processo, ¢ desejavel minimizar a
contra¢do média y do molde, bem como a sua dispersao.
Vamos considerar inicialmente o Modelo M1 e, em
seguida, o Modelo M2.

3.4.1 Considerando o Modelo M1
Na Secdo 5.3, obtivemos os seguintes modelos para a
média e para a dispersdo (Equacdo 23):
y=27,73+7,71A+18,70B+5,76AB

. (23)
0 =exp(2,19+1,79C)

Podemos minimizaramédiacomA=—1eB=-1,emini-
mizar a varidncia com C = —1. A estimativa da contracio
média serd entdo y=27,73—-7,71-18,70+5,76 = 7,08 .

O efeito de diminuir o fator C de +1 para —1 € reduzir
a variancia em exp (1,79) = 5,99 unidades.

3.4.2 Considerando o Modelo M2
Na Sec¢do 5.3 obtivemos os seguintes modelos para a
média e para a dispersdo (Equacido 24):

y=27,05+7,53A+17,77B+6,02AB —
-0,56C -2,57G-2,57CG

24)
¢ =exp(0,17-0,80F +0,83AB)

O efeito de aumentar o fator F de -1 para +1 € reduzir
a variancia em exp (-0,80) = 0,45.

Se A e B tiverem sinais contrdrios, a reducio na vari-
ancia serd exp (-0,83) = 0,44, em relagdo a quando A e
B tiverem sinais iguais. Como ja vimos, para otimizar
0 processo, ¢ desejavel minimizar a contragdo média
vy do molde e minimizar var(y). Com o modelo acima,
podemos minimizar a médiacomA =-1,B=-1, G=+1
e C = +1, e minimizariamos a varidncia com F =+l e a
interacdo AB = —1 (o que s6 pode ser conseguido com A
e B de sinais diferentes). Temos entdo um conflito para
atingir os objetivos.

Uma maneira de analisar esta situagdo € minimizar
a dispersdo com F = +1 e a interagdo AB = —1. Como
o coeficiente de B no modelo da média € maior do que
ode A, com A = +1 e B = —1 conseguimos uma menor
contracdo média mantendo G = +1 e C = +1. O resul-
tado € uma contracdo média estimada em 4,53. Se essa
contracdo média nao for satisfatdria, podemos estabelecer
um valor alvo para a média e, entdo, resolver o seguinte
problema:

Minimizar 0,83AB

Sujeito a:

y=27,44+7,15A+17,77B+

s 6,02AB—-0,56—2,57—2,57 = um valor alvo
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4 Comentdrios e recomendacées

Nesta secdo, faremos comentérios e recomendacdes
sobre os métodos descritos na Secio 3, comparando a sua
eficacia e amplitude de aplicabilidade.

4.1 Método grafico

Evidentemente, o método grifico descrito na Se¢do
3.1 nd3o € um teste formal, podendo em muitos casos
nao ser conclusivo. Entretanto, em muitos casos, ele
pode fornecer alguma evidéncia dos fatores que afetam
a dispersdo, que pode ser confirmada pela aplicacdo do

método iterativo descrito na Secdo 3.3.

4.2 Método Box e Meyer

Como foi visto, o método de Box e Meyer (1986)
pode levar a identificacdo incorreta dos efeitos sobre a
dispersdo se o modelo para a média ndo for bem ajus-
tado.

Brenneman e Nair (2001) analisaram, além do método
de Box e Meyer (1986), varios outros métodos nio
iterativos. Vamos denominar todos esses métodos de
“métodos diretos”. Eles sdo aplicdveis apenas em expe-
rimentos fatoriais com dois niveis, completos (2¥) ou
fracionados (2*P), e s6 admitem, para a modelagem da
média, os modelos lineares, com estimagdo pelo método
de minimos quadrados.

Brenneman e Nair (2001), concluiram, com resultados
de estudos de simulacdo, que fodos os métodos diretos
apresentam algum vi€s, que depende do modelo ajustado
para a média e do nimero de efeitos ativos na dispersao.
Essas simulacdes evidenciaram que, mesmo que o modelo
para a média seja o correto, esses métodos podem iden-
tificar efeitos espudrios na dispersdo. Entretanto, esses
métodos podem fornecer alguma evidéncia dos fatores
que afetam a dispers@o, que pode ser confirmada pela
aplicag@o do método iterativo descrito na Se¢do 3.3.

4.3 Método iterativo de Lee e Nelder

Brenneman e Nair (2001) analisaram também os
métodos iterativos, concluindo pela superioridade destes
em relacdo aos métodos diretos. Eles asseguram que o
método de Lee e Nelder (1998) com maxima verossimi-
lhanga restrita (MVR) € superior aos demais. Ademais,
enquanto os métodos diretos, como foi visto, sdo apli-
cdveis apenas em experimentos fatoriais com dois niveis
e sO consideram, para a modelagem da média, modelos
lineares com estimacdo pelo método dos minimos
quadrados, o método iterativo de Lee e Nelder (1998)
¢ aplicavel também a experimentos com vdrios niveis,
e utiliza modelos lineares generalizados (MLG), o que
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permite considerar um nimero muito maior de possibili-
dades de modelagem. Portanto, recomendamos o método
iterativo descrito na Sec¢do 3.3.

5 Conclusées

Neste artigo foram apresentados e analisados os prin-
cipais métodos de identificacdo de fatores que afetam a
dispersdo da resposta, aplicados a experimentos fatoriais
sem replicagdes. A andlise permitiu concluir pela superio-
ridade do método iterativo de Lee e Nelder (1998) sobre
os métodos diretos e sobre o método grafico. Isto porque
aquele método € aplicdvel a experimentos com vdrios
niveis para cada fator e utiliza MLG para a modelagem
da média, permitindo, portanto, considerar um nimero
muito maior de possibilidades de modelagem. Ele ¢,
portanto, o método geral a recomendar. Além disso, 0s
demais métodos mostraram que podem levar a identifi-
cacdo incorreta dos efeitos sobre a dispersdo. Por outro
lado, eles podem fornecer alguma evidéncia de fatores
que afetem a dispersdo; de modo que sio tteis se empre-
gados em conjunto com o método de Lee e Nelder, mas
ndo devem ser utilizados isoladamente.

Dado o fato de que os métodos de identificacdo de
fatores aqui analisados, como grande parte dos métodos
de andlise estatistica, ndo podem ser automatizados,
e requerem a interacdo, o julgamento e a intervencao
humana, torna-se dificil, sendo impossivel, realizar
metaexperimentos (experimentos de uso de métodos
de andlise de experimentos) com um grande nimero de
repeti¢des, para poder fazer afirmagdes sobre a signifi-
cancia das conclusdes obtidas. O procedimento usual na
literatura especializada para a andlise de desempenho de
um ou mais de tais métodos € o que aqui foi adotado:
aplicar o(s) método(s) a um ou dois problemas-exemplo
que sirva(m) para ilustrar ou diagnosticar seu poder e
suas limita¢des (o exemplo aqui utilizado ja foi usado por
vérios autores em seus artigos). Seria entdo interessante,
e fica aqui indicado como possibilidade para trabalhos
futuros, aplicar os métodos a outros conjuntos de dados,
reais ou gerados aleatoriamente segundo modelos com
distintas caracterfsticas, para tornar a andlise mais abran-
gente. Ainda que a presente andlise tenha evidenciado
deficiéncias de alguns métodos (e, neste aspecto, seja
conclusiva), a experimentacdo com um conjunto mais
vasto de casos pode indicar em que situacdes tais métodos
sdo mais (ou menos) propensos a falha.

Methods for the identification of dispersion
effects in unreplicated factorial experiments

Abstract

The identification of factors that affect the location and dispersion of the probability distribution of quality charac-
teristics is essential in the optimization of production processes and product design. For this purpose, factorial experi-
ments are typically used. The analysis of dispersion effects, however, usually requires replications of the experiment,
which can be expensive. Therefore, several methods have been proposed for the identification of the dispersion effects
with unreplicated factorial experiments. In this article, we analyze some of these methods concluding by the superiority
of an interactive method based on generalized linear models and which provides a model for the mean together with a
model for the dispersion of the quality characteristic. Finally, the use of the resulting model in an optimization process

is presented trough an example.

Keywords: Factorial experiments; Generalized linear models; Process optimization
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