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Resumo

Neste artigo apresenta-se uma metodologia para planejamento de experimentos com mistura, ilustrada
com o caso real do estudo de um misto quimico que constitui um subsistema de um mecanismo de
retardo para acionamento de um motor foguete. O objetivo do estudo ¢ saber qual a propor¢do dos
componentes da mistura que propicia um tempo de queima especificado em projeto. Para isto foi ajustado
um modelo de regressdo linear com respostas normais, o qual foi considerado inadequado, uma vez que
houve indicagdo de que a variancia da resposta ndo ¢ constante. Recorreu-se entdo a modelos ajustados
pelo método da Quase-Verossimilhanga. Com o modelo desenvolvido, foi possivel determinar a
propor¢ao dos componentes que otimiza o processo. Para a otimizagdo do processo, além de um tempo
de queima especifico, foi possivel considerar a minimizagao da variancia da previsao deste tempo.

Palavras-chave: experimentos com mistura; quase-verossimilhanga; otimizagao.

Abstract

In this article a methodology for the design of mixture experiments is presented, illustrated with a real
case study of a chemical compound, that constitutes a subsystem of a delay mechanism of a rocket
motor. The aim of the study is to find the proportion of each mixture component in order to attend the
specified burn time. For this, a linear regression model with normal responses was adjusted, and next
considered inadequate, because there was an indication that the response variance is not constant.
Therefore, the models were adjusted using the Quasi-Likelihood method. With the developed model, it
was possible to find the proportion of each component that optimizes the process. For the process
optimization, beside a specified burn time, it was possible to considerer the minimization of the
prediction variance of this time.

Keywords: mixture experiments; quasi-likelihood; optimization.
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1. Introducio

Muitos produtos sdo feitos com a mistura de varios componentes. Tintas, alimentos, produtos
quimicos e farmacéuticos sdo alguns exemplos. Para tais produtos, o interesse ¢ determinar
qual ¢ a proporc¢ao dos componentes que conduz a um resultado desejado em termos de uma
variavel que caracteriza a qualidade do produto. Quando nio se sabe de antemdo qual ¢ a
propor¢do ideal de cada componente, devemos realizar experimentos. Nesses experimentos
sdo arbitradas varias combinagdes de propor¢des dos componentes e entdo sdo observados os
valores correspondentes da caracteristica de qualidade. Estes valores sdo denominados
respostas do experimento.

Em experimentos envolvendo mistura, a soma das propor¢des dos componentes ¢ sempre
igual a 1. Ao modificar a formulagdo no sentido de alterar as propriedades de uma
determinada mistura em estudo, as novas propor¢des devem continuar obedecendo a essa
restricdo. Assim sendo, no planejamento dos experimentos com mistura devem ser adotados
projetos que considerem esta restrigao.

Com base nos resultados do experimento, procura-se estabelecer a relacdo entre a variavel
resposta e as variaveis que representam as propor¢des de cada componente. Para tanto sdo
utilizados modelos polinomiais. Na Secdo 2.1 sdo apresentados os polindmios recomendados
para experimentos com mistura.

Neste artigo ¢ apresentado um estudo de um misto quimico que constitui um subsistema de
um mecanismo de retardo para acionamento de um motor foguete (Dal Bello, 2005). O
objetivo do estudo ¢ saber qual ¢ a propor¢do de cada um dos componentes que propicia um
tempo de queima (resposta) de 11 segundos e minimiza a variancia da resposta.

No caso do misto de retardo, além da restricdo de que a soma das propor¢des dos
componentes ¢ sempre igual a 1, sdo consideradas outras restricdes nas propor¢des dos trés
componentes. Por motivos técnicos, cada componente possui um limite superior e inferior
em sua propor¢do, o que torna mais complexa a escolha dos pontos experimentais no espago
dos componentes da mistura (Seg¢do 2.2). Nesse caso, para a escolha dos pontos
experimentais, é recomendavel a utilizagdo dos projetos de experimentos gerados segundo
algum critério de otimizagao (Segdo 2.3).

Em experimentos com mistura tem-se usado sistematicamente o modelo linear com
distribui¢do da resposta normal. Cabe registrar que, em todas as referéncias analisadas, os
autores do presente artigo s6 encontraram aplicagdes que consideram a resposta com
distribui¢do normal. Para o caso do misto, como sera visto na Se¢do 3.1, o modelo com
distribui¢do da resposta normal mostrou-se inadequado, uma vez que ha indicacdo de que a
variancia da resposta ndo ¢ constante. Para a estimativa e inferéncia dos pardmetros foi entdo
ajustado um modelo que considera o método de quase-verossimilhanca (Segdo 3.3), que ¢
uma extensdo dos modelos lineares generalizados (Secdo 3.2). Na Secdo 4 sdo apresentadas
as conclusdes.

Cornell (1990) ¢ a principal referéncia sobre a teoria de experimentos com mistura. Nela
pode-se encontrar uma exposicao abrangente e detalhada. Myers & Montgomery (2002)
dedicam dois capitulos a experimentos com mistura, constituindo uma boa introdugdo ao
assunto. Kowalski et al. (2002) e Prescott (2004) analisam a modelagem de experimentos
com mistura para o caso em que, além dos componentes da mistura, hd outros fatores que
afetam a caracteristica de qualidade produto (caso mistura-processo). Para o caso em que as
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estimativas dos coeficientes sdo altamente correlacionadas, Prescott et al. (2002) propdem
um modelo quadratico alternativo ao modelo quadratico geralmente utilizado em experimentos
com mistura (ver se¢do 2.1). Goldfarb ef al. (2003) e Goldfarb et al. (2004b) consideram o
caso em que, além dos componentes da mistura, ha fatores que ndo podem ser controlados no
processo produtivo (variaveis de ruido), embora possam ser controladas em experimentos de
laboratorio. Goldfarb et al. (2004a) propdem um método grafico (grafico de dispersdo de
variancia) para avaliar projetos de experimentos utilizados no caso mistura-processo.

2. Modelos para Componentes de Mistura

Sejam x;, i=1,...,q, as varidveis que representam as proporg¢des dos g componentes da
mistura. Temos entdo:

q
zxizl e xiz()’ i:l’...’q (1)

i=1

As restrigdes (1) sdo mostradas graficamente na Figura 1, para o caso de dois e trés
componentes. A regido factivel da mistura de dois componentes é representada por um
segmento de reta e para o caso de trés componentes ¢ representada por um tridngulo.
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Figura 1 — Espaco fatorial restrito para misturas com 2 € 3 componentes.

Por uma questdo pratica, no caso de experimentos com misturas de trés componentes, a
regido experimental restrita pode ser representada com a utilizagdo de um sistema de
coordenadas trilinear, como mostrado na Figura 2.

Cada lado do triangulo corresponde a uma mistura bindria e os vértices dos tridngulos
correspondem as formulagdes de componentes puros. No interior do tridngulo, estdo situadas
as possiveis misturas ternarias. Neste caso, sdo necessarias apenas duas dimensdes para
representar graficamente o experimento. Como cada componente ¢ representado por um
vértice, uma figura geométrica com trés vértices e duas dimensdes, ou seja, um tridngulo

eqiiilatero, representa o espago fatorial restrito de uma mistura ternaria.
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Figura 2 — Sistema de coordenadas trilinear.

2.1 Polinémios canonicos

Os modelos recomendados para experimentos com mistura sdo os polindmios candnicos de
Scheffé (Cornell, 1990). Considerando que a resposta ¢ dada por y, em geral, estes
polindmios tomam as seguintes formas:

Modelo Linear:
q
E [y ] = Zﬂixi
i=1
Modelo Quadratico:

E[y]= iﬂixi +Zi@ixixj
i= i<j

Modelo Ctibico Especial:

Ely]= iﬂixi 2 Zq;ﬁy‘x:‘x.f 22 th:k B
i= i<j i<j<

Modelo Ctibico Completo:

E[y]= Zq:ﬂixt +qu:ﬁt/xij 22 Zq: B XX ;% +qu:ﬂ,._jx,.xj (xi ‘xj)'

i<j i<j<k i<j

2.2 Restricdes nos componentes da mistura

Em certos experimentos com mistura, pode haver a necessidade de restringir a propor¢ao de
um ou mais componentes, que, por motivos técnicos ou praticos, ndo podem varrer todas as
proporgdes possiveis. Com isso, 0 novo espaco experimental passa a ser uma sub-regido da
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regido das proporgdes matematicamente possiveis. Essas restrigdes dos componentes, que
sd0 muito comuns nos casos industriais, podem ser superiores, inferiores ou uma combinagdo
das duas.

Na pratica, hd casos em que muitos dos componentes de uma mistura possuem
simultaneamente limites superiores e inferiores em suas composigdes. De uma forma geral,
essas restri¢des podem ser representadas da seguinte forma:

0<L<x,<U<1, i=12,....q

Com essas restrigdes, a regido factivel pode ter forma bem diferente da regido factivel sem
restricdes nas proporgdes dos componentes da mistura. Nesses casos, ndo ¢ viavel recorrer
mais aos planejamentos experimentais tradicionais apresentados na literatura, e, muitas
vezes, recorre-se a algoritmos computacionais para a escolha da localizagdo dos pontos
experimentais, havendo a necessidade de considerar alguns aspectos técnicos, como o
nimero minimo de pontos necessarios para a estimativa dos parametros do modelo. Como se
sabe, o numero de pontos experimentais deve ser, no minimo, igual ao nimero de parametros
do modelo considerado, apresentados na Tabela 1.

Tabela 1 — Numero de termos nos polindmios candnicos (Cornell, 1990).

Numero de Linear OQuadrdtico Cubico Cubico
Componentes Especial Completo
q q q(qg+1)/2 a(¢+5)f6  alg+1)(g+2)/6

2.3 D-Otimizacio
Pode-se representar o modelo geral para misturas sob a forma matricial.
y=Xp+& ou E[y]=XpB

Para n observagdes tem-se que y e € sdo vetores de dimensdo n, X é uma matrizn xp e p ¢
um vetor de dimensdo p, conforme apresentado a seguir.

y X B 3
N X X X, B &
V| X Xm o X, || B e
Vs X310 Xy ot Xy, B &3
Yn _xnl X2 xnp__ﬁp_ &y

Note que a matriz X ndo possui a coluna identidade relativa ao termo independente do
modelo de regressdo linear. Isto ocorre porque os polindmios candnicos em experimentos
com misturas no possuem esse termo.

No modelo linear classico, &€ segue a distribuicio normal multivariada, ou seja,
e~ N(0,Ic%).
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A estimativa dos pardmetros por minimos quadrados € [Ai:(X’X)fl X'y com matriz de
variancia-covariancia var(ﬁ):az(X’X)fl. A predicdo da resposta em algum ponto da

composi¢do x ¢ denotada por y(x) e sua variancia pode ser obtida da seguinte forma:
var[§(x)]= o’x (X'X) ' x (2)

onde no lado direito da Equagdo 2, o vetor X de dimensdo p contém os valores das
propor¢oes dos g componentes e os p—g termos do produto cruzado no ponto da
composicao.

Cornell (1990) descreve quatro critérios de otimizagdo alfabética (A-otimizagdo,
D-otimizagdo, G-otimizagdo ¢ V-otimizagdo) para a selecdo dos pontos candidatos. Estes

eirs . o e ~ , . ~ -1
critérios consideram a minimizag&o de varias fungdes de (X'X) .

Devido a sua popularidade e por ser o critério adotado pelo sofiware Design-Expert,
desenvolvido e distribuido pela empresa Stat-Ease, foi utilizado no presente trabalho o
critério D-otimizagdo. Myers & Montgomery (2002) definem o critério D-otimizacdo
utilizando a matriz de momento M =X'X/n, onde n é o nimero de observagdes do
experimento. Segundo estes autores, um projeto de experimento D-6timo ¢ aquele que faz
com que o determinante da matriz de momento, |M , seja maximizado. Eles demonstram que

o determinante da matriz de momento possui a seguinte propriedade

_[xx|

M| ==

(€)

n
sendo p o nimero de parametros do modelo considerado.

Com isso, e supondo que os erros sdo normalmente distribuidos, independentes e com varidncia
constante, o determinante |X’X| ¢ inversamente proporcional ao quadrado do volume da regido
de confianga sobre os coeficientes regressores. Quando |X'X| ¢ pequeno, significa que o
inverso de |X'X| ¢ grande, sendo, entdo, o volume da regido de confianca grande e, portanto,
a estimativa de P ndo ¢ considerada boa (Myers & Montgomery, 2002, Apéndice 7).
Portanto, o projeto de experimento D-6timo € aquele que minimiza o volume do elipsoide de
confianga sobre B, 0 que ¢ conseguido maximizando o determinante |X'X]|. Observando-se a
Equacdo (3), pode-se concluir que maximizar o determinante |X’X| ¢ equivalente a

maximizar o determinante da matriz de momento, [M] .

3. Experimento do Misto de Retardo

O misto quimico em estudo constitui um subsistema de um mecanismo de retardo produzido
para acionamento de um motor foguete, o qual encontra-se em fase inicial de pesquisa e
desenvolvimento. O objetivo do experimento ¢ encontrar a formulacdo ideal desse misto
quimico de forma que o seu tempo de queima (resposta) esteja de acordo com a
especificacdo de projeto, ou seja, um tempo de queima de 11 segundos com tolerancia de 1s.
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O misto é composto por uma mistura de Zarfesil (x;), Vidro Moido (x,) e Nitrocelulose (x3).
Dessa forma, as restrigdes nas propor¢des dos trés componentes sdo as seguintes:

X +x+x,=1 0,79<x <087 0,08<x,<0,16 0,05<x, <0,07

Com essas restri¢des, foi utilizado o software Design-Expert para a escolha dos pontos
candidatos e selecdo dos pontos experimentais segundo o critério D-otimizagao.
Considerando a sugestdo de Myers & Montgomery (2002) para a selecdo dos pontos
candidatos na regido experimental resultante e sabendo que o modelo adotado inicialmente é
0 quadratico, o software sugere um total de 10 pontos, dos quais 6 sdo necessarios para o
ajuste do modelo quadratico e 4 pontos adicionais sdo para testar a falta de ajuste do modelo.
Ademais, 4 dos 10 pontos sdo replicados para estimar o desvio-padrdo da resposta,
perfazendo um total de 14 observagdes. Com isso, o Design-Expert gera um projeto de
experimento D-Otimo conforme a Tabela 2. Na Figura 3 tem-se a representagio grafica do
projeto de experimento.

Tabela 2 — Experimento do misto de retardo D-Otimo.

X; X X3 Tempo (s)
1 0,79 0,16 0,05 19,70
2 0,79 0,16 0,05 19,14
3 0,83 0,12 0,05 4,72
4 0,87 0,08 0,05 1,85
5 0,87 0,08 0,05 1,59
6 0,8075 0,1375 0,055 9,53
7 0,8475 0,0975 0,055 1,90
8 0,79 0,15 0,06 12,03
9 0,86 0,08 0,06 1,04
10 0,79 0,14 0,07 0,77
11 0,79 0,14 0,07 0,89
12 0,82 0,11 0,07 0,23
13 0,85 0,08 0,07 0,25
14 0,85 0,08 0,07 0,51

. T A A2 ) n N
Considerando a estatistica de teste ¢, :ﬂj/,la C;»onde 6° =" (y-J )/(n—p) e
C; € o elemento da diagonal de (X’X)fl correspondente a /3 ', ¢ aplicando o teste r-student

para 95% foi ajustado o seguinte modelo:

$=318,85x, +8721,33x, — 256135, 53x, —12494,31x,x +
+421048,23x,x; +153766,65x,x, —174591,55x,x; (x; — x3)
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Figura 3 — Experimento do misto de retardo D-Otimo.

3.1 Verificacdo da adequacdo do modelo

Uma vez ajustado o modelo de regressdao, ¢ necessario verificar se este ¢ adequado para
descrever os dados. Para isso, deve-se verificar se as suposigdes feitas, ou seja,
independéncia, normalidade, valor esperado do erro igual a zero e varidncia constante, ndo
foram violadas. Para isto, procede-se a analise dos residuos. O vetor dos valores ajustados é

dado por y = Xﬁ , e o vetor dos residuos ¢ e=y—-y=y-— X|§ , cujo elemento i € e;.

Myers & Montgomery (2002) afirmam que os residuos studentized sdo os mais indicados
para verificagdo das suposi¢des de independéncia, normalidade e de que o valor esperado do
erro ¢ igual a zero, ou seja, E(¢&;)=0. Os residuos studentized sdo definidos por

e.

1

6_2 (1_hii)

}"i:

onde ; sdo elementos da diagonal da matriz “chapéu” H = X(X'X)"' X', que é uma matriz
de dimensdo n x n. A matriz chapéu é assim chamada pelo fato de ela “por um chapéu”
(acento circunflexo) em y, ja que y = Hy . Quando o modelo ¢ correto, var(;) = 1 qualquer
que seja a localizagdo de x; (Myers & Montgomery, 2002, pg. 46).

Para verificar a suposicdo de independéncia, tem-se o grafico de residuos studentized das
observagdes na ordem em que foram realizados os experimentos. Para verificar se o valor
esperado do erro € igual a zero, tem-se o grafico dos residuos studentized versus valores
ajustados. Para verificar a suposi¢do de normalidade tem-se o grafico de probabilidade
normal dos residuos studentized. Em nenhum desses trés graficos (ndo apresentados) houve
indicacdo que essas suposi¢des ndo devam ser aceitas.

Para verificar se a variancia ¢ constante, Cook & Weisberg (1999, pg. 346) propuseram um

teste. Os quadrados dos residuos e =(y, - 3, )2 contém informacdo sobre a fungdo de
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variancia. Procede-se entdo a regressio de e’ sobre 7, pelo método dos minimos

n n 2
quadrados. A estatistica de teste (E7) é calculada dividindo-se SS :Z éiz —Zeiz / n
i=1

i=1

pelo fator de escala Z(Zef / n) .

ET:SSR/z(Zef/n)2 (4)

Cook & Weisberg (1999) asseguram que ET tem distribuicdo qui-quadrado com um grau de

. , ~ 2 A ‘A . .
liberdade (nimero de termos da regressdo de e” sobre y ), caso a varidncia seja constante.

Para o caso do misto de retardo, fazendo a regressio de e’ sobre 7, utilizando a planilha

Excel, obtém-se SSz e o fator de escala. Em seguida, utilizando a Equagdo 4, tem-se que
ET=483. Na distribui¢do qui-quadrado com um grau de liberdade, ET = 4,83 corresponde a
um P-valor de 0,028. Entdo, rejeita-se a hipotese de que a varidncia ndo aumenta quando a
média aumenta. Esta conclusdo é confirmada pelo grafico do valor absoluto dos residuos
studentized versus valores ajustados, apresentado na Figura 4. Nele se observa a indicag@o do
crescimento da varidncia com o aumento da média.

t.|
1.5

| Fesiduo Studen

a 5 10 15 20
Valor Lijustado

Figura 4 — Grafico para verificagdo de ndo constancia da variancia.

3.2 Modelos lineares generalizados

No modelo linear classico, com o método dos minimos quadrados, trés consideragdes
sdo feitas: 1) a resposta tem distribui¢do normal, ii) a variancia da resposta é constante e
iii) os efeitos dos fatores sobre a variavel resposta se combinam aditivamente. Essas
condicdes sdo encontradas em muitas aplicagdes industriais, porém nem sempre iSso ocorre,
como no presente caso.

Caso um ou mais dos trés pressupostos ndo possam ser considerados, uma alternativa ¢é
alterar a escala da varidvel resposta, transformando-a e usando o modelo linear e o método
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dos minimos quadrados com os dados transformados. A transformacgdo da resposta muitas
vezes pode ser satisfatoria, podendo-se alcangar os trés pressupostos. Entretanto, quando néo
se consegue isso, deve-se recorrer aos modelos lineares generalizados (MLG). Ademais,
Lewis et al. (2001a) e (2001b) concluiram que os MLG devem ser preferidos a
transformag@o da resposta, uma vez que, em todos os casos estudados pelos autores, os MLG
apresentaram melhor desempenho na estimativa da resposta, pois propiciaram intervalos de
confianga menores.

Com os MLG, ¢ possivel considerar outras distribuicdes além da normal, ndo é necessario
considerar a varidncia constante (ela pode ser fun¢do da média) e pode-se conseguir
linearidade por meio de uma func¢do que faz a ligacdo entre a média da variavel resposta e o
polindmio linear das variaveis independentes. Nos modelos lineares generalizados, usam-se
as distribuigdes da familia exponencial e a estimativa dos coeficientes do modelo € obtida
com a maximizacdo da fungdo de log-verossimilhanga. No caso de distribuigdo normal,
efeitos aditivos e varidncia constante, a maximizagdo da func¢do de log-verossimilhanga leva
aos estimadores de minimos quadrados, de modo que os modelos lineares ordinarios podem
ser considerados um caso particular dos MLG. Para uma descri¢cdo dos MLG, ver McCullagh
& Nelder (1989) e Myers et al. (2002).

3.2.1 Estrutura dos MLG

Considere um experimento com os dados da Tabela 3, com n respostas independentes y;.

Tabela 3 — Dados para o modelo.

X1 X2 Xk y
X1 X12 X1k i
X21 X2 Xok V2
Xnl Xn2 Xnk Vn

Temos entdo que:

1. Sejam y,,»,,...,», as varidveis de resposta com médias 4, 1t,,..., 1, .

2. A distribuigdo de probabilidade de y; ¢ um dos membros da familia exponencial.

3. A porc¢do sistematica do modelo ¢ composta pelas varidveis de regressao x;,x,,...,x; .
4

O modelo ¢ construido com um preditor linear 77 = £, + B, x, + B,x, +---+ B,x, . Cabe
registrar que uma variavel x; pode representar um termo de um grau mais elevado. Por
exemplo x7x,, .

5. A fungdo de ligacdo g(u;) faz a ligacdo entre a média 4, e o preditor linear. A funcdo de
ligacdo define a forma com que os efeitos sistemdticos de x;,x,,...,x, sdo transmitidos

paraamédia.n, = g (1) = (B + Bxy + BoXyy +--+ Bixy ) -
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6. Para os membros da familia exponencial, a varidncia da resposta tem a seguinte
expressdo: var(y,)=¢@V(4). Onde V(u;) ¢ a parte da varifincia da resposta y que

depende da média ¢ ¢ é o parametro de dispersdo que ndo depende da média e ¢é
constante.

A relacdo da fungédo de varidncia V' (x;) com a média pode ser representada por uma fungéo

de poténcia, ou seja, V(1) = p .

Para testar a significancia dos coeficientes, Atkinson & Riani (2000), Lindsey (1997) e
McCullagh & Nelder (1989) recomendam usar a fung@o desvio (deviance).

A funcdo desvio esta para o método dos MLG como a soma dos quadrados dos residuos esta
para o método dos minimos quadrados. A func¢do desvio de um modelo qualquer ¢ definida
como sendo o desvio deste modelo em relagdo ao modelo saturado, conforme a definigao:

D=-2In[Ly,,/Ls,], onde Ly ¢é a fun¢do de verossimilhanga do modelo em questdo e

Lg,; ¢ a fungdo de verossimilhanga do modelo saturado, que ¢ o modelo para o qual os
valores ajustados /I sdo iguais as respostas observadas y;. Com isso,

D(y; i) ==2In[L(y;, )/ L(y:, )] = =2[In L (. ) = In L (. 3,)]

Lindsey (1997, pg. 214) propde o procedimento de analise da fungdo desvio para testar a
significancia dos coeficientes. Este procedimento estd para os MLG assim como a analise de
variancia estd para os modelos baseados no método dos minimos quadrados.

3.3 Quase-verossimilhanca

Muitas vezes, os membros da familia exponencial ndo sfo distribuicdes adequadas para
representar a variavel resposta. Como foi visto, para o caso do misto de retardo, a variancia
possui uma tendéncia de crescimento com o aumento da média. Portanto, considerando, em
principio, =1, ou seja, V(x;)= 4;, tem-se que a distribui¢do correspondente da familia
exponencial ¢ a distribuicdo de Poisson. Entretanto, a varidvel aleatdria de Poisson ¢ discreta,
0 que ndo ¢ o caso do misto de retardo, cuja resposta € uma variavel continua. Ademais, para
o caso da distribuicao de Poisson o parametro de dispersdo ¢ ¢ igual a 1, enquanto que, para

0 presente caso, como sera visto mais adiante, ¢ = 0,023.

Para os casos em que um dos membros da familia exponencial ndo sfo distribui¢des
adequadas para representar a variavel resposta ha um método que estima os coeficientes
maximizando a fungio de quase-verossimilhanga (QV). No método da QV, define-se apenas
a relagdo da variancia da resposta com a média da resposta, ndo sendo necessario definir a
distribui¢do de probabilidade. McCullagh & Nelder (1989, pg. 325) definem a fungdo de QV
cOomo a seguir:

Hi
Yi—u

L ov

Para uma observacdo O, (y,, ;)= du .

n n Hi _
Para n observagdes Q(y,p) = ZQ:' (v 1t;) = Z Yizu g
i=1 =1y, ¢V(l/l)
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Com V(44;) = p;, temos O(y,n) =Y [y, In(s) -]
i=1

Omite-se o parametro ¢ porque ndo influi na estimativa dos coeficientes, sendo estimado
apos o ajuste do modelo.

Como foi visto, a relagdo da func¢do de variancia com a média pode ser representada por uma
fungdo de poténcia V(u;) = . Vieira (2004) demonstra que, para t = 0, 1, 2 e 3, as fungdes
de QV sdo iguais, respectivamente, as fungdes de log-verossimilhanga (LV) das distribui¢des
normal, de Poisson, gama e normal inversa, e que, para V(u) = u(1—u), que é a fungdo de

variancia da binomial, a fun¢do de QV corresponde a fungdo de LV da binomial. Portanto, a
maximizagdo da fungdo de QV, para estas fungdes de varidncia, produz as mesmas
estimativas dos coeficientes que a funcdo de LV nos MLG, podendo-se entdo usar o0 mesmo
algoritmo de estimativa dos coeficientes que nos MLG, e conseqiientemente, qualquer
software comercial que tenha a opgdo dos MLG. Para o caso do misto, a distribuigdo
correspondente ¢ a de Poisson. Usando esta opgao nos MLG, obtemos as estimativas dos
coeficientes.

Para testar a significancia dos coeficientes Davison (2003) recomenda a estatistica quasi-
deviance. A quasi-deviance estd para a modelagem pela funcdo de quase-verossimilhanga
como a fungdo desvio para os MLG. Por analogia, a quasi-deviance de um modelo qualquer
¢ definida como sendo o desvio deste modelo em relagdo ao modelo saturado:

tyi—u
Hi V(u)

D, (v £) = 28], (v 1) = O, (v )] = 28[Q, (v )] = 2 du
onde O, (y;,/1) ¢ a fungdo quase-verossimilhanga do modelo em questdo ¢ Q;(y;,y;) ¢ a
fungdo de quase-verossimilhanga do modelo saturado.

Para V(u) = u tem-se:

V:

Dl.(y,,,[t,)=2f 5= =2[y; In(y;/ )= (v = )]

w7 ()

Para n observagdes tem-se: D(y, i) = ZD,. (3o 1) -
)

Vieira (2004) demonstra que, para t=0, 1, 2 e 3, e para V(u)=pu(1—u), as estatisticas

quasi-deviance sdo iguais, respectivamente, as fun¢des desvio das distribui¢des normal, de
Poisson, gama, normal inversa e binomial, também fornecidas por qualquer software
comercial que tenha a opg¢ao de MLG.

Considerando inicialmente o modelo quadratico, obtivemos as estimativas dos coeficientes.
Observamos que a predi¢do do tempo em um dos pontos experimentais é negativa, o que
indica que o modelo quadratico ndo é adequado para este caso. Com isso, vamos adicionar ao
modelo quadratico, seqiiencialmente, os termos do modelo cubico.

A Tabela 4 mostra os valores da quasi-deviance com a adigdo seqiiencial de cada um dos
termos xx,x3, X1X2(x1 — X2), X1x3(x] — X3) € x2x3(x, — x3) a0 modelo quadratico.
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Tabela 4 — Quasi-Deviance.

Termo Adicionado Quasi-Deviance
X1XoX3 0,824
X12X(x) — X2) 2,035
x1x3(x; — X3) 0,163
Xox3(xp — X3) 2,316

Sera escolhido, portanto, o termo xx3(x; — x3) para ser adicionado ao modelo quadratico, ja
que este é o que proporciona a menor guasi-deviance, conforme apresentado na Tabela 4.

Procede-se entdo com uma analise de quasi-deviance para a adi¢do de novos termos ao
modelo base, o qual possui sete termos (xy, X2, X3, X1X2, X1X3, XpX3 € X1X3(X] — X3)).

Considere o Modelo 1 como sendo o saturado, o Modelo 2 com p + 1 pardmetros e o0 Modelo
3, aninhado no Modelo 2, com p parametros. Entdo, a diferen¢a entre as quasi-deviance dos

modelos 3 €2 ¢é D, (yl.,,&l.(”)—D2 (yi,[zi(z)) :

Para testar o termo adicional do modelo maior Davison (2003, pg. 515) recomenda o teste da
distribui¢do F. A estatistica de teste é: F, = (D3 ( Vis ,[1,.(3))—D2 ( vy i )) / 432 , sendo que 432
¢ a estimativa parametro de dispersdo do modelo 2:

.1 a(n-a?y _x

BT & V@) ep)
~(2)

onde X* ¢ a estatistica generalizada de Pearson e, para o presente caso, V/ ( ,[zl(z) ) =4

Portanto, para aceitar o Modelo 2 como sendo correto, comparamos F, com a distribuigdo
Fipp.

Os resultados da analise de quasi-deviance sdo apresentados na Tabela 5.

Tabela 5 — Analise de Quasi-Deviance.

Termo uasi- Diferenca na ~
Adicionado D(;\:)Viance Quzéi-Degviance ¢, Fo P-valor
X130 — x3) 0,163

X1X2X3 0,136 0,027 0,023 1,17 0,32
X1%2(x1 — X2) 0,156 0,007 0,026 0,27 0,62
Xox3(x, — X3) 0,136 0,027 0,023 1,17 0,32

Analisando a coluna “P-valor” da Tabela 5, conclui-se que os demais termos cubicos ndo sdo
significativos quando adicionados ao modelo base, ja que todos os P-valores sdo maiores
que 0,05.

Com isso, temos 0 modelo:
» =305,89x, +8444,77x, —242540,70x, —12023,23x,x, +
+399292,58x, x; +144387,77x,x; —166047,61x,x; (x; — x5)
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3.3.1 Verificacio da adequagio do modelo

Para verificar a adequag@o do modelo pelo o método de QV, sdo utilizados os residuos. Para
cada resposta y; pode-se definir a quasi-deviance d, = D, (y;, f1;), que ¢ usada como medida

de discrepancia. Cada resposta i contribui com uma quantidade d;, de tal modo que

n
Zdl. =D(y;, ;) . Define-se entdo o residuo quasi-deviance correspondente a cada resposta:
1

ry = sinal(y, — i, )/d, .
McCullagh & Nelder (1998, pg. 397) recomendam os residuos quasi-deviance studentized
para verificar a adequag@o do modelo, os quais sao definidos como sendo

7
PR

é(l_hii)

onde ¢3 ¢ a estimativa do pardmetro de dispersdo e /; ¢ o i-ésimo elemento da diagonal da
1 1

matriz chapéu H, que é dada por: H = WZX(X'WX)fl X'W2 , onde a matriz W ¢ uma matriz

diagonal, com os elementos da diagonal principal dados por: w, =[1/V (1 )|[dw /dn,] .

No presente caso, temos que ¢3:0,023 e V(u)=u;, du/dn, =1, pois a fungdo de

ligagdo é a identidade. Logo, w; =1/4; .

A adequacdo do modelo e o comportamento dos residuos com valores extremos podem ser

observados com o grafico de probabilidade normal dos residuos quasi-deviance studentized
(Lee & Nelder, 1998, pg. 98). Para o caso em questdo, ¢ mostrado na Figura 5.
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Figura 5 — Grafico de probabilidade normal.

Nesse grafico, pode-se observar que ndo ha pontos muito fora do alinhamento, ndo havendo,
portanto, a indicagdo de que o modelo seja inadequado.
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A fungdo de ligagdo pode ser verificada com o grafico dos residuos quasi-deviance
studentized versus valores ajustados (Lee & Nelder, 1998, pg. 99). Esse grafico € mostrado

na Figura 6.
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Figura 6 — Residuo quasi-deviance studentized versus valor ajustado.

Pode-se observar que os residuos, aleatoriamente distribuidos, ndo apresentam uma
tendéncia de crescimento ou decrescimento em relagdo a média. A linha resultante do
amortecimento (lowess) fica situada nas proximidades da reta horizontal de ordenada zero,
ndo havendo indicagdo de que a fungdo de ligagdo ndo ¢é correta.

A fun¢do de varidncia pode ser verificada com o grafico do valor absoluto dos residuos
quasi-deviance studentized versus valores ajustados (Lee & Nelder, 1998, pg. 99). Esse

grafico ¢ mostrado na Figura 7.
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Figura 7 — |Residuo quasi-deviance studentized| versus valor ajustado.
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No grafico da Figura 7 pode-se observar que o valor absoluto dos residuos quasi-deviance
studentized nao apresenta tendéncia de crescimento em relagdo a média, ndo havendo,
portanto, a indicag@o de funcdo de varidncia incorreta.

Com isso, chega-se a conclusdo de que o modelo ajustado pelo método da quase-
verossimilhanga, ¢ adequado para representar a resposta no caso do experimento do misto de
retardo.

3.3.2 Otimizacio da resposta

Como se sabe, no experimento do misto de retardo, ¢ desejavel a obtencdo de um valor
de 11s para a resposta, ja que a especificacdo de projeto determina que o tempo de
retardo do mecanismo deve ser de 11,0 £ 1,0s. Varias formula¢des podem resultar em
uma média de futuras previsdes da resposta de 11s. Por conseguinte, um objetivo
desejavel € minimizar a varidncia de uma futura resposta entre as formulagdes que
resultam com 11s de previsdo.

Supondo, um ponto qualquer Xy =[x, X, X3 XX, XX XX; xX;(x —X5)] no espago

dos componentes da mistura, pode-se mostrar que a variancia de uma futura previsdo ¢
(ver p.ex. Davison, 2003, pg. 511)

var[y(xo)] = var{E[y(x,)]} + E {var[(x,)] } . )
Tem-se que:
var{E[y(x,)]} = var[§(x, )] = var(x;B) = x; var(B) x, (6)
Davison (2003), pg. 513, demonstra que, se a fungdo de varidncia é a correta, tem-se que:
var ()= ¢(X'WX)"! (M
Substituindo (7) em (6) obtém-se:
var {E[y(x,)]} = X, (X'WX) " x, (8)

No modelo escolhido, tem-se que:

var[ y(x,)] = gu(x,)

Entdo, tem-se que:
E{var[y(x,)]} = E[gu(x,)] = 4 xP ©)
Substituindo (8) e (9) em (5) obtém-se:

var[y(x,)]=¢ X, (X’WX)_1 X, +#x,B

Podemos entdo formular o problema da seguinte forma:
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min var[ y(x,)] = ¢ xy (X'WX) " x, + ¢ x;B
sujeito a:

E[y(xo)]=xp =11

X +x, +x5 =1

0,79 < x, <0,87

0,08<x, <0,16

0,05<x, 0,07

Utilizando uma rotina de busca exaustiva, na regido das restricdes dos componentes da
mistura, codificada na linguagem do MATLAB, foi encontrada a seguinte solucao:

x =0,8051 x,=0,1412 x, =0,0537
var[y(x;,x,,x;)]=0,3035
E[y(x,x,,x;)] =11,0003

A estimativa do desvio-padro de uma futura resposta ¢ entdo igual a &, =+/0,3035 =0,5509 .
Sabe-se que respostas fora do intervalo 11+£1 ou 11£1,82 6, da média resultam em produtos
fora da especificacdo.

Como ndo se conhece a distribuicdo de probabilidade da resposta, ndo se pode estimar a
probabilidade de um ponto fora da especificacdo. Entretanto, por experiéncia propria e,
acreditamos, dos usudrios de estatistica aplicada, pode-se afirmar que a probabilidade de
respostas além de 111,826, ¢ ndo desprezivel, qualquer que seja a distribuicdo de

probabilidade da resposta na pratica.

Portanto, ha evidéncias de que a solugdo atual resultaria em um processo produtivo de
qualidade inadequada. E necessario continuar com novos experimentos.

4. Conclusoes

Foi apresentado um estudo de um misto quimico, identificado como um caso tipico de
experimento com mistura. Nesse tipo de experimento tem-se usado sistematicamente o
modelo linear classico, baseado no método dos minimos quadrados. Entretanto, para o caso
do misto, este modelo foi considerado inadequado, uma vez que ha indicagdo de que a
variancia da resposta ndo ¢ constante, aumentando quando a média aumenta, o que viola um
dos pressupostos do modelo linear classico.

Foi entdo apresentado um modelo onde a estimativa e a inferéncia dos pardmetros sdo
baseados no método de quase-verossimilhanga. No método de quase-verossimilhanca ndo ¢é
necessario definir a distribuicdo de probabilidade da resposta, para tanto basta definir a
relacdo entre a média e a variancia, e a forma com que os efeitos sistematicos das varidveis
regressoras sao transmitidos para a média.

I3

Os autores enfatizam que este € o Unico caso, por eles conhecido, que considera um
experimento com mistura com resposta ndo-normal.
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Com o modelo, foi possivel determinar a propor¢do de cada um dos trés componentes do
misto, de modo que, a previsdo do tempo de retardo tenha variancia minima e valor esperado
igual a 11s. Entretanto, houve evidéncias de que a solugéo atual resultaria em um processo
produtivo de qualidade inadequada, sendo, portanto, necessdrio continuar com novos
experimentos.

Para futuro estudo, recomenda-se o estreitamento das restrigdes nas propor¢des dos
componentes do misto, visto que as restrigdes anteriores proporcionaram um projeto com
pontos experimentais, cujas respostas resultaram no intervalo de 0,23s até 19,70s. Tal
estreitamento visa obter um projeto com pontos experimentais mais proximos a solugdo
desejada, de modo a reduzir o intervalo da resposta observada.
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