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RESUMO - Conforme proposi¢des de Vergnaud e Piaget, os objetivos do estudo sdo: descrever concepgdes infantis da divisdo
por parti¢do expressas em tarefas de aprendizagem de repartir cole¢des numéricas; identificar niveis da tomada de consciéncia
de relacdes tipicas daquele tipo de divisdo. Este processo seria favorecido por tarefas que alternam momentos de repartir
colecdes, de interpretd-las e de produzir nota¢des interpretadas a respeito. A andlise microgenética dos dados videografados
descreve a natureza e as alteracdes das solucdes de seis alunos (7 a 8 anos) de uma escola publica que, em triades, realizaram
as tarefas em duas sessdes. Sdo descritas hierarquias de concepgdes da divisdo por parti¢do, ligadas a execugdo prtica e as
notagdes. Dessas hierarquias, foram identificados niveis de tomada de consciéncia de esquemas e relagdes pertinentes aquela
divisdo. Sdo discutidos o lugar do repartir na compreensdo da divisdo e o papel da tomada de consciéncia de a¢des nessa
aprendizagem conceitual.
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Multiplicative Structures and the Grasp of
Consciousness: Sharing for Dividing

ABSTRACT - According to Vergnaud’s and Piaget’s proposals, the study aims to describe children’s conceptions of partitive
division expressed on learning tasks of sharing numerical collections, and to identify the grasp of consciousness levels of
the typical relations which define that kind of division. This process is supposed to be enhanced by tasks, which alternate
moments of practical sharing of numerical collections, notation production and their interpretation. The microgenetic analysis
of videotaped data describes the nature and the changes of six students’ solutions (7 to 8 years old) to those tasks. These
students were attending a State Elementary School and they performed the tasks in triads, during two sessions. Results show
children’s conceptions of partitive division disposed on two hierarchies, one for the practical executions and other for the
notations. Both hierarchies give support to the identification of the grasp of consciousness levels of schemata and relations
inherent to that type of division. The status of the sharing activities on the comprehension of partitive division and the role of

the grasp of consciousness of actions in this conceptual learning are discussed.

Key words: construction of division; multiplicative structures; children’s conceptions of division.

Este estudo vem de um projeto de pesquisa sobre a
aprendizagem das estruturas aditivas e das multiplicativas
em suas relagdes psicogenéticas, segundo a 6tica da episte-
mologia genética. Seus objetivos sdo o de reexaminar niveis
da construgdo infantil inicial da divisdo conforme a provavel
relevancia do repartir grandezas na passagem das estruturas
aditivas as multiplicativas e os de identificar e descrever ni-
veis da tomada de consciéncia de relacdes basicas da divisao
em tarefas de reparti¢do. Como em outros estudos do mesmo
projeto, as proposicoes de Piaget (1974; 1978) sobre a tomada
de consciéncia e a teoria dos campos conceituais de Vergnaud
(1985; 1990; 1996) foram as referéncias principais para orga-
nizar as tarefas de aprendizagem propostas as criangas, dada
a hipdtese examinada: a construgdo de esquemas préprios a
divisao seria ativada sobretudo quando as execugdes praticas
alternam-se com sua interpretag@o verbal e com a producdo

1 Oestudo ora reportado foi realizado com o apoio do CNPq e da UFPR/
PRPPG, respectivamente nas formas de bolsa de produtividade e de
bolsa para professor pesquisador sénior.

2 Endereco: Rua Ubaldino do Amaral, 760, ap. 901, Curitiba, PR, Brasil
80060-190. E-mail:mlfmoro@sul.com.br

e a interpretacdo de notagdes a respeito. Logo, a alternancia
ciclica dessas realizagdes amplificaria as possibilidades de
0 sujeito tomar consciéncia das acdes e relacdes aritméticas
em jogo para sua conceitualizagdo.

Visto no quadro da epistemologia genética como aspec-
to da equilibrac@o, o processo da tomada de consciéncia
de esquemas € uma das dimensdes que transforma esses
esquemas em um conceito ou em um sistema de conceitos
(Piaget, 1974). A perspectiva piagetiana a respeito entende
a acdo como um “‘saber fazer” com algum grau de autono-
mia. Porém, seja quando hd sucesso precoce, imediato, da
acdo, ou quando ha fracasso com sucesso obtido adiante,
a sua conceitualizacdo ocorre por tomadas de consciéncia
a posteriori, o que Piaget (1978) explica segundo um mo-
vimento das regides de adaptac@o ao objeto, periféricas da
interagdo sujeito-objeto, para regides centrais desta interacdo,
as das coordenacdes internas das acgdes.

Por sua vez, Vergnaud (1990; 1996) propde uma relagéo
dialética complexa entre a pratica (conhecimentos em ato)
e a teoria (saberes ou conhecimentos tedricos) ao tratar da
conceitualiza¢do humana. Apoiada em Piaget, sua perspec-
tiva destaca o esquema como totalidade funcional na organi-
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zacdo invariante das acdes para uma determinada classe de
situagdes, do que resulta a idéia de campo conceitual: um
espaco de problemas ou de classes de problemas que, para sua
solu¢do, compreende conceitos, procedimentos e representa-
¢des simbélicas em conexdo estreita. E um problema qualquer
situacdo que, na busca de sua solug@o, traz aos sujeitos (na
escola, fora dela) a necessidade de descobrir relagdes e de
explord-las, de elaborar hipéteses a respeito e verifica-las.
No caso do conhecimento matematico, esse processo de
elaboracdo de relacdes (bindrias, tercidrias, quaterndrias) é
precoce, assumindo sentido ao fazer parte de estruturas mais
amplas e complexas em momentos evolutivos posteriores
(Vergnaud, 1990; 1991). Compostas por esquemas relacio-
nais dindmicos, as referidas elaboragcdes atestam a atividade
inferencial e dedutiva dos sujeitos de transformar relagoes,
ao que subjazem invariantes operatérios como organizadores
essenciais do conhecimento.

Quanto a divisdo, é o campo conceitual das estruturas
multiplicativas que a comporta. Refere-se ele ao espago de
problemas, cuja solug@o implica multiplicacdes e divisdes de
vérios tipos e niveis de complexidade, além dos conceitos e
teoremas que definem tais situagdes como tarefas de cardter
matematico. Para Vergnaud (1983; 1985), as estruturas mul-
tiplicativas assumem, sobretudo, a forma de relacdes quater-
ndrias de equivaléncia entre duas relagdes de dois elementos
(bindrias). Elas se referem a elementos de mesma natureza
ou de natureza diferente, do que derivam diferentes classes
e subclasses de problemas, conforme as formas relacionais
em jogo (isomorfismo de medidas, produto de medidas) e
a presenca de nimeros inteiros ou decimais, de grandezas
discretas ou continuas.Entre diferentes classes e subclasses de
problemas de estrutura multiplicativa, o mesmo autor analisa
dois tipos de divisao: a divisdo por parti¢do e a divisdo por
quota. As tarefas deste estudo sdo de divisdo por particio: da
totalidade (dividendo) descobrir a extensio da parte (quociente)
conforme um escalar (o divisor), do que resulta uma medida
como a da totalidade inicial sobre a qual o escalar opera. Porém,
esse tipo de divisdo foi aqui utilizado com sua roupagem de
tarefa de reparti¢do de colecdes nimericas.

E conhecida a literatura sobre o quanto o repartir colecdes
é precoce entre as criangas, o que alimentou e tem alimentado
discussdes sobre a origem da divisdo nas estruturas aditivas
(Correa, Nunes & Bryant, 1998; Moro, 1999; Parrat-Dayan,
1985). Se repartir cole¢des € mais facil para as criangas, tem
sido apontado que lhes € mais dificil compreender as relacdes
especificas da divisao (Kornilaki & Nunes, 1999; Lautert &
Spinillo, 2002; Nunes & Bryant, 1997; Squire, Bryant &
Correa, 1999).

Vergnaud (1985) refere-se a diversas dificuldades das
criancas na compreensdo dos dois tipos de divisdo pela ne-
cessidade de serem efetuados cdlculos relacionais diferentes:
procurar e obter a extensio da parte (valor unitario de mesma
medida) conforme o valor escalar indicado (na divisdo por
parti¢@o); ou procurar e obter o nimero de partes (a quota)
conforme a extensdo indicada (na divisdo por “quota”).Se a
divisdo por parti¢do €, em seus inicios, vista como menos di-
ficil para as criangas, hd os que defendem o contrario (Squire
& Bryant, 2003). Squire e Bryant (2002) apontam menor
dificuldade na obtencdo do quociente quando o dividendo
aparece (desenhos de elementos) agrupado pelo divisor em
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divisdo por parti¢do, e pelo quociente, em divisdo por quota,
em comparacdo com o inverso (agrupar pelo quociente em
divisdo por particdo, agrupar pelo divisor em divisdo por
quota) (em um e outro caso, os elementos sdo desenhados
em disposicao espacial diferente). Isto ocorreria por apoiar-
se a crianca no esquema de fazer “por¢des” ao repartir (seu
modelo mental de divisdo), algo psicologicamente diferente
conforme os dois tipos de problemas.

Para controlar um possivel efeito da disposicdo dos
elementos a repartir em configuracdes diferentes, Squire
e Bryant (2003) analisaram solu¢des aos mesmos tipos
de problemas de divisdo com os elementos desenhados na
mesma forma de “grade”, e quando a instrucdo verbal do
pesquisador orientava a aten¢do das criangas para elementos
em coluna ou em linha (separagio pelo divisor ou pelo quo-
ciente). Mas o mesmo resultado foi encontrado: os modelos
de divisao das criangas baseados no repartir (obter porcoes)
explicariam aquela tendéncia dos resultados, conforme
uma compreensdo integrada dos tipos de divisdo, e ndo as
condicdes perceptivas. Esses resultados sugerem que, se em
sua natureza, a divisdo por quota é mais complexa que a de
particdo, tais diferencas seriam relativizadas conforme o tipo
de procedimento utilizado para efetuar as operagdes corres-
pondentes, principalmente quanto a formas de apresentacao
e representacio dos problemas.

Empregando entrevista de tipo clinico, Lautert e Spinillo
(2002) obtém concepgdes de divisao de criangas do Recife (5
a9 anos) cuja maior freqiiéncia traz a idéia de partes e ndo a
de quota, por conta da familiaridade infantil com o repartir.
Mas este esquema nao traria a compreensdo imediata das
relagdes entre os termos da divisdo, pois isto pede mais que a
idéia de parti¢@o. Avaliado pelas autoras a partir das solugdes
“lapis/papel” escolhidas pelas criancas, o desempenho em
problemas de divisdo aparece ligado as concepg¢des, quadro
em que uma concepg¢do matematica da divisdo e a instru-
¢do escolar teriam peso importante. Brito e Correa (2003),
analisando representagdes da idéia de divisao de alunos do
ensino fundamental em problemas criados por eles a partir de
uma conta, apontam o predominio da idéia da divisdo como
distribuicdo, um modo de divisdo partitiva.

Sem divida, hd apoio na literatura para vermos a divisao
por parti¢do como relativamente menos complexa para as
criancas que a de quota. Assim, neste estudo, sobre a cons-
trucdo inicial das estruturas multiplicativas na aritmética,
propusemos as criancas problemas de divisdo por particdo,
focalizando as relacdes bésicas presentes no repartir cole¢des
discretas de extensdo numérica pequena. Pedimos-lhes, ain-
da, para identificar o niimero de partes equivalentes repetidas,
pelo significado dessa inferéncia para a multiplicacdo, uma
operacao oposta a e/ou reciproca da divisao (Vergnaud, 1985).
Mas, lembramos, a constru¢io conceitual matemadtica faz-se
integrada a de seus sistemas simbdlicos de representacgio, estes
a ela inerentes (Vergnaud, 1985; 1990).

A literatura traz resultados significativos sobre a cons-
trugdo dos sistemas da escrita numérica como um objeto de
conhecimento em si. Diferentes trabalhos mostram como
sdo complexas e precoces as realizacOes das criancas de
dar significado as marcas de quantificacdo que encontram
e que produzem em seu cotidiano. E diversos autores de-
fendem duas dimensdes indispensaveis a serem articuladas
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na educacdio matemdtica: a da produgdo, pelas criangas, de
simbolos, de marcas para as quantidades, e a da sua prépria
interpretagdo dessas marcas, porque a transformacdo dos
sistemas de escrita numérica sé se faz por meio de sua in-
terpretacdo pelo sujeito (Sinclair, 1990; Sinclair & Scheuer,
1993; Sinclair & Sinclair, 1986; Sinclair, Tieche-Christinat
& Garin, 1994).

Lautert e Spinillo (2002) evocam a diferenca entre conhe-
cimento procedural (resolver o problema) e conhecimento
verbal (definir a divisdo). Alertam que a crianca, com sucesso
em problemas e que também atribui significado matematico
a divisdo, tem ferramentas poderosas ao raciocinio, pois
domina a linguagem matematica aplicando-a aos principios
da divisdo, enquanto opera sobre os valores do problema,
estabelecendo relagdes numéricas entre eles. Em estudo sobre
as relacdes entre as representagdes aritméticas e a tomada
de consciéncia na construgdo cognitiva, Ferreira e Lautert
(2003) descrevem cinco niveis para a tomada de consciéncia
de relagdes implicadas em uma divisdo por particdo de uma
crianga de seis anos de idade de escola particular do Recife,
ao interpretar o significado das suas marcas a respeito. Esses
niveis (da auséncia da idéia de totalidade a repartir, para a
presenca da idéia de partes resultantes, mas ndo das relagdes
que as geraram) teriam surgido pela intervengdo do experi-
mentador e pela presencga de referentes no enunciado.

As contribuicdes referidas nos animam a destacar, entre as
tarefas por nés utilizadas, a produg@o e a interpretagio de nota-
coes sobre as repartigdes executadas com material. Seguimos
propondo que estes momentos seriam de provocagao privile-
giada da tomada de consciéncia das agdes e relagdes em jogo
nas acdes efetuadas, mas também da construgao das formas de
representacao convencional da operacdo de divisdo.

Método

Os participantes do estudo foram seis alunos do ensino
fundamental (de 7 anos e 3 meses a 8 anos e 10 meses de
idade), de uma escola publica da periferia de um municipio
da area metropolitana de Curitiba. Eles foram agrupados em
triades (uma triade de 1* série e outra de 2* série) porque o
projeto de pesquisa em que este estudo estd inserido também
se volta ao exame das trocas sociais infantis durante a realiza-
cdo das tarefas (dimensao ndo aqui abordada). A composi¢do
das duas triades ocorreu por sorteio aleatério, respeitado o
critério da defasagem 6tima (Doise & Mugny, 1981).

As tarefas oferecidas, caracterizadas como situacdes-
problema de divisao elementar por parti¢ao (Vergnaud, 1985),
foram propostas oralmente pelo pesquisador em duas sessdes
(de até 40 minutos), para solucao conjunta dos componentes
das triades segundo estratégias proprias de cada um deles.

O material utilizado consistiu de: uma cole¢ao de até 20
fichas de plastico (mesma cor), uma caixa com uma diviséria
repartida em duas metades, dois bonecos, folhas de cartolina,
canetas hidrocor. As criancas podiam nomear os elementos
conforme suas proprias interpretacdes dos problemas, por
exemplo: fichas, chocolates, balas ou bolachas para os dois
bonecos, ou para serem repartidas “entre vocés trés”. Hou-
ve gravacdo em video de toda a seqiiéncia de eventos com
posterior transcricdo, para cada triade, de todas as acdes e
verbalizac¢des das criangas e do adulto.
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As situacdes-problema consistiam em repartir colecdes de
fichas em duas e trés partes iguais em uma sessdo, e em trés
(as trés criangas) e quatro partes iguais (as criangas e o pesqui-
sador) na outra sessao. A extensdo numérica das colecdes (0
dividendo), escolhida ao acaso por cada crianga em sua vez (a
“rodada”), limitava-se a 20 elementos. Eis o tipo de instrug@o
dada pelo pesquisador: “Escolha, sem ver, muitas fichas (ou
“balas”), para repartir entre os dois bonecos.”, ou “... para
repartir entre vocés trés...” (por exemplo: 14 fichas repartidas
pelas trés criancas). Depois da reparti¢@o, as criancas eram
solicitadas a interpretar o que haviam obtido e como: “Vejam,
por que ficou assim? O que aconteceu agora?”. Em seguida,
a cada reparticdo, eram convidadas a produzir, na cartolina
unica, notag¢des a respeito do que fora executado: “Marquem,
desenhem, escrevam com nidmeros ou com letras, do jeito
que voces quiserem, o que aconteceu quando LuF repartiu
as balas pros bonecos.”. Apods fazer as notagdes, as criancas
eram convidadas a interpretar suas produgdes: “O que vocé
quis dizer com este desenho?”; “Por que vocé marcou isto
assim?”. Em seguida, eram ainda convidadas a identificar o
nimero de partes equivalentes obtidas da reparti¢do e que
recompunham a quantidade total repartida: “Vejam ali na
mesa quantas partes (ou montes) de balas t€ém.”, “...olhando
os montes, como € que dd pra descobrir quantas balas vocés
repartiram em tudo?” (Piaget & Szeminska, 1971; Vergnaud,
1985). Como justificamos, essas tarefas aconteceram em
ciclos alternados de: solucdo pratica com apoio no material
com interpretacdo do executado; producdo de notagdes e
interpretacdo das notagdes produzidas, identificacdo do
nimero de partes equivalentes. Este ciclo foi cumprido por
trés vezes (as “rodadas”).

Em todos esses momentos, intervenc¢des do pesquisador
ocorreram conforme a necessidade de: orientar as criancas
na compreensdo do que o problema pedia (“Vejam, repartam
as fichas para os dois bonecos ficarem com o0 mesmo tanto
igual de fichas.”); desafiar, mediante perguntas, as solucdes
incompletas ou menos avangadas para a busca de outras so-
lugdes (“Mas serd que assim estio todos com 0 mesmo tanto
igual de fichas?”’); mediar as diferentes solugdes expressas
pelas criangas para provocar-lhes alteracdes e re-interpreta-
¢oOes das realizacdes de uma e outra delas (“Olhem ali, o que
o We marcou; serd que pode também ser assim?”). Outros
exemplos dessas formas de intervengdo aparecem nos trechos
de protocolos expostos na parte de resultados.

A andlise dos dados obedeceu a diferentes niveis de
descricao qualitativa, microgenética, das caracteristicas das
realizagdes préticas e notacionais de cada crianga, tal como
interpretadas por elas, para: a) identificar e descrever os tipos
de concepcao de divisao ali revelados; b) apreender a relacio
entre as modifica¢des das realizacdes de cada crianca e os
diferentes patamares alternados dessas realizagdes (execu-
¢oes praticas, interpretacdes verbais, produgdo de notagdes,
interpretacdo das notagdes) (Gillieron, 1980). Para tanto,
recorremos a indicadores oferecidos pela literatura; por
exemplo, as relagdes tipicas de busca de uma medida a partir
de um operador escalar nas divisdes simples por parti¢do
(Vergnaud, 1985); as peculiaridades infantis na identificacio
dos termos e das relagdes entre eles em divisdes elementares
(Correa & cols., 1998; Kornilaki & Nunes, 1999; Moro, 1999;
Nunes & Bryant, 1997).
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Resultados

Os resultados sdo expostos, a seguir, em trés partes: a
parte A apresenta, em sintese, as concepg¢des de divisao infe-
ridas das reparti¢des tal como interpretadas pelas criancas; a
parte B, também em sintese, expde as concepgdes de divisdo
inferidas da producdo e da interpretacdo das notagdes; e a
parte C, os niveis de tomada de consciéncia das relacdes
pertinentes a divisdo, os identificados para as seis criangas
examinadas.?

A. Concepcoes de divisao a partir das execucoes
interpretadas das reparticoes

1° Concepgdes pré-aditivas: as reparticdes de colecdo vao
desde as que se restringem a duas partes ndo adiciona-
veis, ignorado o resto, até aquelas em trés e quatro partes
por distribui¢do, mas com resto unitdrio reconhecido e
equivaléncia das partes obtida com ajuda.

2° Concepgdes aditivas: as partes obtidas das reparticdes por
2, 3 e 4 sdo vistas como parcelas de adicao, quando ha:
exclusdo do resto unitdrio, indistin¢do divisor/quociente
e dividendo/quociente e solu¢des de compromisso para
mudar o dividendo ou o divisor.

3° Concepcodes elementares de divisdo: as reparticdes por
dois t€m a extensdo de suas metades identificada com
distingdes dividendo/quociente, divisor/quociente. Mas
as reparticdes por trés e quatro, sem ou com resto, tém
apenas os termos da divisao pontualmente identificados;
as partes resultantes sdo vistas como equivalentes e ainda
adicionaveis, consistindo em “... x elementos para cada

2

um... .

B. Concepcoes de divisdo a partir das notacoes em sua
producao e interpretacao

1° Auséncia de qualquer concepcao de divisdo: reproducao
de expressdes aritméticas aditivas com reconhecimento
pontual do resultado ou de algum termo, sem relagio com
o repartir efetuado.

2° Concepgdes pré-aditivas: producdo de desenhos e/ou
algarismos para as partes obtidas, mas que nem sempre
a estas correspondem em nuimero e/ou grandeza. Ha
reconhecimento pontual de valores ou termos isolados,
ausentes relagdes entre eles.

3° Concepgoes aditivas: producdo de expressdes aritméticas
aditivas e/ou subtrativas tidas como relativas ao repartir
efetuado, com dividendo (composto e decomposto) e
partes obtidas (em nimero e grandeza correspondentes),
incluido e/ou excluido o resto.

4° Concepcdes de transicao da aditiva a de divisdo elementar:
producdo de desenhos com algarismos ou de expressdes
aritméticas correspondentes as partes obtidas (conforme
o divisor), ao dividendo (decomposto e recomposto) e ao
resto, com identificagcdes ainda oscilantes das relacdes

3 Cadaexemplo € identificado pelas iniciais adaptadas do nome do sujeito,
a série escolar (1° ou 2°) e/ou sua idade cronoldgica (anos e meses). A
abreviatura exp indica interveng@o do experimentador.
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entre esses termos, mas com indicag@o do repartir como
acdo que transforma o estado inicial (coleg@o total) na
final (as partes).

5° Concepgdes elementares de divisdo: producao de relato
escrito alfabético com a idéia de que o dividendo (estado
inicial) ao ser repartido transformou-se nas partes (estado
final) e no resto, com distingdo entre dividendo, divisor
e quociente; ou de expressdes candnicas de divisdo e/ou
de multiplicac@o cujos termos, sinais e valores sdo vistos
como correspondentes ao repartir efetuado.

C. Niveis do processo da tomada de consciéncia das
relacoes de divisao

Nivel I — Menos avangado: da concepcdo pré-aditiva de
divisdo, com dois sub-niveis:

Sub-nivel I A — de progresso restrito do primado da “me-
tade” (biparticdo), para o repartir em mais de duas partes,
quando ha: a) reorganizagao restrita do “saber repartir” em
duas ou trés partes equivalentes; b) conceitualizacio precdria
da equivaléncia das partes, de significado numérico instavel,
por abstragc@o empirica do resultado (estado final), ausentes
ligagdes com a grandeza repartida (estado inicial) e, muito
menos, com o nimero de partes obtidas; ¢) reproducdo nota-
cional mecanizada, ndo ligada a reparti¢ao efetuada, exceto
para a representag@o isolada de partes “configuradas” do
estado final. H4 descompasso importante entre avangos de
um “‘saber repartir” restrito e sua conceitualizacdo quanto a
origem das partes equivalentes, sobretudo no plano das no-
tacdes. A tomada de consciéncia teria ocorrido por abstragdo
empirica restrita ao resultado da acdo pratica de repartir, au-
sente a abstrac@o de qualquer relacdo com a a¢do de repartir
uma grandeza, o estado inicial. Por exemplo:

Para 10+3, Sue (7 anos e 4 meses, 1* série), distribui as
fichas para Deb e LuF, excluindo-se da reparti¢do: “Cinco
para cada.”’; Deb: “Ndo! Pra vocé também!”’; Sue redistribui
fichas com ajuda dos parceiros, cada um fica com trés; Deb:
“Td certo.”; Sue (aponta suas trés fichas na mesa, tem uma
ficha na mao, olha LuF) ... quantas vocé tem?”’; LuF (conta
todas as fichas na mesa): “...tem nove.”; exp: “Tem nove?
Mas eram quantas que a Sue escolheu para repartir, Sue?”;
Sue olha exp e fichas enquanto parceiros anunciam total,
extensdo das partes, nimero de partes; adiante, Sue repete
com o exp: “Trés.” (para as criangas presentes), e acena afir-
mativamente a resposta “... trés...” dos demais a pergunta do
exp sobre quantos chocolates para cada um. Depois, olhando
producdo de Deb e a de LuF, Sue faz a seguinte notagao:

&'er

i@

A

Figura 1. “... é trés, € trés”.

Interpretando sua notag¢@o, Sue (aponta algarismos): “E trés e
trés.”; exp: “Vocé marcou aqui trés?”; Sue: “Marcou.”; exp:
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“Trés e trés é assim?”; Sue: “Trés.”; exp: “Quer dizer trés
e trés assim juntos?”’; Sue (aceno afirmativo); exp: “Ndo é
trés pra cada?”; Sue: “Eo trés, o trés”.

Sub-nivel I B — de progresso da apreensao pregnante de
partes equivalentes (estado final) para esbogos de relagdo
entre essas partes e o total repartido (estado inicial), havendo:
a) reorganizagdo de um ‘“‘saber repartir” estavel em partes
equivalentes para cada “divisor”, mas resisténcia ao resto
unitdrio; b) conceitualizacdo estdvel para partes equivalentes
em reparticdes exatas, por abstracdo pseudo-empirica, mas
relag@o instavel das partes com o total repartido, sendo a
acdo de repartir evocada isoladamente; c) reproducao nota-
cional mecanizada: as marcas numéricas para partes e total
t&ém reconhecimento pontual por abstracdo empirica, mas
ha auséncia de relagdes entre eles. Ha descompasso notério
entre avangos de um “saber repartir’” uma grandeza em partes
equivalentes e o de uma conceitualizac@o relacional muito
elementar entre os termos da reparti¢do, o mesmo ocorrendo
em relag@o as suas notagdes. Estas aparecem sem significado
numérico e relacional. A tomada de consciéncia, por abstra-
¢do pseudo-empirica, seria a da relacdo entre as partes e a
grandeza repartida, sobretudo no plano da a¢do; no plano da
sua notagdo teriam ocorrido abstragdes empiricas da presenga
de grandezas numéricas e da significacdo isolada de sinais
aritméticos. Por exemplo:

Para 12+3, Ig (8 anos e 4 meses, 2°* série), depois de
contar as 12 fichas, distribui-as, uma a uma, obtendo trés
partes de 4 fichas; confere as partes com os parceiros e diz:
“Um, dois, trés, quatro, é quatro... ndo sobrou.”; exp: “Entdo,
o que aconteceu?”’; Ig: “E quatro, quatro, quatro.”; nada
diz enquanto, a perguntas do exp, We atribui ao repartir a
obtencdo das partes; mas recorda com os parceiros, o total
repartido: “Doze.”, e a extensdo de cada parte: “Quatro.”.
Adiante (Figura 2), olhando o que Vi faz, escreve ‘o Igor re-
partiu 20 para e de com’, risca 20 e ‘com’ quando Vi o faz; Ig:
“Eu terminei.”; exp (para Ig): “Deu quantos para cada um?
Marque al.”’; Ig (olha notacdo de Vi): “Trés, ali.” (marca 3);
exp: “E 56 olhar ld (mesa com material) ; Ig: “Quatro! Ndo
sei onde ponho.” (olha o que Vi faz)...”. Faz uma continha,
escreve 20+-3=4; adiante, conforme Vi, risca 20 e faz 12+3=4.

g leen &8 Fa2Tru |

-plnn 3E -IS‘.E— -J

e E =

Figura 2. “Repartido... € de tird trés?”.

Ao interpretar sua notac¢ao, Ig nao 1€ o que marcou. Quando
We 1€ seu préprio escrito “O Igor repartiu...” Ig diz: “Doze.”;
[...]; adiante, quando exp contesta sinal de — na notagdo de
We: “Doze menos trés? Foi isto que vocés fizeram? De doze
tiraram trés?”, 1g diz: “Repartido.”; exp: “E é este o sinal
de repartir?”’; Ig (olha suas notagdes, sinal de +): “E de tird
trés?”.
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Nivel IT - Intermediério: da concepgdo aditiva de divisdo,
também com dois sub-niveis:

Sub-nivel IIA — de estabiliza¢do da idéia aditiva de di-
vis@o, com 0s tragos seguintes: a) reorganizacdo acentuada
de um “saber repartir” grandezas em duas ou trés partes
equivalentes conforme o “divisor”’, mas com resisténcia
a identificacdo de resto ndo unitdrio; b) conceitualizacio
progressiva de relacdes aditivas entre as partes obtidas de
um repartir, nem sempre evocado, resultando na grandeza
repartida. H4 abstragdo pseudo-empirica estavel da relag@o
entre duas partes, mas instavel para trés partes, sobretudo
com resto ndo unitdrio; c) producdo notacional intencional
progressivamente correspondente as partes conforme cada
“divisor” e a grandeza repartida (composta pelas partes),
por abstracdo pseudo-empirica de sua relagdo aditiva, com
resto excluido. Ocorre pequeno descompasso entre: avangos
expressivos de um ““saber repartir” uma grandeza em partes
equivalentes, avancos da conceitualizag@o da relagdo aditiva
entre as partes e a grandeza repartida, e entre suas notagdes.
Estas tém significado numérico e relacional aditivo. Haveria
tomada de consciéncia de que partes equivalentes tém rela-
¢do aditiva estdvel com a grandeza repartida, por abstrag@o
pseudo-empirica, também no plano de sua notagdo. Por
exemplo:

Ao interpretar 8+3, feita por LuF, Deb (7 anos e trés
meses, 1* série) diz (com LuF): “Dois pra cada.”; exp: “E
sobraram quantos?”; Deb (com LuF): “Dois.”; exp: “Entdo,
os oito foram repartidos por quantos?; “Deb: “Trés.” (gesto
para si e parceiros); exp: “Deu quanto oito repartido pelos
trés?”; Deb (com LuF): “Dois pra cada um”. Adiante, Deb
produz sua notagao:

»
- 4
.-

Figura 3. “Dois pra cada um, a sobra, os bonecos”.

Interpretando sua notag@o, Deb diz, apontando parte e
“divisores”, dividendo e resto com corre¢@o do registro da
grandeza e da escrita repetida de algarismos: “Fiz dois pra
cada um, a sobra, os bonecos.”; exp: “E aqui (borrados) vocé
marcou e tinha riscado, né?”’; Deb: “E, era o dois.”; exp: “E
precisava?”’; Deb: (aceno negativo); Exp: “Ndo!...”; exp: “E
este niimero (8) quer dizer o qué?”’; Deb: “Que tinha mais,
era em tudo’.

Sub-nivel II B — de transi¢do da concepg¢do aditiva para a
de divisdo elementar, consistindo de: a) organizacio estdvel
de um “saber repartir” grandezas em duas e trés partes, com
ou sem resto além do unitdrio; b) conceitualizacdo estavel
das partes como parcelas da grandeza repartida, em divisdes
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com ou sem resto. Ha identificacdo dos termos da divisdo,
mas somente de relacdes entre estado final e o estado inicial,
evocada a transformacdo deste pelo repartir; ¢) produgio
notacional intencional para as partes obtidas conforme cada
“divisor” e para os demais termos envolvidos. Relacdes
entre os estados final e inicial sdo apontadas por conta da
interpretagdo dos primeiros registros da acdo de repartir. E as
partes sdo vistas como “de todos e de cada um”, compondo
e recompondo aditivamente a grandeza repartida.

Nesse sub-nivel, o descompasso ocorre entre 0s avangos
da conceitualizag¢do de relagdes elementares de dividir no
plano da execugdo das reparti¢des, por abstracao pseudo-
empirica, e os modestos, mas firmes avancos das notagdes
que evocam relacdes elementares a partir do repartir, a favor
desses tltimos. Por exemplo:

Para 8+3, LuF (8 anos e trés meses, 1* série) (conta as
oito fichas, da as fichas, uma a uma, para Sue, Deb e para si
e separa duas fichas ao lado) “... e tem que deixar dois.”; exp:
“E quantos que sobrou?”’; LuF: “Dois, e se desse esses dois,
um pra mim, um pra ela (Deb), dai ela (Sue) ai ficar sem.”;
exp: “Se tivesse um outro menino aqui (aponta 2 fichas resto),
ele podia ficar com estas?”’; LuF: “Dat, podia.”; exp: “Deu
quanto oito repartidos por trés?”; LuF (com Deb): “Dois
pra cada um.’; exp: “E o que é que sobrou?; LuF; “Dois,
sobrou.”. Adiante, LuF faz sua notagdo:

T
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Figura 4. “ Oito, repartido”.

De sua notacdo, LuF diz: “Marquei dois pra este, dois
pra este, dois pra este...” (aponta cada boneco com fichas
desenhadas e algarismos 2), os trés; exp (palavras): “E
aqui, o que é que vocé escreveu?; LuF: “Que sobrou dois.”;
exp: “E vocé ndo precisou marcar em tudo quanto era?”;
LuF: “Ndo.”; exp: “Mas vocé se lembra quanto era?”; LuF
(aceno afirmativo); exp: “Quanto que era?”’; LuF: “Qito, os
repartido”.

Nivel III — Mais avancado: da concep¢ao elementar de
divisdo, com dois sub-niveis:

Sub-nivel III A: de transi¢cdo de um repartir estavel para
o dividir, com os tracos seguintes: a) organizacio plena de
reparticdes em duas e trés partes com grandezas diversas; mas
ha marcas aditivas na organizagdo das reparticdes por trés e
quatro (com grandezas extensas e resto além do unitario); b)
conceitualizacdo estavel das relagdes de transformagao entre
estados inicial e final conforme o repartir efetuado, com iden-
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tificacéio dos termos da divisao e distin¢do divisor-quociente.
Mas as partes sdo “de todos e de cada um”, conforme cada
divisor, ausente a idéia de quociente como extensao numé-
rica de qualquer das partes; ¢) da passagem da reproducio
notacional parcialmente mecanizada a produgdo notacional
intencional candnica dos termos da divisdo, presente o repar-
tir na relagdo entre estados inicial e final e incluida a relagéo
do resto com as partes obtidas e o dividendo.

Ha descompasso a favor de expressivos avangos no pla-
no da conceitualizacio das ag¢des de repartir, por abstragdo
reflexionante de relagdes préprias da divisdao, em compara-
¢30 a limites acentuados na producdo de notag¢des. Porém,
estes limites sdo menos acentuados na interpretacdo dessas
notagdes. Por abstrag@o reflexionante, haveria tomada de
consciéncia de relagdes tipicas da divisdo, sobretudo no plano
das realizacdes préticas. Por exemplo:

Para 12+3, We (8 anos e 10 meses, 2% série) antecipa: “...
doze, seis pra cada um.”; Vi: “Ndo!”; We: “Seis pra cada
um... e vai sobrd, vai sobrd... dois, eu acho.”;[...]; para cada
parceiro com quatro fichas, We: “Cada um ficaram com
quatro porque repartin.”’; exp: “Repartiu quantos?”’; We:
“Quatro pra cada.”; exp: “Quantos em tudo ele repartiu?”;
We: “Ah! Doze, repartidos pelos trés, ficou quatro”; exp;
“E deu sobra?”’; We com Vi: “Ndo.”. Copiando Vi, We faz
sua notagao:

Figura 5. “Dividido por trés, é quatro pra cada, quatro mais quatro mais
quatro, doze...”.

Para suas escritas alfabéticas, We (aponta 12, diz): “... o
Ig repartiu... doze, aqui, oh..., ndo aqui para cada, nos trés...
(completa palavra ‘resultado’ e escreve ‘para a cada’); exp:
“Deu resultado, o qué? Quantos pra cada um?”; We: “Trés
pra cada um.”; exp: “E trés pra cadaum?”’; We (olha sua es-
crita, aponta trés); exp: “E isto que estd ld?” (mesa com partes
compostas); We: “Ndo, quatro, é quatro.” (marca 4). Para a
expressdo 12-3=4, We: “Repartimo (e 1€)... doze menos trés.”;
exp: “Doze menos trés? Foi isto que vocés fizeram? De doze
tiraram trés?”; We: “Eh!”; Vi: “Ndo.”; 1g: “Repartido.” We:
“Repartimo.”; exp: “E este o sinal de repartir?”; Vi: “Dois
pontinhos.”; We: “Ndo, eu sei, (corrige, marca =) ...dividido
por trés, é quatro pra cada.”; para 4+4+4+=12, diz: “Quatro
mais quatro mais quatro, doze, como os montinhos ld. (aponta
mesa com fichas em partes) ... outro jeito de por’.

Sub-nivel III B — da estabilizacdo de relacdes elementares
de dividir, cujos tracos sdo: a) organizacdo plena de repar-
ticdes em 2, 3 e 4, com grandezas diversas e resto além do
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unitdrio e com estimativas plausiveis sobre as partes como
resultado da ag@o de repartir; b) conceitualizacio estavel das
relagdes entre os termos da divisdo, identificados, com as dis-
tingdes entre divisor e quociente, dividendo e quociente. As
partes equivalentes sdo “x elementos para cada um”, havendo
auséncia da idéia de quociente como grandeza qualquer das
partes obtidas conforme o divisor; ¢) producdo notacional
intencional, contendo relagdes de transformacdo do estado
inicial no final e com referéncias fortes a a¢ao de repartir e
as relacdes elementares de divisio.

Descompasso existe entre avangos conceituais expres-
sivos das notagdes, por abstracdo reflexionante de relagcdes
elementares de divis@o, e os da execugdo das reparti¢des, a
favor dos primeiros. Seria a tomada de consciéncia de rela-
coes proprias a divisdo trabalhada no plano da representagio
candnica da operagdo. Por exemplo:

Para 20+3, Vi (7 anos e 11 meses, 2% série) da fichas uma
auma em trés partes, enquanto We diz: “Dez pra cada..., vai
dd cinco pra cada um, vai dd quinze e vai sobrd cinco.”; Vi
(obtendo 6, 6, 8, redistribui elementos e obtém 7, 7, 6; retira
duas fichas das partes 7 e 7, obtém 6, 6, 6 com We dizendo
“Tira dois, agora vai dd seis.”); exp (para Vi): “E em tudo
eram quantos?”; Vi com We: “Vinte”; exp: “E foram repar-
tidos?”’; Vi: “Repartidos por trés,... ficaram seis para cada”;
exp: “E teve sobra?”’; Vi com We: “Os dois ld.” (duas fichas
separadas). Adiante, Vi produz suas notacdes:

Mo E SOBRRR
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Figura 6. “Nao! Vinte repartidos por trés... igual a seis, para cada um ...estes
daqui... e sobraram dois, € a sobra”.

Ao interpretar suas notacdes, Vi diz (20+3=06): “Vinte
vezes trés que ¢ igual...”; exp: “Vezes?”; Vi: “Ndo! Vinte
repartidos por trés... (aponta sinal e algarismos) igual a seis,
para cada um.”; exp: “Repartidos por quantos meninos?”; Vi:
“Trés, estes daqui.” (aponta 3 na expressao e &) “E sobraram
dois, é a sobra.”; exp (aponta a expressao aditiva): “E aqui?”;
Vi: “E para ver que se juntar tudo, fica vinte de novo, os seis
de cada e o resto.” (apontando parcelas).

Discussao

A. Concepcoes de divisao conforme o repartir e suas
interpretacoes

Em resposta ao primeiro objetivo deste estudo, a hie-
rarquia de concepcdes de divisdo, obtida do exame das
reparti¢cdes executadas com o material e interpretadas pelas
criancas, retrata a seguinte progressdo inicial da divisdo por
parti¢do: um primeiro momento, em que impera a distri-
bui¢do de uma colecdo em duas e, depois, em mais partes,
ausente a relacdo entre a acdo efetuada e seus resultados;
um segundo momento, de predominio de relacdes aditivas,
pelas quais, se ja hd identificagdo dos resultados do repartir,
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muita resisténcia ainda existe para compreender a relag@o
especifica dessa agdo transformadora com as grandezas em
jogo, ausente a distin¢do entre o escalar e as medidas sobre
as quais ele opera. Essa resisténcia tem sua quebra iniciada
com as concepgdes elementares de divisdo, mas que ainda
ndo trazem elaboragdo precisa daquelas relagdes, na auséncia
da idéia de quociente, propriamente dita.

A salientar, primeiro, que a hierarquia obtida ndo pode
ser vista como completa: ela refere-se somente ao que nos
revelaram as seis criancas examinadas. Também, ela con-
cerne apenas ao tipo de divisdo focalizada, a de particdo,
e com grandezas discretas pequenas. Mesmo assim, essa
hierarquia nos permite melhor integrar diferentes tracos que
a literatura aponta para a construg¢@o do conceito focalizado:
nas concepgdes pré-aditivas, a precocidade do repartir em
duas e, depois, em mais partes, por distribui¢do, quando é
forte o primado do resultado, interpretado como estatico e
eventualmente equivalente. Adiante, nas concepgdes aditivas,
repartir é a agdo da qual partes equivalentes resultam; mas
assume ela forte sentido aditivo, recompondo o total inicial,
ausente a relac@o da parte obtida com o divisor em sua acao
sobre o dividendo como escalar. E, depois, nas concepcdes
elementares de divisdo, o esbogo progressivo desse calculo
relacional, superados obstdculos ou confusdes, entre as quais
ado divisor com o resultado, aquele como operador, mas este
ainda nio como quociente.

Novamente, nessa construgio o esquema de repartir surge
como relevante. Precoce no repertério infantil e expresso
freqiientemente na distribui¢do um a um de elementos “para
que todos fiquem com o mesmo tanto igual”, o repartir teria
seu poder justamente porque dele resultam nao apenas a de-
composi¢ao de uma grandeza em partes, mas a recomposicao
dessa grandeza pela adicdo dessas partes, o que € proprio das
concepgdes aditivas. Logo, esta dimensdo daria ao repartir
um lugar necessdrio na construgdo da divisdo (Correa & cols.,
1998; Moro, 1999; Moro, 2004; Parrat-Dayan, 1985; Squire
& Bryant, 2002; 2003).

Porém, essa necessidade do repartir teria sentido na medi-
da em que seu emprego sustente a progressiva elaboracdo de
invariantes, os quais possibilitariam ao sujeito inferir relagdes
de transformacao de grandezas, as tipicas da divisao.

Com base em realizagdes de nossos sujeitos, terfamos,
por exemplo, como invariante, a correspondéncia “um a um”.
Esta, mesmo em seus momentos pré-operatdrios, permite atri-
buir a cada “divisor” um elemento até esgotar-se a cole¢ao, ao
serem obtidas partes equivalentes. Porém, com a inferéncia de
que a cada “divisor” cabe uma parte, daquela correspondéncia
surgiria a correspondéncia “um para muitos”, fundamental
ao cdlculo relacional com o operador escalar. Um outro in-
variante exemplar seria a relagdo inclusiva parte-todo que, de
modo integrado, organizaria a decomposi¢ao-recomposi¢ao
da grandeza total em x partes equivalentes, enumeraveis en-
tdo conforme o escalar e podendo ter cardinalidade estdvel.

Esses argumentos falam da necessidade do esquema de
repartir na elabora¢do das concepcdes aditivas de divisdo
por particdo. Mas, ele seria insuficiente a progressiao além
daquelas concepg¢des quando, mais que uma elementar
identificacdo de vdrias partes equivalentes, sdo exigidas
inferéncias relacionais mais sofisticadas sobre o papel do
operador escalar na obteng¢do da extensdo da parte como
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quociente (Kornilaki & Nunes,1999; Lautert & Spinillo,
2002; Nunes & Bryant, 1997; Squire & Bryant, 2002; Squire
& cols., 1999; Vergnaud, 1985). Os avancos (desencadeados
pelo préprio repartir) na elaboragio de invariantes como os
identificados, permitiriam, a0 menos em parte, chegar a idéia
mesma de divisdo (por parti¢do). Logo, se o repartir estda
estreitamente ligado a psicogénese da divisdo por parti¢do,
em seus momentos aditivos, € o dividir que estaria presente
nas concepcdes mais adiantadas, quando relagdes aritméticas
caracteristicas da operag@o se fazem presentes. Conforme a
hierarquia obtida, haveria um salto qualitativo relevante do
repartir para o dividir, em acordo com o que propdem Squire
e Bryant (2002). Porém, nesse quadro, o repartir seria ante-
cedente psicogenético necessario ao dividir.

E importante insistir que essa passagem do repartir para
o dividir valeria apenas para as divisdes por parti¢do. Como
vimos, Vergnaud (1983; 1985) oferece indicadores analiti-
cos relevantes sobre a complexa diferenca entre os cdlculos
relacionais envolvidos nos diversos tipos de divisdo, o que
da sentido ao argumento de que diferencgas psicoldgicas
importantes ocorreriam em cada um dos casos (Squire &
Bryant, 2002; 2003). Porém, também, sempre podem haver
dificuldades relativas aos procedimentos de apresentagdo e
de representacdo dos problemas.

B. Concepcoes de divisao conforme as notacgoes
produzidas e suas interpretacoes

A outra hierarquia, apoiada na andlise das notacdes das
criancas com suas interpretacdes, aponta concepgdes da
divisdo que vém: da auséncia de qualquer idéia de divisdo
para uma concepg¢do aditiva de divisdo, mas antes passando
por idéias pré-aditivas, quando predomina o reconhecimento
das partes obtidas, ndo necessariamente tidas como parcelas
a adicionar. Mas somente as concepgdes de transi¢do se
reportam a marcas relativas a transformacgdo efetuada na
colecdo, na busca de partes equivalentes conforme o operador
escalar. Assim aparece a progressiva superacio de obstaculos
a formulago notacional das relacdes pertinentes, para chegar
a modos candnicos de representacdo aritmética.

Inicialmente, temos que examinar as semelhancas e
diferencas entre a hierarquia de concepgdes identificadas
das notagdes, e aquela retirada das realiza¢des praticas das
criangas de reparticdo.As semelhancas sdo importantes,
pois as duas hierarquias trazem, em linhas gerais, desenhos
psicogenéticos que se correspondem. Mas, muito mais do
que semelhangas hd uma correspondéncia esperada entre
uma constru¢do no plano das agdes de repartir colegdes, e
aquela de suas formas de representagdo escrita: essas formas,
como sistemas de significantes, constituem-se, a partir da
idéia de homomorfismo, em instrumentos de simulagdo de
determinada realidade (ndo de sua reprodugdo absoluta e

simétrica) “... um meio de prever efeitos reais e de ‘calcular’

agoes a executar para provocd-las ou evitd-las” (Vergnaud,
1985, p. 201)*.

Por sua vez, as diferencas dizem respeito a producdes
que denotam a auséncia de concep¢do de divisdo e as que

4 A traducdo da citagdo do autor € de nossa responsabilidade.
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sdo de transi¢do, das concepgdes aditivas para as elementares
da divisdo. Sao diferencas que falam a favor da defasagem
relativa entre idéias e relagdes verbalmente elaboradas das
execucdes, e sua notagdo, cujo sentido pode ser apreciado na
descri¢do que fizemos dos niveis da tomada de consciéncia,
adiante discutida. Assim, por exemplo:

— notacdes relativas a auséncia de qualquer idéia de divisao
vém de sujeitos que expressaram sobretudo concepgdes
pré-aditivas de divisdo durante a interpretagdo verbal do
executado, quando hé centra¢do nas partes obtidas do
repartir, o resultado. Em suas nota¢des nio apareceram
marcas dessa transformagao pelo repartir; e, quando um
deles produziu o sinal canoénico de divisdo, copiou de
notacdes de parceiro, sem lhe atribuir o significado cor-
respondente; somente com provocagdo do adulto evocou
aacdo executada de repartir sem té-la como representada
pelo sinal.

— notacgdes de transicdo das concepgdes aditivas para as
de divisdo elementar sdo de sujeitos que formularam
relacdes pertinentes da divisao, sobretudo em problemas
de divisdo por 2. Porém, mostraram limites nas formas
de representacio, quer pelo apoio ainda presente em re-
lagdes aditivas, ou por dificuldades ao produzir nota¢des
préximas das candnicas, com alguma superagdo desses
limites nas interpretacdes de suas notagdes. Sao casos que
mostram o quanto construir sistemas notacionais requer
dominio de habilidades especificas de escrita numérica
e alfabética.

Um segundo aspecto a salientar é que esses resultados
sobre as notagdes retratam tendéncia assinalada na literatura
(Brito & Correa, 2003; Lautert & Spinillo, 2002; Moro, 2004)
sobre a constru¢do de modos de representacdo do repartir em
problemas de divisao por particio: da forca inicial de marcas
para o estado final (o resultado do repartir), para a de marcas
para a transformacdo efetuada (a ag¢do de repartir) sobre o
estado inicial (a grandeza repartida), em caminho que vai da
auséncia da idéia de divisdo para concepcdes elementares a
respeito, via concepcdes aditivas.

Sobre essa tendéncia, mantemos a explica¢do seguinte:
as criangas também fizeram notagdes observando as colegdes
de elementos resultantes do repartir, além de também serem,
neste estudo, provocadas a verificar quantas partes de exten-
sdo equivalente estavam presentes. Ora, parece significativa,
nessas circunstancias, a presenga de partes iguais simétricas,
por si sds pregnantes a apreensao figurativa inicial de algumas
criancas, apesar da precocidade do repartir. Dai que, para
algumas delas, seria pouco provavel representar o repartir
como agdo que transforma a grandeza inicial; ja, em outros
niveis, seriam esperadas marcas para o repartir como ag¢ao que
produz partes: a) adiciondveis, como nas concepgdes aditivas
de divisdo, ou b) equivalentes e contidas certo nimero de
vezes na cole¢do total e que a esta correspondem.

C. Os niveis da tomada de consciéncia das relacoes da
divisao.

Sobre os resultados referentes ao segundo objetivo do
estudo, a descricao que fizemos dos niveis da tomada de cons-
ciéncia das relacdes préprias da divisdo por particdo mostra
avancos de elaboracdo em cada nivel e entre niveis, ocor-
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rentes pela progressiva superacio de obstdculos conceituais
e relacionais referentes ao contido nas realizagdes praticas
de repartir, com o “dar-se conta” das rela¢des ali praticadas.
Obstéculos correspondentes sdo novamente enfrentados ao
serem produzidas notagdes a respeito, na medida em que
cada sujeito, conforme suas possibilidades, “d4-se conta” do
que necessita marcar sobre aquelas realizagdes, bem como,
do significado dessas marcas, para compreendé-las como
representacdes das acdes e/ou relacdes efetuadas.

Falamos a favor do papel necessdrio da tomada de
consciéncia na construg¢do focalizada, quando ocorreria o
interjogo de abstragcdes empiricas e pseudo-empiricas de
relagdes entre estados e transformacdes (Piaget, 1977), na
seguinte progressao:

a) de duas ou mais partes equivalentes resultantes do repar-
tir, sem aceitacdo da idéia de resto e sem relacdo com a
grandeza repartida;

b) de partes como resultado da decomposi¢@o da grandeza
repartida, e que também a recompdem: a cada “divisor”
corresponde sua parte (equivalente a dos demais), aceita
a idéia de resto;

c) de partes equivalentes que se repetem n vezes (e podem
ser contadas), conservando sua equivaléncia, e a da gran-
deza repartida (quando se inicia a distin¢@o entre divisor
e quociente);

d) de partes que resultam do repartir a grandeza n vezes: “as
partes de todos e de cada um”, conforme cada divisor,
ausente ainda a idéia de quociente.

O patamar, acima indicado como “a”, corresponde aos
descritos por Ferreira e Lautert (2003) para a crianca que
tiveram. Esse patamar retrata, de fato, abstracdes relativa-
mente iniciais da elaboracdo visada. Contudo, identificamos
outros patamares da tomada de consciéncia de esquemas
e relacdes, por termos realizacdes de mais sujeitos. Dessa
forma, se repartir elementos de uma coleg@o, distribuindo-os
um a um, em duas e/ou mais partes, por exemplo, revela um
“saber fazer” (conhecimento em ato) (Vergnaud, 1990; 1996),
ainterpretacdo dessa a¢@o e do que dela resulta é ocasido de,
no plano verbal, elaborar a presenca daquelas partes como
equivalentes e resultantes do repartir uma certa grandeza,
logo, de explicitar tais relacdes. Depois, produzir notagdes a
respeito dessas relacdes € ocasido de ativar o “dar-se conta”
daquelas agdes, relacdes e seus resultados no plano de sua
representacdo notacional. Em seguida, a interpretacdo das
notagdes traria a organizagdo daquelas acdes e relagdes no
plano do significado das marcas utilizadas para representa-
las, quando é reformulado o préprio sistema de representacao.
Enfim, voltar as partes obtidas para conta-las como partes
repetidas e equivalentes, seria nova ocasido para inferir a idéia
do operador, antes de retomar-se o ciclo, fazendo, via mate-
rial, outra reparticdo. Assim, essa alternancia ciclica traria a
expectativa de que a conceitualizagdo em curso influenciaria
a acdo (Piaget, 1978).

Os progressos observados na compreensio da divisdo
por particao de cada crianga aparecem estreitamente ligados
com o “dar-se conta” de esquemas e relagdes pertinentes ao
conceito, a ponto de se poder apontar a necessidade, desse
processo da tomada de consciéncia, aos avangos mesmo
modestos das criancas. E seu papel necessario tem a ver
com o formato da tarefa: o da alternancia ciclica entre
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execugdes interpretadas e notacdes interpretadas relativas
aquelas execucdes.

Porém, embora necessdrio, aquele processo nio seria
suficiente: outras condi¢des, combinadas, teriam seu lugar no
ativar os beneficios da alternancia ciclica das tarefas utilizadas.
Entdo, os avangos no aprender dever-se-iam também: ao pata-
mar conceitual de partida do sujeito, trazendo-lhe formas de
aproveitar, nas tarefas, suas experiéncias anteriores (escolares
e ndo escolares) com o conteido; a qualidade das intervengdes
do adulto (no papel de professor) ao amplificar as possibilida-
des de tomada de consciéncia de ac¢des, de relagdes entre elas
e seus resultados, de cada sujeito e entre eles na situacdo em
triades que empregamos (Ferreira & Lautert, 2003).

O que apontamos traz indicag¢des para a educagdo ma-
temadtica: a necessidade de tarefas cujo formato enseje a
execucdo interpretada de solugdes pelos alunos, alternada
com a producdo de notacdes a respeito. Assim, hd margem
para haver, de fato, a acdo do sujeito na construgdo de seu
conhecimento. Porém, apenas isto ndo basta: cabe ao profes-
sor conduzir tais situagdes, o que serd tanto mais produtivo
quanto melhor ele, préprio construiu o conceito que ensina.
Melhor saberia ele, entdo, trabalhar com o conhecimento
prévio dos alunos e identificar os obstaculos colocados a uma
construcdo conceitual especifica, bem como, os tdo relativos
pontos de “chegada”.

Compreender a divisdo por particio no ambito das es-
truturas multiplicativas tem sua histéria na aprendizagem
matemética. E uma histéria individual, mas que tem regula-
ridades entre os individuos, pelas possibilidades estruturais
cognitivas de cada um e em relacdo aos tipos de situacio.
Essa histdria se faz na medida em que o sujeito opera cole-
¢Oes numéricas, atua sobre elas, transformando-as. E uma
histéria longa (por exemplo, na escolaridade bdsica), com
saltos qualitativos e obstdculos epistemoldgicos, mesmo
porque seu dominio pelos aprendizes integra a necessidade
de elaboracdo dos seus sistemas simboélicos de representacao
(Vergnaud, 1985; 1990; 1991).

E a perspectiva de que o conhecimento se constréi se-
gundo a reacgdo circular entre o sujeito e os objetos “... o
primeiro conhecendo-se tdo somente na medida em que age
sobre aqueles, e os segundos ndo se tornando conheciveis
sendo em fungdo do progresso das agoes executadas sobre
eles” (Piaget, 1974, pp. 281-282).
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