ESTIMATIVA DA RELACAO HIPSOMETRICA EM CLONES DE Eucalyptus sp.
COM O MODELO DE CURTIS AJUSTADO POR METODOS BAYESIANOS
EMPIRICOS!
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RESUMO — Neste trabalho foi considerado o modelo de Curtis para a relagao hipsométrica em clones de Eucalyptus
sp. com os parametros sujeitos a restri¢des. Para fazer a inferéncia dos pardmetros do modelo com restri¢oes,
utilizou-se uma abordagem bayesiana com densidade a priori construida empiricamente. As estimativas bayesianas
sdo calculadas com a técnica de simulagdo de Monte Carlo em Cadeia de Markov (MCMC). O método proposto
foi aplicado a diferentes conjuntos de dados reais, dos quais foram selecionados cinco para exemplificar os
resultados. Estes foram comparados com os resultados obtidos pelo método de minimos quadrados, destacando-se
a superioridade da abordagem bayesiana proposta.
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ESTIMATE OF THE HYPSOMETRIC RELATIONSHIP FOR Eucalyptus sp.
CLONES WITH THE CURTIS' MODEL FITTED BY EMPIRICAL BAYESIAN
METHODS

ABSTRACT — The model of Curtis was considered in this work for the hypsometric relationship in Eucalyptus
sp. clones with parameters submitted to restrictions. A Bayesian a priori density was empirically constructed
to infer the parameters of the models with restrictions. The Bayesian estimates are calculated using Monte
Carlo Markov Chain (MCMC) Method. The proposed method was applied to different groups of real data
fromwhich five were selected to show the results. Those were compared to the achieved results by the minimum
square method and the superiority of the Bayesian approach is highlighted.

Keywords: Curtis' Model, Bayesian inference, Height-diameter relationship, Restriction parameters, MCMC.

1.INTRODUCAO Para contornar esses problemas, tem-se como pratica
medir na parcela a altura de parte das drvores e os
diametros de todas estas, bem como através dos pares
altura-diametro mensurados, estabelecer relacao
matematica que possibilite estimar as alturas das demais
arvores contidas nas parcelas. Essas relacdes matematicas

No inventdrio florestal, a quantificacdo das alturas
das arvores é fundamental, principalmente, para a
estimativa do volume de madeira dos povoamentos
e para fazer classificagdes destes quanto as suas

produtividades. Por sua vez, a altura € uma medida
indireta sujeita a erros e, normalmente, implica maior
tempo para sua quantificagdo quando comparada com
o diametro, fato que torna a operagao onerosa.

sdo conhecidas como equagdes hipsométricas, as quais
buscam estimar as alturas das arvores através da relacao
Dap (diametro do tronco da arvore a 1,3 m do solo)
e H (altura total da arvore).
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A grande dificuldade da escolha do melhor modelo
para representar essas relagdes hipsométricas se deve
a ndo linearidade da relagdo entre as variaveis
envolvidas e as restrigdes impostas aos parametros
dos modelos, por razdes biolégicas (PLACIDO etal.,
2004; SOARES et al., 2004). Esses dois fatores aliados
tornam o ajuste de modelos estatisticos para representar
as relagdes hipsométricas um problema de regressao
ndo linear, com restri¢des nos parametros.

Para que as estimativas obtidas com essas equacdes
sejam precisas, os métodos e modelos adotados tornam-se
cada vez mais sofisticados (MACHADO et al., 1993;
SOARES et al., 2004). Por sua vez, a abordagem do
problema com os métodos convencionais de inferéncia
estatistica, como método de maxima verossimilhanca
e método de minimos quadrados, torna-se ineficiente
para considerar as restri¢cdes nos parametros de varios
modelos propostos.

Neste trabalho foi considerado um desses modelos
propostos na literatura, conhecido como o modelo
de Curtis (CURTIS, 1967). O modelo de Curtis é
relativamente simples devido a possibilidade de
lineariza¢dao do modelo. Mas a presenca de restri¢cdes
nos parametros torna o problema de inferéncia
complexo.

Para resolver o problema de inferéncia com
restri¢gdes nos parametros para o modelo de Curtis,
é proposta neste trabalho uma abordagem bayesiana.
Os métodos bayesianos consistem basicamente em
assumir que os parametros de um modelo sdo varidveis
aleatdrias e as informacdes a priori sobre esses
parametros podem ser modeladas usando distribui¢cdes
de probabilidade. As distribui¢des a priori sdo
combinadas com as informag¢des provenientes de uma
amostra, dada pela fungdo de verossimilhanga, resultando
em uma distribuicao a posteriori para os parametros
do modelo. A grande vantagem dessa abordagem
consiste na facilidade com que certos problemas de
inferéncia podem ser tratados, como é o caso das
relacdes hipsométricas com restricdes nos parametros.

2. MATERIAL E METODOS

2.1. Localizacio e caracterizacio da area

Os dados utilizados para testar a metodologia
proposta foram coletados em florestas plantadas de
clones de Eucalyptus sp., da Votorantim Celulose e

Revista Arvore, Vicosa-MG, v.37, n.1, p.01-08, 2013

THIERSCH, C.R. et al.

Papel (VCP), naregido de Itapetininga, no Sul do Estado
de Sao Paulo, com coordenadas geograficas 23°562 S
de latitude e 42°212 W de longitude, a uma altitude
média de 655 m.

De acordo com Golfari et al. (1978), nessa regido
aprecipitagdo média anual € de 1.600 mm e a temperatura
média anual, de 20 °C. Os solos sdo predominantemente
Latossolo Vermelho distréfico.

2.2. Amostragem

Foram utilizadas cerca de 1.000 parcelas locadas
em povoamentos de Eucalyptus sp. com idades variando
de 2 a 8 anos, das quais foram selecionadas cinco
parcelas para exemplificar os resultados. A parcela
A foi mensurada em um povoamento de 2,33 anos
de idade e espacamento de 3,0x3,0 m; a parcela
B em povoamento de 3,46 anos e espacamento de
4,0%x2,2 m; a parcela C em povoamento de 4,94 anos
e espacamento de 5,0x1,5 m; a parcela D em povoamento
de 6,12 anos e espacamento de 3,0x3,0 m; e a parcela
E em povoamento de 7,64 anos, com espacamento
de 5,0x1,8 m.

Nessas unidades amostrais, cujo formato era circular
e com area de 500 m2, foram medidos os didAmetros
a 1,3 m do solo de todas as arvores e a altura total
de 10 arvores centrais e de cinco dominantes.

2.3. Modelo de Curtis

O modelo de Curtis para representar a relacao
hipsométrica é dado por:

H, =exp{pB,- B,Dap™'}*¢, @

em que H, representa a altura total da drvore i; Dap

€ o diametro do tronco da arvore i a uma altura de

1,30 m do solo; € b, € b, s@o os parametros do modelo

que, por razdes bioldgicas, estdo sujeitos as restricdes

do tipo B,>0e B,> 0, sendo ¢, o erro associado do
1

modelo.

2.4. Estimador de minimos quadrados

Considerando o conjunto de observacgdes
D={(H,Dap,), i=1, ...,n}, sob a hipétese de que arelagdo
entre altura H e didmetro Dap para essa amostra € dada
pelo modelo de Curtis, pode-se escrever para cada par
(H,Dap,) arelagdo:




Estimativa da relacao hipsométrica para clones de... 3

H,=exp{B, - B,Dap™'}*¢,
H,=exp(B, - B,Dap')*e
In(H)) = In(exp(B, - B,Dap;)*&)
In(H)) = In(exp(f, - B,Dap,")) +Ing)
In(H) = B, - B,x,+ In(g)
Y= By- Bx+ e, @

emquey €oln,x €1/Dap, e €In(g) e os parimetros
e ja foram descritos anteriormente. Considerando as
n observagdes, pode-se escrever a relagao (2) na forma
matricial como:

Y=YB+e 3)

comY=(y,....y) eX=(",-x"),sendo I=(/,...,1)
um vetor (nx /) somente de uns e x = (x’,...,x,)". Além
disso, tem-see = (e, ...,e )’ e B=(,,B,) . Portanto,
o estimador de minimos quadrados para o vetor de
parametros a irrestrito pode ser calculado de forma
direta por:

B=xx)'x'yY @)
A matriz variancia do erro e pode ser expressa

como 02 = E(e’ e)/n. Portanto, um estimador nao viesado
para a variancia o 2 pode ser calculado como:

o 1 a) A
&= ——(r-xp) (r-xp) -

Devido a ocorréncia natural em determinados
povoamentos de algumas arvores em que ndo ha
proporcionalidade direta entre os didmetros a 1,3 m
do solo e as alturas totais e, também, devido ao pequeno
tamanho (n) das amostras que geralmente sdo utilizadas
em situacdes praticas, as estimativas de minimos
quadrados irrestritas para os parametros dadas em (4)
resultam, em muitos casos, em valores inconsistentes
biologicamente, ou seja, estimativas negativas que
ndo permitem predizer corretamente a relagdo entre
altura e didmetro das arvores (THIERSCH, 2007). Para
resolver esse problema, a solugéo € a inclusao das
restrigdes no problema de estimac¢do dos pardmetros,
e isso leva a considerar, juntamente com a equagao
(3), as restrigdes do tipo S € R, em que R={a,<f,<b,
i=0,...,p},p € N. Na defini¢do dessas restricdes sao
considerados, inclusive, os casos em que alguns ou
todos os a, podem ser - @ € 0s b, + ©. A solugdo numérica
desse problema pode ser encontrada, mas exige
condig¢des iniciais adequadas; caso contrario, implica
muitas dificuldades de convergéncia.

Para contornar tal dificuldade, estd sendo proposta
uma abordagem bayesiana para o cdlculo dessas
estimativas. Na abordagem bayesiana, as informagdes
a priori sobre os parametros podem compensar,
parcialmente, a pouca informacao extraida somente dos
dados quando estes constituem uma pequena amostra.

2.5. Abordagem bayesiana do modelo de Curtis

A abordagem bayesiana do problema de inferéncia
dos parametros de um modelo assume que esses
parametros sao variaveis aleatdrias, e qualquer informacao
inicial sobre eles pode ser modelada por uma fungéo
densidade de probabilidade a priori. Combinando essas
densidades a priori com a fun¢do de verossimilhanca
dos dados, por meio do Teorema de Bayes, chega-se
a distribuic¢do a posteriori conjunta. Denotando o vetor
de parametros de um modelo por 6, a densidade a priori
por 7, (0) e a fungdo de verossimilhanga associada a
um conjunto de observagdes D por L(DI16), entdo a
distribuicao a posteriori é dada por:

L(D[0)m, ()

O = b6y, @)d0

©)

A integral em (6) € uma integral multipla sobre
o dominio de defini¢do dos parametros 6 € O, que
representa a constante normalizadora da distribui¢@o
a posteriori, portanto € uma fungdo somente dos dados
D observados. E comum adotar a notacdo de
proporcionalidade para representar a densidade a
posteriori, dada por:

n(®]D)<L(D[0)m,(0) (7

Para maiores detalhes sobre inferéncia bayesiana,
ver Box e Tiao (1973).

a) Densidade de probabilidade a priori empirica

Para considerar as restri¢des do tipo B € R, em
que R=l/“,-<ﬁ,-<b,-’ i=1, ..., n}, serdo levadas em conta
as densidades a priori conjugadas Normal-Gama
Truncada para os parimetros assim f|t~ NT(8,, (zP)"),
em que 7=1/6">0 e 7~G(w, 4), ou seja, tem-se:

" ' ®)
(B oy 0] 5 (8- P(B-1if ()

Em (8), = (1, 1,)€ o vetor de hiperpardmetros de
locag@o e P é a matriz de precisdo, ambos conhecidos. 7,(3)
¢ uma fungdo indicadora tal que /,(B)=1se B Re I (B)=0,
caso contrario. A densidade a priori para 7¢é dada por:
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7, (7) e T exp{-A,7} ©®

Em ) v, e /’LO sao hiperparametros também

conhecidos. A priori conjunta é dada por:

7,(B,7) =7,(Bl7) 7,(v) (10)

Neste trabalho foi adotada uma abordagem empirica
para determinacido dos hiperparametros u e P. Para
isso, consideraram-se os percentis (Hp,Dapp) e(H dDapq),
com p<gq encontrados em dados histéricos coletados
anteriormente as observagdes da amostra D, os quais
ndo ocorreram obrigatoriamente de forma pareada (neste
trabalho foi considerado nas aplicagdes p=25% e g=75%,
mas outros percentis podem ser considerados sem perda
de generalidade). Assumindo que o modelo de Curtis

(1) € valido para esses percentis, pode-se escrever:

. Y 'ypj (1
=y, +|ZTLlx,
Ho yp {xq_xp gz

S ) 12

H —'[xq_pr 12

em que estamos considerando y,=In(H,), x,=In(Dap,)
para k=p,qge m = (u,", 4,"). A matriz de precisio P
também pode ser encontrada de forma empirica,
considerando-se um coeficiente de variagao constante
CV/. =Y, | M j=0,1 (BROEMELING, 1985), que expresse

a confianga nos hiperparametros u. Dessa forma, tem-se:

1 1

p,-L-—L . j-ol
¥ (CE/M;)Z (13)

Assume-se também que 3, e B, sdo independentes
a priori, de forma que P, =0 parai + j, (i,j=0,1).
b) A densidade de probabilidade a posteriori

Utilizando a metodologia bayesiana (ver detalhes
em ANDRADE et al., 2007), encontra-se a densidade de

probabilidade a posteriori para Be 7, que é dada por:
7(B,7|Vos o, P, D )oc T30

exp{—%[(ﬁ —B)v(p-p)+ W+27LO]}[R03)

(14)
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emque W=Y'Y+ BV, V=(X"X+P) e B é o estimador

bayesiano irrestrito, dado por:
B=X"X+P)'(X’X B+ Pu 15)
sendo f =(X’ X)"' X’ Y o estimador de minimos quadrados.

Para encontrar os estimadores bayesianos a partir
da densidade a posteriori conjunta (14), adotou-se
um algoritmo de simulacdo de Monte Carlo em Cadeia
de Markov (GILKS, 1998). Para isso, geraram-se
amostras das densidades condicionais a posteriori,
n(Blt,D), que é Normal-Truncada e 7(7l3,D), que
¢ uma Gama, ambas dadas por:

Blt, D ~ NT(B, (t V)" (16)
TIB.D ~ G(n/2+ v, +1, A(P)+24)  (17)

emque A(B)=(B- )’ V(B- B)+W. O algoritmo amostrador
de Gibbs Sampler utilizado para gerar amostras da
densidade a posteriori pode ser visto detalhadamente
em Gilks (1998), aqui ele € apresentado de forma
simplificada por:

e Algoritmo Gibbs Sampler:
1. Fazer j=0 e considerar a condi¢do inicial, 7©.
2. Gerar B+ de BU+DITW, D~ NT(BU+DV)!).

3. Gerar 7V de 79V | B+, D ~ G(n/2+ vV, +1,
A(BIY+2A).

4. Fazer j«—j+1 e repetir os passos (2), (3) e (4).

Para encontrar os estimadores bayesianos
obtidos via simulacdo de Monte Carlo, adotou-se
o procedimento sugerido em Gilks (1998). Considerou-se
um periodo de aquecimento (burn in) de 50% das
iteracdes iniciais. Os passos (2), (3) e (4) do algoritmo
Gibbs Sampler sdo repetidos até que a convergéncia
monitorada graficamente e com o critério de Geweke
(1992) seja verificada. Entdo, uma amostra &
selecionada a cada 10 itera¢gdes. Denotando por
09=(B,?, B,7, B, ", B, . T?}, j=1I,....M a amostra
resultante do algoritmo Gibbs Sampler, os estimadores
bayesianos obtidos via simula¢do de Monte Carlo
sdo dados por:

alo)= Ly (o)

J=1
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E os intervalos de credibilidade [0, (c),0," (1-)]
sdo estimados com base nos percentis da amostra,
dados por:

P61 (@)< 6/ < 6} (1-a)]=1-«
3. RESULTADOS E DISCUSSOES

3.1. Densidades a priori empiricas

Os parametros das densidades a priori empiricas
consideradas para cada parcela sdo dados na Tabela 1.
Esses valores foram calculados usando-se as equagdes
(11 a 13) com dados de parcelas ja analisados.

Tabela 1 — Parametros das densidades a priori empiricas das
parcelas.
Table 1 — Parameters of the empirical a priori densities of
the sample plots.

Parametros
T Parcelas
da priori
A B C D E

m, 3,1217 2,9786 3,6114 3,8143 3,5899
m, 6,0147 11,6334 5,4272 8,9840 5,9081
P, 0,1026 0,1127 0,0766 0,0687 0,0776
P 0,0276 0,3748 0,0339 0,0124 0,0287

2,2

Tabela 2 — Estimativas bayesianas e de minimos quadrados.

Consideraram-se nas equacoes (11) e (12) os percentis
de p=25% e q=75% e na equacio (13), fizeram-se os
coeficientes de variagdo CV =1e CV =10. Esses valores
sdo arbitrarios, porém a escolha de coeficientes de
variagdes grandes € sempre recomendavel para garantir
que as densidades a priori sejam curvas aplainadas
(flat curves).

3.2. Analise a posteriori

As estimativas bayesianas foram obtidas via
simula¢dao de Monte Carlo em Cadeia de Markov
(MCMQCQC). O algoritmo Gibbs Sampling gerou uma
amostra de tamanho 20.000, da qual foram
descartadas as primeiras 10.000 (burn in).
Selecionou-se da segunda parte um valor a cada
10 valores gerados (ou seja, 10.001, 10.010, 10020,...,
20.000), perfazendo, assim, uma amostra de tamanho
1.000, que foi utilizada para o cédlculo das estimativas
bayesianas via MCMC.

Um sumadrio das estimativas bayesianas e de
minimos quadrados encontra-se na Tabela 2.
Comparando as estimativas bayesianas com as de minimos
quadrados sem restricdes apresentadas na Tabela 2,
notou-se que vdrias estimativas de minimos quadrados
apresentam valores negativos, violando, portanto, as

Table 2 — Bayesian estimates and estimates of the minimum square.

Estimativa Bayesiana

Parcela

A Média D.P.

B, 3,1111 0,0106
B, 5,9474 0,1099
c 3,52e-4 8,91e-6
B Média D.P.

B, 2,9789 0,0030
B, 1,6328 0,0177
c 1,20e-4 1,79¢-6
C Média D.P.

B, 3,6045 0,0047
B, 5,3923 0,0619
G 1,15e-4 1,69¢-6
D Média D.P.

B, 3,8090 0,0049
B, 8,8602 0,0953
G 1,28e-4 1,95e-6
E Média D.P.

B, 3,5245 0,0114
B, 4,7258 0,1522
o 4.,45e-5 6,15e-7

IC (95%) M.Q.
[3,0905;3,1298] 2,5079
[5,7350;6,1596] -0,7369
[3,34e-4:3,71e-4] 1,37e-3

IC (95%) M.Q.
[2,9728;2,9842] 2,9786
[1,5984;1,6673] 1,6334
[1,17e-4;1,24e-4] 4,77e-4

IC (95%) M.Q.
[3,5949;3,6137] 3,2091
[5,2671;5,5098] -1,3087
[1,11e-4;1,18e-4] 4,54e-4

IC (95%) M.Q.
[3,7999;3,8177] 3,3764
[8,6812;9,0559] -1,2162
[1,25e-4;1,32e-4] 5,00e-4

IC (95%) M.Q.
[3,4933,3,5541] 3,1679
[4,2018,5,2697] -1,4071
[4,35e-5,4,5%9¢e-5] 1,76e-4
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Figura 1—Densidades a priorie posteriori para os parametros 3, 3,
e 62 do modelo de Curtis ajustado para a parcela E.

Figure 1 — Parameters of prior and posterior density B, 3, and
o’ of Curtis’ model fitting for the sample plot E.
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restri¢gdes bioldgicas impostas aos parametros. No
entanto, as estimativas bayesianas, dadas pela média
das amostras geradas da densidade a posteriori via
MCMC, apresentam sempre valores positivos. Os
intervalos de credibilidade bayesiana 1C(95%)
apresentados na Tabela 2 revelam a precisdo dessas
estimativas. Nota-se na Tabela 2 que, quando os
estimadores de Minimos Quadrados (MQ) resultam
em valores positivos, essas estimativas coincidem com
as estimativas bayesianas, como mostrado no resultado
da parcela B.

As densidades marginais a posteriori obtidas via
MCMC, juntamente com as densidades a priori empiricas,
sdao apresentadas na Figura 1, para cada um dos
parametros do modelo de Curtis ajustado aos dados
da amostra da parcela E. Os resultados das outras parcelas
sdao semelhantes.

Analisando as densidades apresentadas na Figura 1,
observou-se que a combinac¢do das informacgdes
fornecidas a priori com as informagdes extraidas dos
dados através da funcao de verossimilhanca localiza
o dominio de defini¢ao das densidades a posteriori
dentro do dominio das densidades a priori empiricas,
definido pelas restrigcdes impostas de forma
biologicamente aceitdvel. Além disso, a andlise a
posteriori aumentou a precisdo das estimativas dos
parametros, e isso pode ser constatado nos graficos
da Figura 1, observando-se densidades a posteriori
mais fechadas em relacao as densidades a priori. Esses
dois aspectos (localiza¢do e forma das densidades a
posteriori) destacaram a validade da proposta empirica
de construcdo das densidades a priori e também a
vantagem da abordagem bayesiana para tratar o problema
de inferéncia dos parametros e das relacdes hipsométricas
com restrigdes nos parametros.

As curvas estimadas usando os estimadores
bayesianos e de minimos quadrados para cada uma
das amostras dadas na Tabela 2 sdo apresentadas na
Figura 2. A andlise dessas curvas revela que, em
conformidade com as estimativas apresentadas na Tabela 2,
as estimativas de minimos quadrados (MQ) resultam
em uma relacgdo biologicamente inconsistente para
representar a relacdo hipsométrica nas amostras das
parcelas A, C, D e E. Na amostra da parcela B, ambas
as abordagens coincidem, mostrando que ha consisténcia
da abordagem bayesiana proposta com a de minimos
quadrados, quando esta dltima & factivel.
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Figura 2 — Ajuste do modelo de Curtis para as parcelas A, B, C,DeE.
Figure 2 — Curtis’model fitted for the sample plot A, B, C, D and E.
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4. CONCLUSOES

A abordagem bayesiana empirica proposta em
conjunto com a técnica de solugcdo via MCMC mostrou-
se vantajosa na consideracdo das restricdoes dos
parametros do modelo. As estimativas obtidas pelo método
de minimos quadrados (MQ) resultam em uma relagio
biologicamente inconsistente para representar a relagao
hipsométrica em quatro dos cinco conjuntos de dados
analisados, enquanto as estimativas bayesianas respeitaram
os limites impostos aos parametros para todos os
conjuntos de dados analisados.

A modelagem bayesiana proposta €, portanto,
recomenddvel como técnica alternativa precisa e eficiente
para a estimagdo dos pardmetros das relacdes
hipsométricas. No entanto, devido ao esforco
computacional dos métodos MCMC, uma avaliacao da
abordagem proposta neste artigo para tratar uma grande
massa de dados, como geralmente ocorre na pratica,
é uma questdo a ser considerada cuidadosamente.
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