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Como ferramenta auxiliar no ensino de F��sica, �e apresentada a utiliza�c~ao do software de computa�c~ao
simb�olica Mathematica, atrav�es dos seus recursos de programa�c~ao anal��tica e multim��dia. �E poss��vel
veri�car as rela�c~oes de freq�uências numa escala musical e o efeito do batimento, atrav�es de an�alise
matem�atica e reprodu�c~ao sonora via computador. Para �ns ilustrativos e pedag�ogicos, s~ao simulados
no computador efeitos sonoros comumente utilizados por m�usicos, como Tremolo, Phaser e Auto-
Wah. Estes s~ao modelados matematicamente de forma simpli�cada, tomando-se como base uma
onda sonora padr~ao, cujos parâmetros associados foram obtidos experimentalmente. Ressalta-se a
possibilidade do aprendizado autônomo.

As an auxiliary tool in Physics teaching, the utilization of analytical programming and multime-
dia facilities of the symbolic computing software Mathematica is shown. It is possible to verify
the frequency ratios in a musical scale and the beat e�ect by mathematical analysis and audible
reproduction by the computer. For illustrative and pedagogical purposes, sound e�ects commonly
used by musicians, such as Tremolo, Phaser and Auto-Wah are simulated. A simpli�ed mathemat-
ical model is de�ned for them using a standard sound wave whose parameters were experimentally
obtained. The possibility of self-teaching is evident.

I A m�usica e a ciência

O estudo da rela�c~ao entre a m�usica e as ciências f��sicas
vem desde a antig�uidade. Consta que Pit�agoras [1]
dedicou muito de seu tempo ao estudo dos intervalos
musicais em um instrumento chamado monoc�ordio, que
consiste apenas em uma corda sonora, presa em suas
duas extremidades, e um dispositivo m�ovel, que permite
que se fa�ca vibrar apenas uma fra�c~ao da corda. Um es-
quema de um monoc�ordio pode ser visto na Fig. 1.

Pit�agoras, experimentalmente, observou que
dividindo-se a corda exatamente ao meio (para tanto
se �xa o dispositivo m�ovel na metade do comprimento

da corda) e tocando-se a mesma, escutava-se o inter-
valo da oitava em rela�c~ao �a nota original. Outros
intervalos importantes, como a quinta justa e a quarta

justa, eram obtidos tamb�em por fra�c~oes de n�umeros
pequenos (rela�c~oes de 3/2 e 4/3 respectivamente). Os
pitag�oricos, ent~ao, desenvolveram um m�etodo de gerar
novas notas a partir das conhecidas: dividindo ou mul-
tiplicando uma dessas rela�c~oes por 3/2, e tomando sua
metade, se o resultado for maior que dois, ou dobr�a-lo,
no caso dela ser menor que um. Com isso pode-se obter
a escala diatônica, base de praticamente toda a m�usica
ocidental.
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Figura 1. Visualiza�c~ao esquem�atica de um
monoc�ordio.

O tratado mais importante sobre a rela�c~ao entre
a M�usica e a F��sica foi escrito no s�eculo XIX, por
Hermann Helmholtz [2]. Tendo estudado ele tamb�em
Medicina, seu livro Die Lehre von den Tonemp�ndun-

gen n~ao apenas trata da natureza f��sica da consonância
e dissonância dos sons, mas tamb�em da forma como o
ouvido humano analisa essas particularidades.

No s�eculo seguinte, o desenvolvimento da F��sica
tornou-se crucial para a constru�c~ao de novos instru-
mentos musicais, como a guitarra el�etrica e os sinteti-
zadores. Al�em disso, o advento da computa�c~ao tornou
poss��vel a pesquisa em algoritmos com as mais diver-
sas aplica�c~oes para a m�usica, citando-se a emula�c~ao da
criatividade em improvisa�c~ao atrav�es da inteligência ar-
ti�cial [3] e a an�alise de espectros sonoros por fun�c~oes
iterativas [4].

II O software Mathematica e a

simula�c~ao de ondas sonoras

A manipula�c~ao simb�olica de dados constitui um re-
curso primordial do software Mathematica, o qual
tamb�em inclui diversos tipos de express~oes anal��ticas,
possibilitando resultados exatos, o que necessariamente
n~ao �e poss��vel quando se utilizam m�etodos puramente
num�ericos. Al�em disso, c�odigos simb�olicos assim imple-
mentados apresentam uma diversa gama de aplica�c~oes,
inclusive recursos de multim��dia, permitindo, por exem-
plo, visualizar a varia�c~ao de um campo ao longo do
tempo e/ou mostrar, atrav�es de sa��das de caixas de som
do computador, o comportamento de uma fun�c~ao de
onda sonora de�nida matematicamente pelo usu�ario, o
que ser�a mostrado neste trabalho.

No estudo de ondulat�oria, o conceito de Onda

Senoidal �e apresentado como primeiro exemplo de
onda. A f�ormula geral de uma onda senoidal [5] �e re-
presentada pela fun�c~ao mostrada a seguir.

y (t) = A � sen (2�ft+ �) (1)

Onde y expressa a amplitude, A a amplitude
m�axima, f a freq�uência e � a fase.

A fun�c~aoPlay , dispon��vel noMathematica, disponi-
biliza para o usu�ario, na forma de som aud��vel, qual-
quer fun�c~ao matem�atica, programada pelo mesmo.
Programando-se o comando abaixo, �e poss��vel ouvir a
nota L�a:

Play[Sin[440*2*�*t],ft,0,1g]

Na linha de programa�c~ao acima, a freq�uência da
nota simulada �e de 440Hz, enquanto o segundo termo
do comando, ft,0,1g, indica que t �e a vari�avel que corre-
sponde ao tempo f��sico, e que o intervalo de simula�c~ao
adotado para �ns experimentais �e de 0 a 1 segundo.
Variando-se o valor da freq�uência �e poss��vel veri�car,
por exemplo, quais os valores aud��veis e compar�a-los
com os valores num�ericos fornecidos segundo tabelas
disponibilizadas na literatura.

III O fenômeno do batimento

O fenômeno do batimento, que ocorre quando duas
ondas de freq�uências pr�oximas s~ao sobrepostas, pode
ser facilmente simulado no Mathematica. Seu resul-
tado �e um som percebido pelo ouvido como a m�edia

das duas freq�uências, apresentando uma varia�c~ao de
amplitude numa freq�uência que �e a diferen�ca entre as
freq�uências das duas ondas. Para �ns educacionais, no
exemplo de�nido abaixo, o comando sobrep~oe duas on-
das senoidais de freq�uências 278Hz e 275Hz.

Play[fSin[(278*2*�*t)]+Sin[(275*2*�*t)]g,ft,0,5g]

Assim, torna-se poss��vel ouvir claramente a varia�c~ao
de amplitude no som produzido. Se variarmos uma das
freq�uências para aproxim�a-la da outra, podemos veri-
�car que a diversidade de amplitude �e cada vez mais
lenta. Trata-se justamente do procedimento adotado
pelos m�usicos para a�nar seus instrumentos: tocando
a nota levemente desa�nada junto com um padr~ao,
haver�a produ�c~ao de batimentos. Ajustando a a�na�c~ao
do instrumento, os batimentos v~ao se tornando cada
vez mais lentos, at�e cessarem por completo, quando a
nota estiver perfeitamente a�nada segundo o padr~ao de
acuidade humana. Desta forma, torna-se poss��vel ana-
lisar matematicamente para que valor num�erico con-
verge o erro relativo entre as freq�uências de batimento
quando o ouvido humano j�a n~ao mais percebe varia�c~oes
de amplitude.

IV Modelagem de ondas se-

gundo classes de efeitos

sonoros

Foi desenvolvido um procedimento cient���co para con-
solidar o processo de aprendizagem do aluno, visando
permitir o contato concomitante com a conceitua�c~ao
f��sica e musical de ondas e sua respectiva modelagem
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matem�atica simpli�cada. Como complemento a este
e visando valorizar aspectos art��stico-culturais, foram
analisados determinados efeitos sonoros, comumente
utilizados em est�udios e apresenta�c~oes musicais.

Tabela 1: Con�gura�c~ao de harmônicos da onda
tomada como padr~ao

Objetivando-se um bom resultado nas simula�c~oes,
inicialmente �e necess�ario escolher uma onda mais rica

que uma simples senoidal. Sabe-se que as notas pro-
duzidas via instrumentos musicais s~ao geralmente com-
postas por freq�uências fundamentais e seus harmônicos
associados. A rela�c~ao entre os harmônicos constitui um
dos fatores que contribuem para a de�ni�c~ao do tim-

bre de um instrumento musical. Para �ns experimen-
tais, a tabela 1 ilustra uma con�gura�c~ao de harmônicos
que foi gerada pela excita�c~ao da corda l�a de uma gui-
tarra Yamaha Eterna EG-303. Estes dados num�ericos
foram obtidos atrav�es da aplica�c~ao de uma transfor-
mada r�apida de Fourier na onda produzida pela gui-
tarra e simultaneamente registrada por um oscilosc�opio.

Assim, toma-se como modelo matem�atico aproxi-
mado uma onda composta por 10 freq�uências, apresen-
tando a seguinte forma:

y0 (t) =

10X
i=1

Ai � sen (2�fit+ �i) (2)

Numa etapa seguinte, utilizando-se o software Ma-

thematica, executa-se a seguinte linha de programa�c~ao,
para ouvir o sinal representativo da onda descrita pela
Eq. 2, que doravante �e assumida como padr~ao:

c

Play[f0.42*Sin[107.4*2*�*t-25]+0.81*Sin[214.8*2*�*t-125]
+Sin[322.3*2*�*t-220]+0.83*Sin[429.7*2*�*t-300]
+0.5*Sin[537.1*2*�*t-376]+0.17*Sin[644.5*2*�*t-457]
+0.1*Sin[751.9*2*�*t-272]+0.19*Sin[859.4*2*�*t-332]
+0.2*Sin[966.8*2*�*t-702]+0.1*Sin[1074.2*2*�*t-678]g,ft,0,2g]

d

�E importante ressaltar que as caixas de som mais
comumente usadas em computadores pessoais possuem
fraca resposta para freq�uências abaixo de 200Hz. Tais
distor�c~oes podem ser minimizadas ou mesmo elimi-
nadas utilizando-se fones de ouvido ou caixas de som
de melhor qualidade

Para analisar efeitos sonoros comumente utilizados
em est�udios e apresenta�c~oes musicais, s~ao escolhidos
três problemas de modelagem, que apresentam cres-
centes graus de di�culdade em serem computacional-
mente modelados e que s~ao descritos a seguir [6].

Tremolo - Esse efeito sonoro produz na onda uti-
lizada como entrada uma varia�c~ao peri�odica de ampli-
tude. �E como variar periodicamente o bot~ao de vo-
lume num aparelho de som. H�a dois parâmetros de
con�gura�c~ao: a varia�c~ao m�axima de amplitude e a ve-
locidade com que ela varia.

Phaser - O interessante resultado sonoro caracte-
rizado neste efeito �e obtido da seguinte forma: soma-se
�a onda original uma onda de mesma freq�uência fe am-
plitude m�axima A, mas com uma varia�c~ao temporal
e linear de fase, o que resulta em uma s�erie de inter-

ferências construtivas e destrutivas. O �unico parâmetro
desse tipo de efeito �e a freq�uência com que varia a fase
da onda somada �a original.

Auto-wah - O nome \wah" tem car�ater de ono-
matop�eia para o resultado desse efeito. No \wah" con-
trolado com o p�e, a varia�c~ao que se d�a ao pisar no pedal
faz com que a onda sonora tenha uma certa regi~ao de
freq�uências acentuada: pisando-se at�e o �m do pedal,
s~ao ouvidas as freq�uências mais agudas; voltando-se �a
posi�c~ao inicial, ouvem-se as mais graves. No auto-wah,
essa varia�c~ao �e feita de forma autom�atica, de maneira
que h�a sempre uma oscila�c~ao entre freq�uências mais
agudas e mais graves. �E importante ressaltar que a
onda padr~ao adotada �e discretizada (formada apenas
por 10 freq�uências, ver Eq. 2). Numa analogia seme-
lhante �a utilizada no efeito do tremolo, o auto-wah se
assemelha a uma varia�c~ao peri�odica no bot~ao tone de
um aparelho de som. Assim como o tremolo, ele possui
dois parâmetros: um que determina a varia�c~ao m�axima
da amplitude para as freq�uências ressaltadas, e outro
que de�ne o qu~ao r�apido ocorrer�a essa varia�c~ao.

A modelagem do efeito tremolo �e a mais simples das
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três e pode ser escrita da seguinte forma.

y(t) = [yo(t)]:[1 +D:sen(S:t)](0 < D < 1) (3)

Onde yo(t) representa a onda padr~ao, descrita pela
Eq. 2. O termo que �e multiplicado a yo(t) faz com
que a amplitude varie entre A[1+D] e A[1�D], sendo
a varia�c~ao mais r�apida ou mais lenta de acordo com o
parâmetro S1.

A modelagem seguinte �e a do efeito Phaser. Torna-
se simples modelar o efeito a partir de sua de�ni�c~ao:
somamos �a fun�c~ao yo(t) uma onda semelhante, por�em
acrescida de um termo interno �a fun�c~ao seno que varie
a fase da nova onda. A fun�c~ao �e mostrada abaixo:

y(t) = yo(t) +
10X
i=1

Aisen (2� � fi � t+ S � t) (4)

O termo S determina a rapidez com que a fase da
segunda onda varia com o tempo.

Finalmente, chegamos �a mais complicada dentre as
modelagens apresentadas, a do auto-wah. O efeito pode
ser modelado de forma an�aloga ao tremolo. Por�em, em
vez de variar a amplitude de toda a onda, �e preciso
ampli�car de forma peri�odica apenas algumas regi~oes

de freq�uência. Para solucionar matematicamente este
problema, insere-se em cada um dos 10 termos da
fun�c~ao yo(t) um fator semelhante ao utilizado na Eq.
(3), por�em utilizam-se defasagens diferentes para cada
termo, o que ressaltar�a cada uma das dez ondas compo-
nentes de forma diferente em cada instante do tempo.
A fun�c~ao arbitrada �e expressa a seguir:

c

y (t) =

10X
i=1

[Aisen (2�fit+ �i)] �

�
1 +Dsen

�
R�t+

i�

10

��
(5)

d

�E poss��vel veri�car a semelhan�ca entre a Eq. 5, que
descreve o auto-wah, e a Eq. 3, que descreve o tremolo.
Enquanto na Eq. 3 h�a um termo [1+D.sen(S.t)] multi-
plicado a yo, na Eq. 5 esse termo tem adicionalmente
uma fase dependente de i e �e multiplicado a cada com-
ponente do somat�orio da s�erie que de�ne yo. Isso re-
sulta na ampli�ca�c~ao de diferentes freq�uências, segundo
valores distintos atribu��dos ao tempo. Assim como no
tremolo, a varia�c~ao m�axima de amplitude �e fun�c~ao de
D, enquanto R expressa a velocidade dessa varia�c~ao.

Finalmente, o resultado sonoro das três novas ondas
de�nidas e representadas pelas Eqs. 3, 4 e 5 pode ser
ouvido e analisado com aux��lio do software Mathemati-

ca, executando-se o comando Play , anteriormente dis-
cutido. Para tanto, substituem-se nos parâmetros Ai,
fi e �i os valores num�ericos obtidos experimentalmente
e disponibilizados na tabela 1. Como dados comple-
mentares, variam-se convenientemente os parâmetros
S, R e D, sugerindo-se como valores iniciais D=0.3 e
S=20, para o Tremolo, S=10 para o Phaser e D=0.9 e
R=10 para o Auto-Wah.

V Conclus~oes

Foram apresentados exemplos educativos de utiliza�c~ao
dos recursos de gera�c~ao de som dispon��veis no software

Mathematica e sua aplica�c~ao no ensino de F��sica, com

poss��vel extens~ao ao da M�usica. Para se trabalhar o
processo de aprendizado, foi utilizada uma �unica fun�c~ao
do ambiente de programa�c~ao simb�olica, denominada
Play , que pode ser prontamente modi�cada on-line.
A demonstra�c~ao de conceitos geralmente vistos apenas
nos livros de F��sica, como o fenômeno de batimento,
mostra como os recursos de �audio do Mathematica po-
dem ser utilizados em um n��vel de conhecimento mais
b�asico. A metodologia desenvolvida permite que ativi-
dades de aprendizado em n��vel mais avan�cado, como a
modelagem e an�alise do Tremolo, Phaser e Auto-wah,
possam ser autonomamente trabalhadas pelo aluno [7],
permitindo-lhe modelar e interpretar efeitos ac�usticos
ainda mais complexos, estimulando assim sua criativi-
dade. O professor poder�a utilizar este ambiente e
complementar o processo de aprendizado discutindo na
classe aspectos art��stico-culturais, podendo implemen-
tar algoritmos simb�olicos de car�ater mais abrangente e
pedag�ogico.
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