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Sugerimos um esquema de aproximagdo analitica para estudarmos os fendmenos de oscilacdo de quéntica
de sabores de uma maneira pedagdgica e compreensiva. Apés uma breve descri¢do do stafus em que se encontra
o estudo tedrico dos fendmenos de oscilagdo, com uma discussao introdutdria dos resultados obtidos com ondas
planas, nés introduzimos o formalismo com pacotes de ondas de modo a estudar algumas caracteristicas pecu-
liares inerentes aos fendmenos de oscilagdo quintica. Seguimos um estudo analitico com um pacote de ondas
Gaussiano onde mostramos que as oscilagdes sdo limitadas por uma func¢do amortizada ao longo do tempo a
qual caracteriza o slippage (“‘escorregamento”) entre dois pacotes de ondas. Demonstramos que o spreading de
um pacote de ondas € tipicamente um efeito de segunda ordem, de fato, relevante no limite nao-relativistico. Ao
mesmo tempo, quantificamos uma fase adicional dependente do tempo a qual modifica o cardter standard de
oscilacdo da férmula de conversdo de sabores. Finalmente, consideramos uma fun¢do Quadrada e uma funcio
Seno para descrevermos a localizag¢@o das particulas e verificamos como se altera a probabilidade de oscilagdo
de sabores sob tais circunstancias.

Palavras-chave: neutrinos, oscilacio de sabores, pacotes de ondas.

We suggest an analytical approximation scheme to study the flavor quantum oscillation phenomena in a
pedagogical and comprehensive way. After briefly describing the status of the theoretical study of quantum os-
cillations, with an introductory discussion of the results obtained with plane waves, we introduce the wave packet
formalism in order to study some peculiar characteristics comprised by the quantum oscillation phenomena. By
following an analytical study with Gaussian wave packets, we show that the oscillations are bounded by a time-
dependent vanishing function which characterizes the slippage between the wave packets. We demonstrate that
the wave packet spreading is typically a second order effect which is indeed relevant in the non-relativistic limit.
In addition, we quantify an additional time-dependent phase which changes the standard oscillating character
of the flavor conversion formula. Finally, we consider a Square and a Sine function to describe the particle
localization and we verify how it changes the flavor oscillation probability under such circumstances.
Keywords: neutrino, flavor oscillation, wave packet.

1. Introducao

O problema de oscilagdo quantica é conhecido desde
1955 quando Gell-Mann e Pais [[1l], ao estudarem o
chamado 6 puzzle, observaram que autoestados de um
Hamiltoniano de interagdo ndo coincidem necessari-
amente com os autoestados de massa ou de decai-
mento de uma particula, e propuseram a existéncia de

dois kdons neutros para explicar os diferentes tempos
de decaimento observados experimentalmente. Um
pouco antes, em 1953, em um esquema para classi-
ficar as novas particulas que vinham sendo descober-
tas, Gell-Mann representava o kdon neutro K e sua
antiparticula K° como duas particulas distintas. O
decaimento de ambas as particulas em um par pion-
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antipfon 77~ era jd observado. Desde entdo, como
poderiamos saber qual particula houvera originado tal
decaimento: K° ou K°? Tal problema foi resolvido
quando perceberam que aquilo que observavam cor-
responde & mistura de dois estados, K° e K°. Desta
maneira, historicamente, pela primeira vez a inter-
feréncia entre dois estados com massas ligeiramente
diferentes aparecia no contexto da mecancia quantica.

Em 1955, Pais e Piccioni [2]] contribuiram signi-
ficativamente quando sugeriram que a propagacio de
autoestados de sabor, como uma superposi¢ao coerente
de autoestados de massa, levam a conversdo parcial de
um estado com um ndmero quantico de sabor inicial
em um estado com outro nimero quantico de sabor.
Verificou-se que probabilidade de transi¢do de sabores
oscila no espaco com uma fase de oscilagdo que de-
pende da diferenga de massa. Tal construcgdo tedrica foi
verificada em uma série de experimentos com sistemas
kadnicos neste mesmo periodo [3| 4, bl]. Oscilagdes
similares também foram observadas para os mésons B
em 1987 [i6].

Ja em 1957, Pontecorvo percebeu que a existéncia
de massas para neutrinos poderia representar a possi-
bilidade de oscilagdes quanticas similares para estas
particulas. A mistura de sabores para neutrinos, em
linhas gerais, foi sugerida pouco tempo depois [8]], e
o caso de oscilagdo para dois sabores, bem como sua
aplicac@o no estudo do problema de neutrinos solares,
foi examinado até o final dos anos 60 por Pontecorvo
e Gribov [9, [10]. Oscilagdes de sabores de neutrinos,
porém, sdo muito mais dificeis de serem observadas do
que as oscilacdes de sabores dos mésons, justamente
porque neutrinos t&€m massas muito pequenas e se
acoplam somente via interagdes fracas. E, portanto, de
longa data que as propriedades dos neutrinos, em par-
ticular, o problema de oscilacdo quantica, vém desper-
tando bastante interesse. Nos ultimos anos, uma série
de experimentos, seja com neutrinos solares [[L1, [12]],
seja com neutrinos atmosféricos [[13]], tem fornecido
fortes evidéncias sobre as massas e sobre a mistura de
sabores dos neutrinos [[14} {15 [16} [17]. Em paralelo, o
grande interesse no estudo dos fendmenos de oscilagdo
quantica [[18} {19} 20] tem estimulado um ntiimero cres-
cente de trabalhos com o propdsito de entender os
fundamentos tedricos que governam o fendmeno de
oscilacdo de sabores [211, 22, 23]]. Além do grande in-
teresse nesse campo, a dificuldade conceitual no en-
tendimento de alguns aspectos fisicos que se “‘escon-
dem” nas férmulas de oscilagdo representam um intri-
gante, e as vezes embarassante, desafio para os fisicos.

Bernardini e De Leo

O tratamento standard com ondas planas [24], 25]]
consiste na mais elementar aproximagdo utilizada no
estudo do problema de oscilagdo de sabores. Contu-
do, apesar de ser fisicamente intuitivo e simples, ri-
gorosamente, o modelo com ondas planas ndo ¢ su-
ficiente para o completo entendimento da fisica en-
volvida em oscilagdes quanticas. O tratamento com
ondas planas implicaria em um perfeito conhecimento
da energia e do momento e, conseqiientemente, uma
incerteza “infinita” na localizagdo espaco-temporal da
particula oscilante. Oscilagdes sdo destruidas sob tais
condi¢des [26]. De maneira a superar tais dificuldades,
um modelo com pacote de ondas para neutrinos ultra-
relativisticos foi introduzido por Kayser [26] e posteri-
ormente aplicado por outros autores [27} 25]].

Entretanto, uma objecdo muito comum a tal for-
malismo corresponde ao fato de que os autoestados
de massa (particulas oscilantes) ndo sdo, e ndo po-
dem ser, “diretamente” observados. Seria mais “con-
vincente” escrever uma probabilidade de transi¢do en-
tre particulas observdveis envolvidas na producdo e
na deteccdo das particulas oscilantes em um chamado
modelo de pacotes de ondas externos [20, 29].
Neste modelo, as particulas a serem estudadas se-
riam representadas por propagadores relativisticos que
se propagam entre a fonte e o detector. Os pa-
cotes de onda representariam as particulas externas
que estdo interagindo na producdo das particulas os-
cilantes (propagadores). A fungdo que representa o
overlap entre os pacotes de ondas que entram e que
saem no modelo de pacotes de ondas externos cor-
responde a prépria funcdo de onda do autoestado de
massa referente a particula que se propaga no tempo.
Notoriamente, pode ser demonstrado que as densi-
dades de probabilidade para particulas oscilantes ultra-
relativisticas (e estdveis), seja no modelo de Kayser
[26]], seja no modelo de pacotes de ondas externos,
sdo matematicamente equivalentes [20]]. Sendo assim,
ndo temos problemas em considerar um pacote de on-
das associado a particula que se propaga no espaco-
tempo. Além do mais, o modelo com pacotes de ondas
na forma preliminar apresentada por Kayser [26] sim-
plifica consideravelmente a discussio de alguns aspec-
tos fisicos que acompanham o fendmeno de oscilacao
30, 311].

Neste contexto, pretendemos apenas estabelecer
um esquema condensado, porém, didaticamente orga-
nizado, para estudarmos analiticamente o fendmeno
de oscilacdo de sabores, uma vez que, na literatura,
numerosas prescricdes sdo ainda um tanto confusas.
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Muitas vezes, em uma aproximacao analitica aplicada
ao estudo da evolugdo temporal de um autoestado de
massa, as limitagdes impostas pela introdugcdo de pa-
cotes de ondas ndo sdo devidamente consideradas.

Na se¢do 2 deste texto, introduzimos o problema
de oscilacdo quantica de sabores com o intuito de apre-
sentarmos uma uma revisao do formalismo com ondas
planas e verificarmos as limtacdes impostas pelo uso de
ondas planas. Na se¢do 3, nés introduzimos sistemati-
camente os pacotes de ondas Gaussianos [23l,[32]] para
estudarmos o fendomeno de oscilagdo quantica. Em
particular, o isto nos permite quantificar as corre¢des
de primeira e segunda ordem do cardter oscilante das
particulas que se propagam no espago-tempo. Assumi-
mos uma distribuicio de momentos altamente cen-
trada para descrevermos a energia de um autoestado
de massa em uma série de poténcias de maneira a obter
as expressoes analiticas aproximadas para a evolug¢ao
temporal do pacote de ondas e, da mesma forma, para
a probabilidade de oscilacdo de sabores. O termo de
segunda ordem na expansdo da energia é levado em
conta de modo a verificarmos cuidadosamente a in-
fluéncia do mesmo ao quantificarmos os efeitos de
spreading e de slippage dos pacotes de ondas em am-
bos os regimes de propagagao: nao-relativistico e ultra-
relativistico. Identificamos, também, uma fase adi-
cional dependente do tempo que pode alterar o carater
oscilante na férmula de conversao de sabores. Na secdo
IV, nés introduzimos uma funcdo Quadrada e uma
funcdo Seno suavemente amortizada para descrever-
mos a localizagdo da particula e verificarmos como a
forma de um pacote de ondas pode alterar a probabili-
dade de oscilagdo de sabores. Encerramos com as con-
clusdes na secdo V.

2. O fenomeno de oscilacio quantica
de sabores com ondas planas

A possibilidade de dois ou mais estados quanticos se
combinarem para compor um novo estado vem dos
principios fundamentais da mecanica quantica. A me-
dida de um observével faz com que um estado quéntico
inicial seja levado a um autoestado quantico do opera-
dor associado a grandeza observdvel O processo de
medida fisica determina uma base de estados fisicos
constituida por todos os autoestados do referido ope-
rador (ou de um conjunto de operadores se for o caso).
Bases diferentes associadas a operadores diferentes po-
dem ser correlacionadas por transformagdes lineares
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de modo que um estado fisico qualquer possa ser
descrito como uma combinacdo (mixing) de autoes-
tados de uma dessas bases. Assim € construido o
principio quintico de superposi¢do. As propriedades
de um estado quantico sdo descritas em termos de
uma funcdo de onda que, dentre outras informacdes
fisicas, carrega o significado de uma densidade de
probabilidades, fator este, que leva a um conflito com
a idéia cléssica de “particula” quando usada para des-
crever um estado fisico. Essa dificuldade conceitual
de interpretacdo €, por exemplo, freqiientemente apre-
sentada na discussdo do experimento de espalhamento
quantico em fenda dupla. O mesmo conceito de
combinacdo de estados quanticos aparece quando au-
toestados de um Hamiltoniano de interagcdo sdo des-
critos como uma superposi¢ao quantica de autoestados
de massa de um mesmo sistema fisico. Sao criadas, as-
sim, condi¢des para a oscilagdo do niimero quantico as-
sociado ao Hamiltoniano de interagc@o ao longo de uma
propagacdo espago-temporal. Para sermos mais pre-
cisos no contexto especifico do problema de oscilacdo
quantica de sabores, o Hamiltoniano de interacdo de-
termina uma base de autoestados de sabor ao passo
que autoestados de massa compdem a base determi-
nada por um Hamiltoniano (livre) de propagacdo. Em
particular, as oscilacdes de sabor surgem quando uma
fonte cria uma particula que corresponde a combinacao
linear de autoestados de massa. Os principais aspectos
dos fendmenos de oscilagdo quantica de sabores podem
ser compreendidos através do estudo de um problema
com apenas dois autoestados de sabor descritos por

(%)= (%)
v V2

( cos (f) sin(0) > ( 1 ) 0

—sin (6) cos(0) ve )’

onde v, € vg representam autoestados de sabor or-
togonais entre si, v1, Vo representam autoestados de
massa também ortogonais entre si, # é o angulo de
mistura e U é a matriz que diagonaliza o Hamilto-
niano de propagacdo se este € inicialmente descrito
na base de autoestados de sabor. O célculo das am-
plitudes de transicdo de um autoestado de sabor para
outro requer o conhecimento da evolucdo temporal
dos estados quanticos envolvidos e dos produtos es-
calares entre os autoestados. Ao assumirmos que
temos simplificagdes matematicas substanciais quando
a dependéncia espacial das funcdes de onda é uni-
dimensional (eixo z) podemos representar generica-
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mente a evolugdo espaco-temporal de um autoestado
de massa como

I/i(Z,t) :¢Z(z7t) v; (2)

poderiamos descrever a evolugdo espago-temporal dos
autoestados de sabor como

< U, (z2,t;0) > _

Up(2,t;0)

(5 e ) ()

U ( ¢1(§’t) ¢2(2,t) ) Ut ( Z; ) 3)

Em particular, ao considerarmos uma particula pro-
duzida inicialmente em um autoestado de sabor o em
t = z = 0, a evolugdo espago-temporal deste estado
fisico seria descrita por

U, (z,t;0) =
¢1(z, 1) cos (9) V1 + ¢o(z,t) sin (0) va
[¢1(2,t) cos? (0) + ¢a(z,t) sin? (0)] vq
[61(2,8) — a2, 1)] cos (8) sin (6) g =
$a(z,1;0) Vo + dp(2,1;0) vg C))

Desta maneira, fica evidente que uma particula
criada em um autoestado de sabor «, ao longo da
evolugdo espaco-temporal, terd probabilidade nao-nula
de ser detectada como um autoestado de sabor 3 uma
vez que a amplitude de transi¢do de sabor ¢ — (3 seria
dada por

A(va — vg; 2,t,0) = (vglva(t)) =
vg - Pu(2,t;0) = dp(2,t;0). 5)

Obviamente, o desenvolvimento é andlogo quando
procuramos determinar amplitude de transicdo o« —
a, A(vg — Va;2,t,0) = ¢a(z,t;0). Como vere-
mos na secdo 2.2, com estas propriedades, a obtencao
da probabilidade de conversdao do nimero quantico de
sabor o em 3 € imediata.

2.1. Vinculos cinematicos

Antes de prosseguirmos com o estudo do fendmeno
de oscilagdo quantica de sabores no contexto ja elabo-
rado, é importante verificarmos sob quais condic¢des
cineméticas podemos, eventualmente, encontrar algu-
mas restricdes quanto a aplicagdo do formalismo com

ondas planas.
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Durante o processo de criagdo de um autoestado de
sabor alguns vinculos cinemdticos podem ser impor-
tantes na derivacdo da férmula de oscilagdo de sabores
[34]]. Particularmente, qualquer processo de criacao
de uma particula (seja ela um estado oscilante ou nao)
pode ser considerado, no &mbito cinemadtico, como um
processo de decaimento efetivo de dois corpos [30]
ilustrado por

M
Mo <— & —— M2
onde os subindices de mq o se referem aos autoesta-
dos de massa. Se o decaimento ocorre em um nimero
maior do que duas particulas, a quantidade m,, repre-
senta a massa efetiva de todas as demais particulas que
acompanham os autoestados de massa e, obviamente,
tem valor igual a soma dessas massas. Para outros pro-
cessos de producdo que nio correspondem a um de-
caimento, a quantidade M corresponde & energia do
centro de massa e ndo a massa de uma ressonancia. No
sistema de repouso, a conservacdo de momento e de
energia impde que

N
N[

M = (pi+my)2 + (pi+m;)2 = Ef + E;, (6)

onde:=1,2.
Apés algumas manipulagdes algébricas simples
encontramos [136]]

m?2

AE = El E2 = 2M 5
Ap=1p, —p, = El;mM AE, (7)
c
E? —p%, — ME
Av =y —y= 2" P2 ™ u_AE. (8
2 = AF
o1~ (5]
com
_ E +FE +
12 = % € P2 = ]% ©))

Se observarmos que a diferenca quadratica de mas-
sas ndo é nula, Am? # 0, terfamos como consegiiéncia
E,—-M # 0, de modo que, no sistema de repouso da
particula de massa M (ou, em linhas gerais, no sis-
tema de referéncia do centro de massa), sob nenhuma
hipdtese, as diferencas de momentos, energias e ve-
locidades seriam nulas, ou seja, Ap # 0, AE # O e
Av # 0. Concluimos que nao existe nenhum sistema
de referéncia onde Av = 0 uma vez que, neste caso,
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a diferenca de velocidades deveria ser nula em qual-
quer sistema de referéncia (invaridncia de Lorentz).
Também nio existe nenhum sistema de referéncia onde
Ap = 0. De fato, ao aplicarmos uma transformagdo de
Lorentz com velocidade (3 a partir do sistema de re-
pouso da particula M, encontraremos

Ap' =~(Ap - BAE),
AE" = y(AE - BAp), (10)
de modo que, para satisfazermos Ap’ = 0, é necessaria

a imposi¢do de uma condigao fisicamente inconcebivel
sobre [,

NI

1
2

5= ‘ Ap‘ _ rtmo) 4 (prtmo)®
AE 2Pz '
onde o subindice M se refere a massa total M.

Se desejdssemos esteder o resultado acima para um
sistema que ndo fosse o sistema de repouso do centro
de massas, poderiamos efetuar um boost de Lorentz
na direcio que faz um angulo o com o momento
da particula oscilante no novo sistema de referéncia.
Neste caso, a conservacdo de momento e de energia
implicaria em

Am?
AFE = 12
B (12)
€
Am? o
Ap="—"2 12 (13)

2 E.,P,, cos(a) — Eypis

Tais vinculos podem ser tteis para identificarmos
quao realisticas sdo as aproximacdes que se seguem
no estudo do problema de oscilagcdo de sabores. Ou
seja, ja neste ponto, podemos observar que nao é fisica-
mente correto assumirmos momentos diferentes e ener-
gias iguais para diferentes autoestados de massa, o que
freqlientemente ocorre no estudo com ondas planas.

2.2. O tratamento com ondas planas

Apesar de apresentar algumas inconsisténcias (apon-
tadas no fim desta se¢do), o tratamento com ondas
planas se apresenta como uma ferramenta tedrica con-
veniente para o estudo fenomenolégico dos problemas
de oscilagdo. A evolugdo espaco-temporal em uma di-
mensdo para uma particula livre é convenientemente
descrita por

@i(z,t) = Nexp [—i®;(z,t)] (14)
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onde ®;(z,t) = E(p.,m;)t — p, z é uma fase invari-
ante de Lorentz.

Uma vez que o Hamiltoniano H; é um opera-
dor Hermitiano, o produto entre as funcdes de onda
(bZT (z,t) ¢i(z,t) pode ser definido como uma densidade
de probabilidades [35] a qual é uma quantidade posi-
tiva definida independente do tempo, de modo que

—+oo

[ a0 (sl ) -

— 0o

a ([ dz ol 0iz1))
dt

=0. (15)

Em um sistema fisico no qual o estado inicial de
uma particula seja representado por um autoestado de
sabor v, segundo os cdlculos com ondas planas, a
probabilidade de encontrarmos um autoestado de sa-
bor vg € convenientemente expressa [23] em termos
do 4ngulo de mistura ¢ e da diferenca de fases AP =
P, — Oy por

P(vq — vg;t) =

5 sin? (20) [¢1(2,1) — da(z, 1) =
sin? (20)$. (16)
De fato, conforme observamos na férmuula (),
o formalismo com ondas planas [25] ignora qual-
quer efeito que eventualmente possa aparecer devido a
forma analitica das funcdes de onda envolvidas. Além
do mais, por completeza, na expressao para oscilacdo
de probabilidades, os fatores relacionados & instabili-
dade de uma particula massiva (no caso de um méson,
isto €, uma particula que possa decair em outras tantas)
precisam ser considerados de modo que se descreva de
forma completa o processo de oscilagao [[19]] B. A fase
A® invariante de Lorentz é usualmente dada em ter-
mos de uma distancia L (percorrida em um tempo 7°),
de uma diferenca de massas Am?2, e de um valor médio
para o momento p. Freqiientemente se assume 7' ~ L
epi2 ~ Fq2,ist0 €,

AP =TAFE - LAp=~ L(AE — Ap). 17
No limite ndo-relativistico teriamos

AP~ AmL, (18)

?Nio nos estenderemos sobre o estudo dos fendmenos de oscilagio para particulas instdveis. Para interesse mais geral do leitor, sugeri-

mos a revisdo feita por Beuthe [20].
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e, em uma aproximacao ultra-relativistica, terfamos

A 2
o (19)
2p

que levaria a ja bem conhecida expressao [124, 25, 33|

AP ~

P(vq — vg; L) = sin? (20) sin? <A2—Yg2 L) =

sin? (26) sin? <L7T—L>, (20)
osc
onde L, é a distincia na qual Ad € igual a 27,

Neste ponto, poderia ser mais interessante, e até
mesmo mais condizente com a fisica, procurarmos um
tratamento mais refinado do que a aproximagio com
ondas planas. De fato, uma condic@o necessaria para
observarmos o fendmeno de oscilacdo impde que a
fonte e o detector de particulas oscilantes sejam locali-
zados em uma regido delimitada por dz muito menor
do que o comprimento de oscilagdo Lyse, Lose > 02.
Isto seria possivel somente se 0 momento (p) e a ener-
gia (F) da particula oscilante apresentassem uma in-
certeza em seus valores tal que o erro (ou incerteza) na
mediada de m? fosse dado por dm?,

sm? = [2ESE)? + (2p0p)?]* @)

com valor maior do que a diferenga de massas |m? —
m%| = Am?2, 6m? > Am?2, caso contririo, ndo
seria possivel quantificar as oscilacdes observadas
[19]. Caso essa condi¢do ndo seja satisfeita, terfamos
Am? > 2p6p. Mas a relagio de incerteza de Heisen-
berg, dzdp > 1, quando substituida na fase de
oscila¢do da Eq. (I9), fornece

5z > 2_10 > Losc7
|dm2| 27
a qual € contrdria a condicdo sugerida como necessdria
para que se observe oscilag@o, Los. > 0z.
Este consiste no principal argumento em favor de
um tratamento com pacote de ondas [20].

(22)

onde
1
E(pZ7 ms) = (Pz + mg) 2 €

o(p, — ps) = (27ra2)i exp [—W}. (28)
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3. Pacotes de ondas gaussianos

A evolugdo temporal de um pacote de ondas que repre-
senta um autoestado de sabor pode ser descrita de
maneira geral pela expressdo (). J4 observamos an-
teriormente que o coeficiente de vg na Eq. @) corres-
ponde a amplitude de transi¢ao de sabor o — (3 desig-
nado pela Eq. @). A probabilidade de encontrarmos
um estado de sabor /g em um instante de tempo ¢ seria
convenientemente escrita como a integral do médulo
ao quadrado da amplitude de transicdo de sabor, ou
seja,

Pva —vgit) = [T dz |¢s(2,:0)]*, (23)
que pode ser reescrita como
P(vg —vgit) = 2 (1 _Int(t) }, (24)

onde INT(#) representa o termo de interferéncia entre
os autoestados de massa dado por

INT(t):Re[ /mdw{(z,t)@(z,t) . ©5)

Se considerarmos os autoestados de massa mg (s =
1, 2) representados por pacotes de ondas dados no ins-
tante ¢ = O por

2 i 22 .
¢s(2,0) = <@> exp [—E] exp [ips 2], (26)

as fungdes de onda que descrevem a evolucdo temporal
dos mesmos serdo dadas por

ps)exp [—i E(py,ms)t +ip, 2], 27

De maneira a obtermos a probabilidade de
oscilacdes, nés poderiamos calcular o termo de inter-
ferécia INT(¢) resolvendo a integral
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2T

oo

onde levamos a integracdo em z em uma integraco
em p, e introduzimos as quantidades Ap = p; — po,
Po = 5(P1+p2) e AE(p;) = E(pz,m1) — E(p, mo).

Obtemos um termo de oscilagdo limitado por uma
fungdo exponencial de (a Ap)? em qualquer instante
de tempo. Sob esta condi¢@o, nunca observariamos um
autoestado de sabor puro. Além do mais, as oscilagdes
sdo consideravelmente suprimidas se a Ap > 1. A
condicdo necessdria para que as oscilacdes sejam men-
surdveis corresponde a a Ap < 1. Tal vinculo pode
também ser expresso em termos de dp > Ap onde
op € a incerteza do momento da particula. O overlap
entre as distribui¢cdes de momentos é de fato relevante
somente quando dp > Ap. Conseqiientemente, sem
perda de generalidade, podemos assumir

INT(t) =

T dp, 2 .
Re [/ o ©°(p2 — po) exp [t AE(p,) t] | . (30)

— o0

Na literatura, esta equagdo é freqiientemente en-
contrada quando se assume dois autoestados de massa
representados por pacotes de ondas descritos pela
mesma distribuicio de momentos centrada em torno
de um valor médio p,. Tal hipétese simplificadora
também garante a criagdo instantdnea de um autoes-
tado puro de sabor v, em t = 0 [30], logo, optamos
por utilizar tal simplificacdo nas secdes subseqiientes.

|

¢s(2,t) ~

do

1

_ <%) " oxp [ (Bs t — po2)] oxp {— ;

2
™az

onde

4m?

1
2 1
as(t) =a <1 + > t2> and 04(t,z) = {— arctan [ =
B a* ES B 2 a? E3

(2m a2)i exp [—i(Est — po 2)] X

2p
/ S B, exp [_u
. 2
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/+Oo - Qp(pz - p1)§0(pz - p2) €xXp [_i AE(pZ) t] -

< dp, .
—] [T e i aBG1) 29)

2

3.1. Aproximacao analitica

De maneira a obter ¢s(z,t) resolvendo analiticamente
aintegral da Eq. @), nés primeiramente reescrevemos
aenergia E(p., ms) como

1
2 _,275
E(p27m8) e ES |:1 + pZE—gP%,:| 2 _

N

Es [1 + Os (Js + 2Vs)] ) (31)

onde E; = (m§+p3)%, Vs = 5= e o5 = PP passa
a ser uma nova varidvel de integracdo. Se assumirmos
uma distribuicdo de momentos altamente centrada, isto
é, (a Bs)~! ~ 04 < 1, aenergia E(p,, ms) pode ser
expandiada em uma série de poténcias de o,. Entre-
tanto, a integral na Eq. @7) pode ser analiticamente
calculada somente se considerarmos termos até a or-
dem o2 na expansio em série.

Neste caso, a energia E(p,, ms) se torna

2

E(p27m5) = ES |:1 +0osvs + 0_25 (1 — Vg)] +

2
O(03) ~ Eq + poos + %ssag. (32)
Ao substituirmos (32) na Eq. [@7) e reescrevermos a
integracdo em p, em uma integragdo em o, nds obte-

mos a forma explicita da evolucdo temporal do pacote
de ondas

2 2
sYs

2
t
1 } exp [—i (pot — Esz)os — 1 Ms 03]

2,

zZ—V 2
% _ iHS(t,z)}, (33)

2m2t] 2m§t(z—vst)2}

@B} ad(t)
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As quantidades dependentes do tempo as(t) e
0s(t, z) contém todas as informagdes fisicamente rele-
vantes que chegam com o termo de segunda ordem
na expansdo em série de poténcias (B2). O spreading
do pacote de ondas pode ser imediatamente descrito
quando interpretamos as(¢) como uma largura média
dependente do tempo, ou seja, a localizagdo espacial
da particula é efetivamente dada por as(t) que aumenta
durante a evolucao temporal. No regime de propagacao
ndo-relativistico (NR), a4(t) é dada por [35]]

1

t2> : ) (34)

NR —_
a; t(t)=a (1 + e

Para tempos ¢ > a’my, a largura efetiva do pacote
de ondas aY®(t) se torna muito maior do que a largura
inicial a. De maneira oposta, o spreading do pacote de
ondas no regime de propagacao ultra-relativistico (UR)

é expresso em termos de

4m? 2
AUR() = a (1 + i ,;2) ~a (35

O spreading no regime UR ¢ irrelevante se conside-
rarmos a mesma escala de tempo 7' para ambos os ca-
sos NR e UR, isto &, aV®(T) < aNE(T). Para enten-
dermos melhor tal colocagdo, na Fig. [ nés ilustramos
a dependéncia temporal de as(#) onde assumimos uma
particula com um valor definido de massa m,. Ao cal-
cularmos o quadrado do médulo da funcio de onda de
um autoestado de massa,

EXERIRES (%) : exp {—%]{36)

podemos ilustrar o spreading do pacote de ondas em
ambos os regimes NR e UR na Fig. @ que estd em
correspondéncia com a Fig. [l

Assim, confirmamos que o spreading do pacote de
ondas € de fato irrelevante para particulas no regime
UR.

Retornando a Eq. (@3), podemos interpretar um
outro efeito de segunda ordem através da observacao
do comportamento temporal da fase 04(t, z). Devido
a localizag¢do do pacote de ondas, nds assumimos que
a amplitude da funcdo de onda é relevante somente
no intervalo |vst — 2| < a4(t). Cada ponto espa-
cial z evolui no tempo de uma maneira diferente. Se,
por exemplo, observamos a propagacdo de um ponto

Bernardini e De Leo

[

espacial z = vgt, a fungdo crescente O4(t, vst) as-
sume valores limitados pelo intervalo [0, 7. Por outro
lado, para qualquer ponto espacial dado pela expressdo
z = vt + Kas(t), 0 < |K| < 1, a fase 64(¢, 2)
ndo tem um limite inferior. Nés mostraremos na secao
seguinte que a presenca de uma fase dependente do
tempo pode modificar o cardter oscilatério da férmula
de conversdo de sabores. De toda forma, a fase 6(¢, 2)
acaba por ndo influenciar propagacao de um autoestado
de massa livre como observamos de imediato através

da Eq. 39).

................ p[%/mg': 10” ~
...... pnt=10" S
______ pg/mi: 1 e
cem- pHmE=10 A
—poz/m§=102 e

Figura 1 - A dependéncia temporal da largura do pacote de ondas
para diferentes valores da razdo ms / p,. Ao considerarmos uma
massa fixa m, podemos comparar os regimes de propagacio nao-
relativistico (po < m.) e ultra-relativistico (p, > m). Observa-
mos que o spreading é de fato relevante na primeira situagdo. No
limite ultra-relativistico (ms = 0), a largura do pacote de ondas
ndo se modifica durante a propagacio espago-temporal.

2
|, (z, )

Spreading do pacote de ondas

Figura 2 - Spreading do pacote de ondas no caso de regimes néo-
relativisticos e ultra-relativisticos descrito no tempo ¢ = 4a?m;
em correspondéncia com Fig. [l A linha s6lida representa a forma
do pacote de ondas no instante ¢ = 0. No caso ultra-relativistico,

2
expresso em termos de %’2— = 10, o spreading € de fato irrelevante.
3
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3.2. Probabilidade de oscilacao

Apds termos quantificado analiticamente as corre¢des
de segunda ordem dos pacotes de onda que repre-
sentam autoestados de massa que evoluem no tempo,
obteremos agora o termo de interferéncia INT(¢) de
modo a escrever de forma explicita uma expressio para
a probabilidade de conversdo de sabores. Ao resolver-

AM(t) = (1 + SP*()) *exp [— 2 |

ao mesmo tempo em que isolamos o cardter de
oscilacdo temporal da férmula de conversdo de sabores
dado por

Osc(t) = Re{exp [—iAEt —iO(t)|}
= cos [AEt+ O(t)]. (39)

As quantidades dependentes do tempo SP(¢) e O(t)
sdo dadas respectivamente por

t m? AFEt
Se(t) = 224 (ﬁ) =P, e WO

e
O(t) = {% arctan [SP(t)]—
a’py  SP3(t)
2% [1+4 SP%(t)] } @b
onde

E =\E Es. (42)

AM(t)
AM(g5)(t)

o (AEt?
L+ a? E?

| I |

O limite NR é obtido quando fazemos p?> = 1 e
po = 0 na Eq. @4). Da mesma maneira, o limite UR

=
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mos a integral (B0) com a aproximagdo (Bl e execu-
tarmos algumas manipulagdes matemadticas, teremos

INT(t) = AM(t) x Osc(t), 37)

onde fatorizamos o comportamento de amortizacdo do
termo de interferéncia através de

(Avt)? ] (38)

1+ SP3(t))

Observamos que SP(t) introduz as corregdes de
segunda ordem e, conseqiientemente, parametriza os
efeitos adicionais devidos ao spreading do pacote de
ondas na probabilidade de oscilagdo de sabores. Se
AE < E, o parimetro p é limitado pelo intervalo
[1,—2] e assume o valor zero quando g—% ~ 1. Desta
forma, ao considerarmos valores continuamente cres-
centes do momento p,, de regimes NR até regimes
UR, e ao mesmo tempo fixarmos o valor de %,
as derivadas temporais de SP(t) e de ©(t) terdo seus
sinais invertidos quando %—% atinge o valor de % Ao
mesmo tempo, o slippage entre os pacotes de on-
das é quantificado pelo comportamento amortizante de
AM(t). Para compararmos AM(¢) com a fung@o corre-
spondente sem as corre¢des de segunda ordem (ou seja,
sem os efeitos de spreading),

Avit)?
AM(SS) (t) = exp {—%}, (43)

substituimos SP(¢) dado pela expressio (@Q) na Eq.
B8 e obtemos a razdo

PP (AE )
2a9 B8 |1+ p2 (A24)°]

a? E2

(44)

exp

[

é obtido quando fazemos p? = 4 e p, = EH. De
fato, a influéncia minima devido as correcdes de se-

3Paradoxalmente, as correcdes de segunda ordem parecem ser mais influentes em uma propagacio UR, o que contradiria os resultados
obtidos na subsecdo anterior. Contudo, tal comparagdo ndo é conveniente uma vez que ndo fixamos os valores das massas neste caso.
Quando fixamos os valores das massas, as corre¢des de segunda ordem se tornam muito mais relevantes para regimes NR de propagacio.
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2
gunda ordem ocorrem quando 5 ~ 2 (p ~ 0). De
toda maneira, sob condi¢des de slippage minimo, isto

é, para t = 0, nds sempre teremos AAML(U@) ~ 1. Na
ws

figura Fig. BInds graficamos a razdo dada pela Eq. #4)
para diferentes regimes de propagacdo escolhendo ar-
bitrariamente a E = 10. No regime assintético SP(t)
estende efetivametne a interferéncia entre os pacotes de
ondas uma vez que

AM(t) t—:voo a E

2(AEt)?
1eX pO( ) >1
AMyys(t) (pAE)z

2a2 B4 > 5

(45)

mas, neste caso, as oscilacdes ja foram quase comple-
tamente destruidas pelas caracteristicas de AM(¢) L.

10

—p/E=001
) [ S Y p2/E°=0.33
- 0 5
,,,,,, p(f/E =0.50
e ‘ p2/E’= 0.6
8 6l / 2 /E% =
S& oo ] p2/E"=0.99
=
2,1
=
=
24 -
0 } } } }
0 12 24 36 43 60

AEt/T

Figura 3 - Comparagdo entre os comportamentos de amortizagdo
da probabilidade de oscilagdo considerando os casos com (AM(t))
e sem (AM(sg)(t)) corre¢des de segunda ordem. As correcdes de
segunda ordem podem ser, de fato, efetivas, tanto em regimes ndo-
relativisticos, como em regimes (ultra)relativisticos de propagagao,
contudo, sdo destruidas muito mais rapidamente no dltimo caso. Se

2
% ~ %, as corregoes de segunda ordem sdo minimas.
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A funcgdo oscilante OSC(¢) do termo de inter-
feréncia INT(¢) difere to termo de oscilagdo stan-
dard, cos [AE t], pela presenca de uma fase adicional
©(t) a qual é essencialmente uma corregdo de se-
gunda ordem. As modificagdes introduzidas pela
fase adicional O(t) sdo apresentadas para diferentes
regimes de propagacdo na Fig. Hl onde comparamos
Osc(t) com o termo standard de oscilagdo dado por
cos [AE't]. Para estudarmos a fase O(t) é conveniente
definirmos um tempo ¢, > 0 para o qual esta fungdo
atinge seu valor de zero, isto €, ©(t,) = 0. Set < t,,0
mdédulo da fase ©(t) atinge um limite superior quando

—— Standard

0SC (1)

AE t/m

Figura 4 - O comportamento temporal de OSC(t) comparado
com o comportamento de oscilagdo standard obtido com ondas
planas, cos[AFE't], para diferentes regimes de propagagdo. A
fase adicional ©(t) modifica a caracteristica de oscilagdo apGs
um certo tempo de propagacdo. Novamente observamos que as

modificagcdes em relagdo ao comportamento standard sdo minimas

2
Po 1
EZ ™

quando 3

2 2 2 2
\/(3 - agp%) +dE - <3 - agp%)

IAEt| = a® E?

conseqiientemente, o maximo de |©(¢)| depende, ndo
somente do regime de propagacdo (valor de p,), mas
também da largura a do pacote de ondas. De qualquer
maneira, os valores assumidos por |O(¢)| estdo restri-
tos ao intervalo [0, ]. Se t > t,, a fase O(t) ndo tem
um limite oposto e sua dependéncia temporal € essen-
cialemte dada pelo segundo termo da Eq. #IJ). Con-

*Veja a Fig. Bllogo mais a seguir.

2 : (46)

tudo, é importante notarmos que para t > t, o cardter
oscilante é gradualmente destruido por AM(¢). Sendo
assim, um novo limite efetivo assumido por O(t) é de-
terminado pelo comportamento amortizante de AM(¢).
Para ilustrarmos este ponto, nés graficamos ambas as
curvas que representam AM(t) e O(¢) na Fig. Bl uti-
lizando os mesmos parametros empregados no estudo
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de AM(t). A fase se modifica lentamente em um
regime NR. Em um regime UR, a fase ©(t) atinge

. . . . . 2
rapidamente seu limite inferior quando % > % e, de-

—pl/E’=001
...... pP/E'=033
06 s N pE/E’=0.50
; . p/EP=0.66
% LN o p/E=099
02+
00 | e
3 6 15
AE t/m
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pois de um tempo t,, a mesma continua a se modificar
de maneira aproximadamente linear no tempo. Entre-
tanto, efetivamente, as oscilagdes desaparecem rapida-
mente apos t,.

0.0 7

-0.02 e T
0 3 6 9 12 J5e e e

O(t)/n

I
[\S]

AE t/m

Figura 5 - O comportamento temporal da fase ©(¢). Os valores assumidos por O(¢) sdo efetivos somente enquanto o termo de interferéncia
ndo é completamente amortizado. Na figura superior, podemos observar o comportamento de AM(t) o qual determina efetivamente os
valores limites assumidos por ©(t) em cada um dos regimes de propagagdo. Para regimes relativisticos com }%5 %, a funcdo O (¢) atinge
rapidamente seu limite inferior como podemos observar no pequeno retangulo da figura inferior. N6s utilizamos arbitrariamente a £ = 10

para obtermos os graficos acima.

Ao superpormos os efeitos de AM(t) sobre o
cardter de oscilagdo descrito por OSC(t) expresso na

sin? (26)

P(vq — vg;t) =~ 5

Obviamente, quanto maior € o valor de aF,
menores serdo os efeitos devidos a localizacdo do
pacote de ondas. Se a E assume um valor su-
ficientemente elevado de modo a que as correcdes
de segunda ordem da Eq. (@I) ndo fossem con-

1—(1+ SP2(t))_% exp |—

[

Fig. Bl nés imediatamente obtemos a probabilidade de
oscilacdo de sabores dada explicitamente por

(Avt)?
2a% (1 + SP*(t))

cos[AEt+ O(t)] . (47)

[

sideradas, poderiamos calcular a probabilidade de
oscilacdo levando em conta somente o termo domi-
nante de primeira ordem que parametriza o efeito de
slippage, ou seja, terifamos

(2
P(vq — vg;t) = w{l — exp [_Tcﬂ] oS [AEt]}. (48)

2
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Sob condig¢des de slippage minimo, no caso em que
t ~ 0, a expressdo acima reproduz o mesmo resultado
obtido no formalismo com ondas planas,

P(vg — vg;t) = 7511122(29) {1 —

[1 — (AW)Q} cos [AFE t}}

2 a2
~ S 20 o [AE ), “49)

uma vez que assumimos aF > 1.

4. Analise com diferentes formas de
pacotes de ondas

Neste momento, nds verificaremos em quais cir-
cunstancias a forma do pacote de ondas pode alterar
a probabilidade de oscilacdo de sabores. Para des-
crevermos a evolucdo temporal de um pacote de on-
das, nés consideramos agora uma funcdo Quadrada e
uma funcio Seno (suavemente amortizada) ao invés
de uma funcido Gaussiana. Ainda a pouco, notamos
que ¢é substancialmente simples desenvolver um es-
tudo analitico com uma funcido Gaussiana uma vez
que a transformada de Fourier da mesma no espacgo
de momentos € também uma funcdo Gaussiana. Ao
contrério, o estudo com as fun¢des Quadrada e Seno
restringe os cdlculos a consideragcdo de somente as

¢ (2,t) =~
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corre¢des de primeira ordem na Eq. 32), ou seja, tere-
mos
E(pz, ms) ~ Es + poos (50)

que permite apenas calcular o termo dominate do efeito
de slippage.

A andlise subseqliente resulta em uma boa
aproximacao para o regime de propagacio onde p, >
mq 2. Para simplificarmos esta discussdo, nés adotare-
mos a seguinte definicdo para o estado inicial,

¢ (2,0) = FO(2) exp [ip, 2, (51)

onde ¢ = G, Q, S correspondem respectivamente as
funcdes Gaussiana, Quadrada e Seno.

A evolucdo temporal de um pacote de ondas sera
expressa em termos de ¢() (p, —p, ), a transformada de
Fourier de gbgi)(z, 0), e a probabilidade de oscilagoes
seria imediatamente calculada através da expressdo
@3).

Da maneira como calculamos na sec¢io anterior, no
caso de uma funcdo Gaussiana, teriamos

1

PO = () oo [-] <

G

29 (p, — po) = (2ma2) T exp [—M] (52)

Neste caso, o pacote de ondas teria a forma

(%g) % exp [~ (Es t — po 2)] exp [M} (53)

2
ag

e a probabilidade de oscilag@o seria reproduzida pela Eq. (@S]).
De fato, tais resultados poderiam ser imediatamente obtidos se impuséssemos que a(t) = a e 05(t,z) = 0 na

Eq. G3).

No caso de uma fun¢do Quadrada, nés terfamos

-3 [ aq ao] !

Qq A —35 3 2 2 _
FQ(z) = e ¢ 9(p. —po) = & sin {ao (p- po)}
0 aQ aqQ Qq (pZ - pO) 2
2¢ -3 7
Neste caso, o pacote de ondas teria a forma
_1
ag > exp [—i (Est — po 2)] ze[vst 5 St—i—%o]

o0 (z1) =

s

0

(54)
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e a probabilidade de oscilagdo seria dada por
PO(vy — vgit) =~

Finalmente, no caso de uma func¢édo Seno, nds teriamos

FO(z) = <%>% sin [z a5 1]

™ z

Neste caso, o pacote de ondas teria a forma

(%)

N

~
~

¢%) (2,1)

e a probabilidade de oscilagdo seria dada por

P(S)(Va — ugit) & sin22(29) {1 _

(57)

as

(As-) sin [AW} cos [AEt]}.

Os resultados acima merecem alguns comentarios.
Primeiramente, nés observamos que todas as trés for-
mas dos pacotes de ondas fornecem o mesmo com-

AMO) (1) = exp [_xz“q, AM©(1) —

0

Sob condicdes de slippage minimo, isto €, quando
z(t) < 1, AMO(t) e AMO)(t) apresentam uma de-
pendéncia quadrdtica no tempo. Particularmente, se
fazemos s = /3, nds temos

2*(t)

AMO) (1) = AMO) (1) ~ 1 — B

(59)

ou seja, sob condi¢des de slippage minimo, as fungdes
Gaussiana e Seno reproduzem exatamente a mesma
caracteristica de amortizacdo da probabilidade de
oscilacdo. Para resumirmos os resultados acima, nés
ilustramos as probabilidades de oscilacido para as trés
diferentes formas dos pacotes de ondas na Fig.
onde adotamos o, = 1 e as = /3. Predomi-

exp i (E,

1 — agx(t)
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e o (p. —po) =

—% cos [AE t] t< %
¢ ] } = (55)
0 t> 2%
(as )3 as (ps — po) € [~1, 1]
0 Aag (pz _po) %Z [_17 1]
. 71 o
o )

[

portamento oscilante. Em uma andlise simplificada,
independentemente do regime de propagacdo e sem a
introducdo de qualquer parametro numérico, nds pode-
mos comparar 0 comportamento de amortizagdo de
cada uma das probabilidades de oscilagdo em termos

de uma varidvel em comum z(t) = 2¥L_ Se definimos

é”(G)
G e recorremos a

Z_Geasza
Q S

os coeficientes ay

defini¢do de AM(¢), nés podemos escrever

agr(t) <1 sin [as2(t)]

e AM®) (1) = 202 (0)

(58)
agr(t) > 1

[

nantemente para a funcdo Seno, havera sempre um
cardter oscilante remanescente durante a propagacio
da particula. Ao contrério, a funcio AM(t)(@(t) de-
saparece linearmente e o cardter oscilante correspon-
dente tende a zero muito mais rapidamente. O carater
oscilante cessa subitamente quando x(t) é Os pa-
cotes de ondas descritos por uma fungdo Seno apresen-
tam ainda um outro carater peculiar. A probabilidade
de oscilagdo assim produzida tem o comportamento
oscilatério completamente suprimido a cada zero da
fung¢@o sin [z(¢)] mas retornam a oscilar apds 0 mesmo.
Ap6s cada um desses zeros, fungdo sin [z(t)] muda o
seu proprio sinal e, conseqiientemente, os pontos de
mdaximo se transformam em pontos de minimo, e vice-



348

versa, conforme é possivel observar na Fig. [l Para
finalizar, nds ilustramos as propriedades até aqui dis-
cutidas na Fig. [londe observamos o efeito de slippage
correspondente a cada uma das trés diferentes formas
de pacotes de ondas.

1.0

o
[V

Probabilidade - P (v, — e t)

00— : : : : =
9 18 27 36 45 54
AE t/m

Figura 6 - As probabilidades de conversdo de sabores para pacotes
de ondas descritos pelas fun¢des Gaussiana, Quadrada e Seno
levando-se em conta as corre¢des de primeira ordem em um célculo

analitico de INT(¢). Ao assumirmos ag = aq = %as, a fungdo

Gaussiana e a fungéo Seno delineiam pacotes de ondas com exata-
mente a mesma dependéncia quadréitica no tempo sob condig¢des
de slippage minimo enquanto que a fung¢do Quadrada leva a um
comportamento completamente diferente onde a caracteristica de
oscilagdo da probabilidade desaparece muito mais rapidamente.

5. Conclusoes

Neste texto, apés fazermos uma breve introducao
sobre o status em que se encontra o estudo dos
fendmenos quanticos de oscilagdo, nds calculamos
analiticamente as corre¢des de segunda ordem para
a férmula de conversdo de sabores no caso em que
autoestados de massa sdo descritos por pacotes de
onda Gaussianos. Sob a condic¢do particular de uma
distribui¢do de momentos altamente centrada, nds obti-
vemos a expressdo explicita para a evolucdo tempo-
ral dos autoestados de massa onde pudemos identi-
ficar o spreading do pacote de ondas. para os regimes
(ultra)relativistico e ndo-relativistico de propagacao.
Em particular, nés ainda observamos que o spread-
ing é de fato um efeito de segunda ordem pratica-
mente irrelevante para particulas se propagando em
regime (ultra)relativistico. Além disso, nés verifi-
camos a presenca de uma fase dependente do tempo
adicional a fase standard do termo oscilante da férmula
de conversdo de sabores. Esta fase adicional apresenta
uma dependéncia temporal que modifica o cariter os-
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cilante de uma maneira peculiar. Tais modificacdes
sdo menos relevantes quando p? ~ %EZ e mais rel-
evantes para regimes ndo-relativisticos de propagacao.
De toda maneira, as mesmas sdo completamente irrele-
vantes para regimes ultra-relativisticos uma vez que o
comportamento amortizante do termo de interferéncia
suprime significativamente o comportamento oscilante
da férmula de probabilidades.
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Slippage entre os pacotes de ondas

Figura 7 - O slippage entre pacotes de ondas para as trés formas de
pacotes de ondas: Gaussiana, Quadrada e Seno. Podemos obser-
var que a interferéncia entre as fun¢des Quadradas é abrubtamente
interrompida num determinado instante, enquanto que as outras
duas formas de pacotes de ondas prolongam a interferéncia por
um periodo de tempo maior. Isto complementa a explicacdo do
comportamento oscilante ilustrado na Fig.
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Sabemos, porém, que tais resultados sdo forte-
mente influenciados pelo uso de pacotes de ondas
Gaussianos na descri¢ao dos autoestados de massa. De
maneira a verificarmos como a forma do pacote de on-
das poderia modificar a caracteristica amortizante da
probabilidade de oscilagdo de sabores, nés analisamos
o slippage entre os pacotes de ondas associados a cada
autoestado de massa considerando também uma funcao
Quadrada e uma funcdo Seno. Com o uso de uma
aproximacao analitica de primeira ordem, através de
uma simples comparagio entre os comportamentos de
amortizacdo da probabilidade de oscilacdo, nds ilus-
tramos que, sob as condi¢cdes de slippage minimo, a
funcdo Seno e a funcdo Gaussiana proporcionam re-
sultados semelhantes, j4 a funcdo Quadrada faz com
que as oscilagdes desaparecam mais rapidamente.

Para finalizarmos, nds enfatizamos que, apesar de
ser mais preciso e, eventualmente, fornecer resulta-
dos exatos, um tratamento numérico do problema de
oscilacdes ndo nos permitiria observar determinados
detalhes fisicos que aparecem somente com o estudo
analitico. Portanto, concluimos que o estudo analitico
desenvolvido neste texto complementa e esclarece di-
versos aspectos que de longa data ja foram introduzi-
dos no estudo dos fendmenos quanticos de oscilagdo e
se apresenta como um excelente exercicio tedrico para
aqueles que se dispdem a iniciar o estudo do fendmeno
de oscilagdo de sabores.
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