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Apresenta-se uma forma de ensinar a segunda Lei de Newton usando-se a modelagem computacional,
de modo que, al�em das tradicionais situa�c~oes lineares, problemas mais reais e atuais possam ser
tratados. Ilustra-se com o aplicativo Modellus, que permite ao usu�ario (aluno ou professor) explorar
modelos matem�aticos baseados em equa�c~oes diferenciais ou em fun�c~oes. Para as situa�c~oes f��sicas
discutidas, s~ao fornecidas as equa�c~oes, parâmetros e condi�c~oes iniciais necess�arias, de modo que o
leitor que opte por outro aplicativo tenha plenas condi�c~oes de desenvolver as atividades propostas.

An approach to teach Newton's second Law is presented using computational modeling such that
more real and contemporary problems may be treated, besides the traditional linear examples.
This is illustrated with the software Modellus, which allows users (students or teachers) to explore
mathematical models based on di�erential equations or on functions. The equations, parameters
and initial conditions required to model each discussed situation are given, allowing the reader to
implement the suggested activities even if he/she prefers to use some other software.

I Introdu�c~ao

A segunda Lei de Newton �e, e entendemos que n~ao
deva deixar de ser, um dos focos centrais de qualquer
curso introdut�orio de Mecânica; por�em, se insistirmos
em explor�a-la somente de modo anal��tico, limitar-nos-
emos �a F��sica de centenas de anos atr�as. Ali�as, talvez
nem mesmo cheguemos a tanto, pois como os estu-
dantes do ensino m�edio ou ingressantes no ensino uni-
versit�ario geralmente n~ao têm conhecimentos para re-
solver uma equa�c~ao diferencial, os problemas abordados
costumam se limitar aos mais simples. Mesmo nestes
casos, muitas vezes, �e investido um longo tempo na
solu�c~ao matem�atica do problema, sem que seja dada a
devida ênfase �a situa�c~ao f��sica, relegada a um segundo
plano.

Uma possibilidade de se dispor de mais tempo e
de melhores condi�c~oes para se concentrar nos aspec-
tos f��sicos do problema, e n~ao apenas na sua solu�c~ao

matem�atica, �e recorrer ao computador, deixando que
ele execute muitas das tarefas anal��ticas e num�ericas.
Entretanto, sendo a Matem�atica uma das linguagens
mais importantes usadas na F��sica, claro est�a que
aprender F��sica est�a, tamb�em, intimamente ligado com
o aprendizado da Matem�atica. Ent~ao, a nossa proposta
�e que F��sica e Matem�atica sejam ensinadas de modo in-
tegrado [1]. Para isto, temos usado como ferramenta
o aplicativo Modellus, concebido especialmente para
modelagem computacional em Matem�atica e Ciências,
que �e distribu��do livremente [2,3], e que �e de f�acil uti-
liza�c~ao mesmo por aprendizes sem conhecimento e des-
treza no uso de computadores [4].

A literatura de educa�c~ao em Ciências est�a repleta
de diferentes acep�c~oes para os termos modelo e mode-
lagem [5]. Estamos interessados nos modelos f��sicos:
descri�c~oes simpli�cadas e idealizadas de sistemas ou
fenômenos f��sicos, aceitos pela comunidade de f��sicos,
que envolvem elementos como representa�c~oes (exter-
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nas), proposi�c~oes semânticas e modelos matem�aticos
subjacentes; estes, passamos a denominar simplesmente
de modelos [6]. No ensino/aprendizagem de F��sica, to-
dos estes elementos s~ao muito importantes, por�em �e
a solu�c~ao matem�atica que costuma consumir a maior
parte do tempo e limitar as situa�c~oes f��sicas discutidas.
Entendemos que a modelagem computacional, ou seja,
aquela em que o computador �e utilizado para a solu�c~ao
dos modelos, �e uma ferramenta excelente para enrique-
cer e atualizar o ensino de F��sica, propiciando o desen-
volvimento de competências e habilidades preconizadas
pelos Parâmetros Curriculares Nacionais para o Ensino
M�edio [7, 8].

H�a diversos aplicativos desenvolvidos especialmente
para a modelagem. A op�c~ao pelo Modellus reside no
fato de que este aplicativo dispensa o uso de qualquer
linguagem ou met�afora computacional e, adicional-
mente, o simbolismo matem�atico utilizado �e idêntico
ao de um manuscrito, inclusive quando se formula
um problema com equa�c~oes diferenciais. Assim, caso
o aprendiz ainda n~ao tenha maior familiaridade com
Matem�atica, pode vir a adquiri-la na medida em que
estuda F��sica com esta ferramenta. Por�em, a id�eia
principal deste artigo, a de que modelagem computa-
cional �e uma ferramenta excelente para enriquecer e at-
ualizar o ensino de F��sica, pode ser implementada com
outros programas como planilhas eletrônicas, Matlab
e Mathematica, se bem que com maiores di�culdades
em termos de tratamento de modelos e de cria�c~ao de
representa�c~oes, como anima�c~oes e gr�a�cos.

Especi�camente, exempli�camos como a segunda
Lei de Newton pode ser ensinada de modo abrangente,
com a resolu�c~ao j�a no primeiro semestre universit�ario
de problemas mais reais e/ou atuais do que os tradi-
cionalmente tratados, e permitindo maior tempo para
a discuss~ao e aprendizagem dos aspectos relacionados
�as proposi�c~oes dos modelos f��sicos.

II Ilustra�c~oes de solu�c~ao da se-

gunda Lei de Newton com o

Modellus

A segunda Lei de Newton �e, conceitualmente, a mais
simples das três leis do movimento e seu equaciona-
mento �e imediato, t~ao logo se tenha identi�cado o sis-
tema e sua vizinhan�ca. Na solu�c~ao de um problema
de Dinâmica, a maior parte do tempo �e consumida em
sua solu�c~ao matem�atica, n~ao no seu equacionamento.
Nesta se�c~ao, exempli�camos como a segunda Lei pode
ser facilmente resolvida, numericamente, pelo Model-
lus.

Neste trabalho, usamos a segunda Lei na forma:

~Fres = m~a: (1)

Uma vez conhecidas as condi�c~oes iniciais (posi�c~ao

e velocidade) e a resultante das for�cas, ~Fres, sobre a
part��cula de massa m, a sua trajet�oria �ca completa-
mente determinada. Estamos interessados na deter-
mina�c~ao desta trajet�oria, com a part��cula sujeita a dife-
rentes for�cas, isto �e, possuindo diferentes valores de ace-
lera�c~ao. Come�camos com uma �unica for�ca constante,
por ser a situa�c~ao mais simples, podendo o estudante
resolver o problema analiticamente para comparar com
os resultados fornecidos pelo aplicativo.

II. 1 For�ca constante e for�ca dependente
da velocidade

Um exemplo de solu�c~ao da segunda Lei de Newton
no Modellus, para um problema unidimensional, �e apre-
sentado na Fig. 1. O eixo Oy �e escolhido apontando-se
para cima; da�� o sinal negativo na primeira linha para
a componente escalar da for�ca. As quatro equa�c~oes que
aparecem na janela Modelo têm o seguinte signi�cado,
a come�car pela de cima:

a componente do peso que atua sobre a part��cula se-
gundo o eixo Oy ;

a componente da acelera�c~ao na dire�c~ao do movimento,
eixo Oy, admitindo-se que a �unica for�ca que atua sobre
a part��cula �e o peso;

a rela�c~ao entre vy , componente da velocidade na dire�c~ao
y; e ay, componente da acelera�c~ao na dire�c~ao y (vy �e
calculado por integra�c~ao a partir de ay);

a rela�c~ao entre a posi�c~ao y e vy (y �e calculado por in-
tegra�c~ao a partir de vy).

Na janela Condi�c~oes Iniciais, �e atribu��do o valor de
uma unidade �a massa (1 kg, no Sistema Internacional)
e 9,8 unidades �a magnitude da acelera�c~ao da gravidade
(9,8 m/s2, no SI). Os valores iniciais para a posi�c~ao e
velocidade s~ao nulos.

Deixando-se o tempo evoluir, Modellus resolve as
equa�c~oes diferenciais1, fornecendo para cada instante
de tempo os valores num�ericos de ay, vy e y. Podem-
se, ent~ao, utilizar diferentes representa�c~oes para se in-
vestigar o modelo em constru�c~ao: tabelas, gr�a�cos e a
anima�c~ao do movimento. Qualquer uma dessas possi-
bilidades �e implementada no Modellus com o uso do
mouse, t~ao facilmente que mesmo estudantes que n~ao
tenham destreza no uso de computadores tornam-se ca-
pazes de constru��-las ao �nal da primeira aula em que
se valem deste aplicativo. Essas s~ao as três op�c~oes apre-
sentadas no menu Janela.

1Modellus resolve equa�c~oes diferenciais utilizando o M�etodo de Runge-Kutha de 4a ordem. Os valores m��nimo e m�aximo para o
tempo, assim como o seu incremento, s~ao escolhidos arbitrariamente pelo usu�ario. Por padr~ao, o valor m��nimo �e 0, o m�aximo 20, e o
incremento ou passo 0,1.
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Figura 1. Equa�c~oes referentes ao movimento unidimensional
de uma part��cula em queda livre, escritas no Modellus.

Variando-se os parâmetros g e m e os valores ini-
ciais atribu��dos �a posi�c~ao e �a velocidade, o estudante
pode investigar a in
uência dessas grandezas f��sicas so-
bre o movimento. Temos observado que, muitas vezes,
somente neste est�agio da aprendizagem �e que os estu-
dantes efetivamente come�cam a compreender o signi�-
cado f��sico de algumas das vari�aveis utilizadas no equa-
cionamento matem�atico do problema.

O leitor pode estar se questionando: e �e justi�c�avel
usar-se um computador para resolver o problema da
part��cula em queda livre? Entendemos que sim, pelos
motivos que seguem.

As equa�c~oes da Fig. 1 s~ao equa�c~oes freq�uentes nos
cap��tulos iniciais dos livros de F��sica Geral Univer-
sit�aria. Se o estudante n~ao as compreende, o aplica-
tivo pode servir como meio para conduzi-lo �a sua com-
preens~ao. Por exemplo, ao se escrever

dy

dt
= �y

e se pressionar o bot~ao Interpretar na janela Modelo,
imediatamente Modellus requerer�a que o aluno entre
com vy , como um parâmetro, e com o valor inicial para
a posi�c~ao y. Ou seja: ainda que o estudante n~ao se
dê conta de imediato que dado vy, taxa de varia�c~ao da
posi�c~ao com o tempo, s�o �e poss��vel conhecer-se a posi�c~ao
num instante qualquer, caso se conhe�ca a posi�c~ao no
instante inicial, Modellus o lembrar�a disto. (Modellus
�e excelente para se introduzir os conceitos b�asicos de
C�alculo Diferencial e Integral e de equa�c~oes diferenci-
ais, podendo tornar o ensino de Cinem�atica atrativo e
instrutivo no exerc��cio de c�alculo de uma vari�avel; mas
isto foge ao escopo do presente trabalho.)

Pela primeira vez, o estudante recorre a equa�c~oes
diferenciais para equacionar um problema, e entende-
mos que ele deva fazê-lo come�cando pelos problemas
mais simples. Modellus se encarregar�a de resolver as
equa�c~oes diferenciais.

O estudante estar�a, em poucos meses, aprendendo
o conceito de derivada no seu curso de C�alculo Diferen-
cial e Integral e �e instrutivo que se v�a familiarizando
com o uso de derivadas.

A partir do modelo para a part��cula sob a a�c~ao da
for�ca peso, preferentemente constru��do pelo aprendiz, a
inclus~ao da resistência do ar resume-se �a soma de al-
gum termo �a primeira linha da janela Modelo, e todo o
restante n~ao precisar�a ser modi�cado. Assim, pode-se
discutir, j�a na segunda semana de aula do curso uni-
versit�ario, a solu�c~ao do problema de uma queda que
n~ao �e livre. O estudante pode experimentar como seria
o movimento se �a for�ca se somasse um termo resistivo
do tipo bvy, simplesmente acrescentando este termo �a
for�ca que atua sobre a part��cula:

Fy = �m� g � b� �y (2)

Este �ultimo argumento �e o que nos motivou a es-
crever o presente trabalho. Entendemos que n~ao faz
sentido, em pleno s�eculo XXI, limitar-se o estudo de
Dinâmica aos problemas a que Galileu se dedicava. (E
mesmo Galileu j�a se preocupava com a resistência do
ar.) Muito mais importante do que chegar-se a uma
solu�c~ao exata de um problema aproximado, como �e a
queda livre, �e questionar-se sobre os aspectos f��sicos re-
levantes, sobre as hip�oteses assumidas, as aproxima�c~oes
empregadas, as limita�c~oes dos modelos, as grandezas
f��sicas relevantes e as suas rela�c~oes. Recorrendo-se ao
computador para a solu�c~ao do modelo matem�atico sub-
jacente ao modelo f��sico, o aluno pode dispor de muito
mais tempo para se concentrar nos aspectos f��sicos e no
equacionamento dos problemas.

A extens~ao do caso unidimensional para o bidimen-
sional �e imediata: basta escrever as correspondentes
express~oes para a componente horizontal das quanti-
dades f��sicas em quest~ao (for�ca, acelera�c~ao, velocidade
e posi�c~ao). Com mais quatro linhas na janela Modelo
(Fig. 2) pode-se descrever o movimento parab�olico de
qualquer proj�etil sob a�c~ao de uma for�ca constante.

Fx = 0

ax =
Fx

m

d�x

dt
= ax

dx

dt
= �x

Figura 2. Equa�c~oes do movimento para a componente hori-

zontal (x) de uma part��cula em queda livre escritas no Mod-

ellus.

A anima�c~ao do movimento �e obtida colocando-se
um objeto, uma bola, por exemplo, na posi�c~ao dese-
jada da tela e especi�cando-se as suas coordenadas ho-
rizontal e vertical como sendo as coordenadas (x; y),
solu�c~oes das equa�c~oes diferenciais das Figs. 1 e 2. �A
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medida que o tempo evolui, a bola move-se na tela.
A Fig. 3 ilustra uma anima�c~ao em que, al�em da tra-
jet�oria do proj�etil, aparece uma imagem estrobosc�opica

mostrando as posi�c~oes sucessivas ocupadas pelo proj�etil
de tempos em tempos iguais.

Figura 3. Movimento de um proj�etil, (a) sem e (b) com resistência do ar.

Tamb�em est~ao indicadas as componentes horizon-
tal e vertical da velocidade. Isso �e feito unindo-se ao
proj�etil um vetor cujas componentes escalares coinci-
dem com os valores obtidos para vx e vy: Discuss~oes a
respeito da nulidade da componente y da velocidade no
ponto mais alto da trajet�oria, mas n~ao da componente
x, e, especialmente, as motivadas por varia�c~oes no valor
do parâmetro b, s~ao oportunas.

II. 2 Movimento oscilat�orio unidimen-
sional

Para investigar um sistema massa-mola - oscilador
unidimensional, em que a resultante das for�cas tem a
dire�c~ao do eixo Ox - basta substituir, no conjunto de
equa�c~oes apresentado na Fig. 2, a componente da for�ca
na dire�c~ao x por

Fx = �k � x (3)

onde k representa a constante el�astica da mola. A com-
ponente vertical da posi�c~ao, y, �e mantida constante.

Ao pressionar o bot~ao Interpretar, a massa da
part��cula e a constante el�astica da mola s~ao identi�-
cadas como parâmetros, enquanto para os valores inici-
ais s~ao requeridas posi�c~ao e velocidade2. A Fig. 4 ilus-
tra uma anima�c~ao do movimento e os correspondentes
gr�a�cos para as componentes escalares de posi�c~ao, ve-
locidade e acelera�c~ao3.

Neste caso, o estudante trabalha com um modelo
cuja solu�c~ao matem�atica �e incapaz de obter, mas isso

n~ao o impede de entender a evolu�c~ao dinâmica do sis-
tema, as vari�aveis relevantes e suas rela�c~oes. Ao inv�es
de se provar analiticamente que a posi�c~ao do oscilador
pode ser expressa por uma sen�oide, uma linha adicional
no modelo do tipo:

x1 = A� cos(w � t+ delta) (4)

permite comparar x1, numericamente ou gra�camente,
com a solu�c~ao x obtida via equa�c~ao diferencial. A
compara�c~ao auxiliar�a o estudante na compreens~ao das
quantidades f��sicas que caracterizam o movimento os-
cilat�orio como a amplitude, A, a freq�uência angular, w;
e a constante de fase, delta. A prop�osito, a observa�c~ao
do movimento de uma part��cula cuja posi�c~ao �e dada
pela equa�c~ao 4 para diferentes valores de delta, escolhi-
dos arbitrariamente pelo pr�oprio estudante, al�em de ele-
mento motivador, facilita a aprendizagem do signi�cado
da constante de fase, e da sua rela�c~ao com a posi�c~ao e
a velocidade iniciais do sistema.

Efeitos de ressonância podem ser investigados com
a inclus~ao de uma for�ca de excita�c~ao externa, caracte-
rizada por uma freq�uência de oscila�c~ao w ext e uma
intensidade m�axima f :

Fx = �k � x� b� �x+ f � cos(w ext� t) (5)

2 �E comum, numa primeira tentativa, o estudante n~ao alterar o valor zero atribu��do, por padr~ao, tanto �a posi�c~ao quanto �a velocidade
iniciais da massa presa �a mola, e �car surpreso porque a massa n~ao se move.

3A janela Condi�c~oes Iniciais permite que se introduzam at�e cinco conjuntos de valores (cinco casos), tornando-se muito pr�atica a
compara�c~ao de diferentes situa�c~oes f��sicas descritas por um mesmo modelo. Neste exemplo, isso possibilitaria a investiga�c~ao simultânea
de v�arios tipos de movimento harmônico, amortecidos e n~ao-amortecidos.
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Figure 4. Sistema massa-mola (a) sem e (b) com amortecimento.

Figura 5. Amplitude de oscila�c~ao para uma freq�uência externa (w ext na equa�c~ao 5) pr�oxima da freq�uência natural do
oscilador.

Uma ilustra�c~ao da amplitude de um oscilador su-
jeito a esta for�ca �e vista na Fig. 5.

II.3 Pêndulo f��sico

A obten�c~ao das equa�c~oes de movimento para um
pêndulo (f��sico ou simples) �e facilitada aplicando-se a
vers~ao rotacional da segunda Lei de Newton:

~�Ro = I0~�; (6)

sendo ~�Ro a resultante dos torques em rela�c~ao a um
ponto o; Io, o momento de in�ercia do sistema em rela�c~ao
a um eixo que passa por este ponto e tem a dire�c~ao do
torque; e ~�, a acelera�c~ao angular do sistema.

Um exemplo t��pico da aplica�c~ao da vers~ao rotacional
da segunda Lei de Newton �e o pêndulo f��sico (um corpo
r��gido), cujo modelo se encontra na Fig. 6. Considera-
se o eixo Ox apontando para a direita, Oy para cima e
Oz, para fora da p�agina4 (ou da tela do computador),

4Ao longo deste trabalho, adota-se este sistema de coordenadas.
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perpendicularmente ao plano de oscila�c~ao, de�nido por
Ox e Oy. Os parâmetros deste modelo s~ao:

- m, massa do pêndulo;
- g, a magnitude da acelera�c~ao da gravidade;
- Io, momento de in�ercia em rela�c~ao ao centro de

massa;
- D; distância do centro de massa ao centro de os-

cila�c~ao, situado na origem do sistema de coordenadas
adotado.

As sete equa�c~oes que aparecem na Fig.6 represen-
tam, respectivamente:
- Io, momento de in�ercia em rela�c~ao �a origem, obtido
pelo teorema dos eixos paralelos;
- o torque (restaurador) exercido pela for�ca peso, admi-
tida como a �unica for�ca que exerce torque, em rela�c~ao
�a origem do sistema de coordenadas;
- a equa�c~ao 6, projetada no eixo Oz ;
- a rela�c~ao entre w, componente da velocidade angular
na dire�c~ao z;, e �, componente da acelera�c~ao angular
na dire�c~ao z;
- a rela�c~ao entre a posi�c~ao angular � e w;
- as coordenadas retangulares, x e y, da posi�c~ao do
centro de massa do corpo r��gido, em fun�c~ao das suas
coordenadas polares.

Para solu�c~ao dessas equa�c~oes diferenciais, automati-
camente Modellus requer os valores iniciais para a
posi�c~ao angular e velocidade angular.

Figura 6. Equa�c~oes referentes ao movimento de um pêndulo
f��sico, escritas no Modellus.

As componentes retangulares s~ao obtidas para pos-
sibilitar a anima�c~ao do movimento. (O sistema de coor-
denadas adotado �e o retangular, sendo necess�ario trans-
formar coordenadas polares para as retangulares, caso
se queira observar o movimento do pêndulo f��sico.)

Os argumentos apresentados na se�c~ao II.1, em fa-
vor do uso do computador em problemas que envolvem
for�ca constante, s~ao aqui ainda mais justi�c�aveis,
pois os estudantes têm menor familiaridade com as
grandezas angulares do que com as lineares. Ademais,
a �m de obter-se uma solu�c~ao anal��tica para este prob-
lema, �e necess�ario proceder-se �a aproxima�c~ao linear,
tomando-se

sen(�) � � (7)

e limitando-se a descri�c~ao do movimento a pequenas
amplitudes.

Apregoamos o uso do computador na solu�c~ao deste
problema, tamb�em porque se pode:

- construir (rapidamente) uma tabela que ilustre a
equa�c~ao 7, dando elementos num�ericos para a discuss~ao
do limite de validade da aproxima�c~ao;

- considerar qualquer amplitude de oscila�c~ao. A
compara�c~ao da solu�c~ao num�erica com a anal��tica, para
uma amplitude de oscila�c~ao qualquer, enriquece a dis-
cuss~ao do que signi�cam pequenas amplitudes e do lim-
ite de validade da aproxima�c~ao linear;

- investigar a varia�c~ao do per��odo com a amplitude;
- incluir resistência;

- incluir excita�c~ao externa, possibilitando ilustrar
ressonância e, particularmente, caos;

- estudar f��sica n~ao-linear.
Uma ilustra�c~ao simples de assunto atual { regimes

ca�oticos { �e a da Fig. 7, que mostra o modelo
do pêndulo sujeito a uma excita�c~ao externa oscilante,
tratado na referência [9]. A equa�c~ao de movimento para
o sistema �e:

d!

dt
= �

1

q
! -sen � + p cos � ; (8)

onde � �e a posi�c~ao angular do pêndulo, medida com
rela�c~ao �a vertical, e

! =
d�

dt

�e sua velocidade angular. A fase � �e tal que sua varia�c~ao
temporal �e a medida da freq�uência angular for�cada, !D,
imposta por algum agente externo no ponto de sus-
pens~ao:

!D =
d�

dt
:

O termo for�cado tem a amplitude p, e o parâmetro
de amortecimento �e dado por q. Foram utilizados os
valores q = 2 e !D= 2/3. (�E adotado um sistema de
unidades conveniente, com o tempo adimensional, mas
n~ao h�a por que se deter neste aspecto, para a com-
preens~ao qualitativa do que se deseja ilustrar.).

A equa�c~ao de movimento deste sistema bidimen-
sional �e n~ao-linear. Sistemas n~ao-lineares podem apre-
sentar a caracter��stica de terem seu desenvolvimento
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temporal fortemente dependente das condi�c~oes inici-
ais. No exemplo da Fig. 7, dois pêndulos regidos
pela equa�c~ao 8 s~ao postos em movimento, ambos com o
mesmo parâmetro p (p = 1), mesmas condi�c~oes iniciais
!0=1 rads e �0=0,9 rad, e com posi�c~oes angulares ini-
ciais diferindo em 0,05%: �0=2 rad e 2,01 rad, respecti-
vamente. Posta a funcionar, a anima�c~ao mostra os dois
pêndulos oscilando de formas visualmente dif��ceis de
distinguir, tamb�em n~ao havendo praticamente distin�c~ao
entre os diagramas de fase, tra�cados no gr�a�co ! ver-
sus �. Alterando-se o parâmetro p, nos dois pêndulos,
para o valor p = 1,5, as diferen�cas passam a ser evi-
dentes, tanto na observa�c~ao das trajet�orias no espa�co
de con�gura�c~ao, quanto no espa�co de fase. Isto sig-
ni�ca que o novo valor do parâmetro p pertence �a regi~ao
de valores em que o sistema apresenta comportamento

ca�otico, manifestando esta forte dependência com as
condi�c~oes iniciais.

Esta �e a F��sica dos nossos dias, F��sica Contem-

porânea, que deve ser levada �a discuss~ao no primeiro
semestre de um curso universit�ario e/ou no n��vel m�edio
e n~ao somente numa disciplina espec���ca de �nal de
alguns poucos cursos universit�arios.

II.4 Movimento planet�ario

A obten�c~ao anal��tica da trajet�oria de duas
part��culas que interagem gravitacionalmente foge ao es-
copo de um curso introdut�orio de mecânica; por�em sua
resolu�c~ao num�erica �e simples e deve ser utilizada para
ilustrar, por exemplo, as poss��veis trajet�orias (curvas
cônicas).

Basta que seja introduzida a for�ca gravitacional en-
tre duas part��culas:

~F = �G
m1m2

r2
êr (9)

para que se possa discutir a situa�c~ao dinâmica do sis-
tema de duas part��culas.

Figura 7: Regime ca�otico apresentado por um pêndulo simples sujeito a excita�c~ao externa [1]. Os dois pêndulos s~ao soltos de
posi�c~oes angulares levemente diferentes (2,00 rad e 2,01 rad) e apresentam movimentos bem distintos em tempos subseq�uentes,
porque os parâmetros adotados se encontram na regi~ao do regime ca�otico. A varia�c~ao de parâmetros permite observar que
em outras regi~oes este comportamento n~ao se veri�ca.

Consideremos, inicialmente, a intera�c~ao entre duas
part��culas de massasm1 e m2, sendom1 >> m2. Neste
caso, o recuo da massam1 �e desprez��vel, e concentremo-
nos apenas na trajet�oria da part��cula de menor massa.
Para simpli�car, tomemos um sistema de coordenadas
cuja origem coincide com a posi�c~ao de m1.

Os parâmetros necess�arios s~ao:

- m1 e m2, massas das duas part��culas que inter-
agem;

- G, constante de gravita�c~ao.

A trajet�oria da part��cula m2 pode ser obtida no
Modellus com as dez equa�c~oes da Fig. 8:

- r, distância entre as part��culas m1 e m2, escrita
em termos das coordenadas (x; y) de m2;

- F; magnitude da for�ca de atra�c~ao gravitacional en-
tre ambas as part��culas (equa�c~ao 9);

- Fx e Fy, componentes horizontal e vertical da for�ca
que atua sobre m2;
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- ax e ay, componentes da acelera�c~ao de m2 obtidas
de Fx e Fy, respectivamente;

- vx e vy, componentes da velocidade de m2 nas
dire�c~oes x e y obtidas de ax e ay; respectivamente;

- x e y, componentes da posi�c~ao de m2 nas dire�c~oes
x e y obtidas de vx e vy; respectivamente.

Ao interpretar o modelo, Modellus automatica-
mente requer os valores iniciais para a posi�c~ao (x; y)
e velocidade (vx, vy) da massa m2. Um gr�a�co de y

versus x permitir�a investigar diferentes trajet�orias.

Figura 8: Equa�c~oes para o movimento de uma part��cula
de massa m2 que interage gravitacionalmente com outra de
massa m1 >> m2.

A investiga�c~ao de um sistema em que ambas as
part��culas se movem requer um pouco mais de geome-
tria. A distância entre as duas part��culas, r12, �e obtida
de (x1; y1) e (x2; y2), coordenadas das massas m1 e m2:

r12 =
p
((x1 � x2)2 + (y1 � y2)2) (10)

Esta �e a distância relevante no c�alculo da for�ca
gravitacional, cujas componentes x e y, para uma das
part��culas; s~ao:

Fx = �F �
x1 � x2

r12

Fy = �F �
y1 � y2

r12

A obten�c~ao das coordenadas de uma das part��culas
�e feita como no modelo da Fig. 8. A da outra

part��cula pode ser obtida atrav�es da coordenada do cen-
tro de massa que, estando o sistema isolado, poder�a ser
tomado em repouso.

Figura 9: Visualiza�c~ao de um sistema de três massas que
interagem gravitacionalmente, constru��da com o Modellus.

Imediata e interessante seria a generaliza�c~ao para
for�cas do tipo rx em que x �e um expoente qualquer e as
trajet�orias deixam de ser as curvas cônicas. Tamb�em
a intera�c~ao gravitacional entre três part��culas, visuali-
zada na Fig. 9, pode ser constru��da por um estudante
su�cientemente instigado.

III Coment�arios �nais e con-

clus~oes

Neste trabalho, concentramo-nos na possibilidade e ne-
cessidade de enriquecimento das aulas de F��sica atrav�es
da modelagem computacional, deixando de enfocar as
aulas experimentais que precisariam estar acopladas �a
discuss~ao da segunda Lei de Newton. Deixemos, pelo
menos, o alerta de que nossos laborat�orios did�aticos de
F��sica, tanto universit�arios quanto escolares, est~ao, em
sua quase totalidade, completamente obsoletos, n~ao in-
corporando o computador como instrumento de medida
e an�alise. O uso de microcomputadores em aquisi�c~ao e
visualiza�c~ao de dados em tempo real �e um elemento
dos laborat�orios did�aticos de pa��ses avan�cados h�a uma
d�ecada [10-11], enquanto no Brasil est�a limitado a
poucos estabelecimentos de ensino. Acreditamos que
esta lacuna poder�a ser preenchida a curto prazo com
a implementa�c~ao de aquisi�c~ao autom�atica via placa de
som, dispensando interfaces externas [12-14]. Especi-
�camente em rela�c~ao �a segunda Lei, a observa�c~ao em
tempo real, por exemplo, da varia�c~ao da posi�c~ao em
fun�c~ao do tempo de um pêndulo [12,15] possibilita o
estudo de movimento amortecido com muito mais de-
talhes al�em dos usualmente observados. Tamb�em neste
caso, a modelagem computacional se torna �util para a
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avalia�c~ao dos modelos constru��dos na tentativa de des-
cri�c~ao dos dados.

Defendemos que a modelagem computacional �e
uma ferramenta indispens�avel para o ensino de F��sica
nos dias atuais, devendo ser usada como recurso
metodol�ogico para promover a intera�c~ao pessoal e a
troca de signi�cados atrav�es das atividades de grupo,
em que a discuss~ao, a conjetura e a avalia�c~ao de id�eias
s~ao atividades dominantes. Nossa convic�c~ao, baseada
na experiência em sala de aula, �e compartilhada por di-
versos professores de ensino m�edio e universit�ario de di-
ferentes pa��ses, que têm recorrido ao Modellus no ensino
de Ciências e Matem�atica [16,17]. Estudos sistem�aticos
sobre a in
uência do uso de aplicativos de modelagem
no processo de ensino/aprendizagem seriammuito bem-
vindos, tanto em rela�c~ao ao Modellus, quanto a outros
tantos aplicativos que têm sido utilizados em larga es-
cala. Registramos, ainda, que abordagens �a segunda
Lei de Newton similares �a nossa têm sido empregadas
em v�arias universidades brasileiras; por exemplo, por
Aguiar [18].

Para clareza deste artigo, fez-se necess�ario ilustr�a-lo
com algum aplicativo, e optamos pelo Modellus porque
entendemos que �e dos mais recomend�aveis para um
n��vel introdut�orio. Por vezes, apresentamos algumas
caracter��sticas espec���cas do Modellus, para permitir
que o leitor, se interessado, possa utilizar de imediato
este aplicativo. Al�em disto, fornecemos as equa�c~oes,
parâmetros e condi�c~oes iniciais necess�arias, a �m de
que o leitor que opte por outro aplicativo tenha plenas
condi�c~oes de desenvolver atividades em sala de aula no
sentido de explorar a modelagem computacional no en-
sino de F��sica. A�nal, como dito por um de n�os (VDT)
\inteligência, emo�c~ao, cultura, poesia e arte residem no
usu�ario, n~ao no aplicativo".
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