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Neste artigo, nos propomos a estabelecer uma fungdo generalizada para o desvio angular em um prisma de
base triangular imerso em meios externos distintos. Apds a obtencdo de tal funcdo, faremos a demonstracio
das condigbes de desvio minimo. Além disso, faremos uma andlise detalhada da fungdo, inclusive das condigoes
necessarias para que ndo haja reflexdo total nas interfaces; condi¢des essas que se relacionam ao dominio de tal
funcdo. Destaquemos que certos aspectos de simetria existentes no caso particular de meios externos idénticos néo
sdo verdadeiros para o caso geral; aspectos estes que, combinando o principio fisico da reversibilidade e principio
matemaético de ndo-contradi¢do, permitem a obtengdo dos dngulos relacionados ao desvio minimo sem o uso de
calculo diferencial.

Palavras-chave: Desvio angular, prisma, base.

In this paper, we propose to establish a generalized function for the angular deviation in a prism with a
triangular base immersed in different external media. After obtaining such a function, we demonstrate the
minimum deviation conditions. In addition, we make a detailed analysis of the function, including the necessary
conditions so that there is no total reflection in the interfaces, these conditions that relate to the domain of such
a function. In addition, we point out that certain aspects of symmetry existing in the particular case of identical
external means are not true for the general case; aspects that, combining the physical principle of reversibility
and the mathematical principle of non-contradiction, allow obtaining the angles related to the minimum deviation

without the use of differential calculus.
Keywords: Angular deviation, prism, base.

1. Introducao

No artigo intitulado “Demonstragdo algébrica das con-
digcoes de ocorréncia do desvio minimo em um prisma
de base triangular” [I] é relatada uma lacuna de tal
demonstracdo, tanto em livros-textos de fisica voltados
ao ensino médio quanto aos destinados a graduagio. No
que tange a parte experimental, de modo geral temos um
nico meio externo circundante-menos refringente que o
prisma, corriqueiramente, o ar atmosférico [2H4]; e é sob
tal condicao especial que é desenvolvida a teoria e sao
propostos os exercicios nos livros-textos, sendo também,
nesta particularidade, que foi feita a demonstragdo no
artigo [I] anteriormente citado.

Do ponto de vista experimental e teérico (principal-
mente), o prisma estar envolvido em um meio material
tnico é um caso especial. Podemos considerar que o caso
mais geral — os meios de incidéncia na primeira interface,
o meio de emergéncia na segunda interface e o material
do prisma possuirem indices de refracao diferentes entre

*Endereco de correspondéncia: [toni@if.ufrj.br

Copyright by Sociedade Brasileira de Fisica. Printed in Brazil.

si-foi abordado na questdo a seguir, proposta no vesti-
bular do renomado Instituto Tecnoldégico de Aerondutica

(ITA) Bl (Fig. [1):

“Um prisma de vidro, de indice de refracio n = /2,
tem por secdo normal um triangulo retangulo isdsceles
ABC no plano vertical. O volume de seg¢io transversal
ABD ¢ mantido cheio de um liquido de indice de
refragio n' = /3. Um raio incide normalmente a face
transparente da parede vertical BD e atravessa o liquido.

Considere as sequintes afirmacoes:

I. O raio luminoso nao penetrard no prisma.
II. O dngulo de refra¢io na face AB é de 45°.
II1. O raio emerge do prisma pela face AC com angulo
de refragcdo de 45°.
IV. O raio emergente definitivo € paralelo ao raio
incidente em BD.

Das afirmativas mencionadas, é (sao) correta(s):

a) apenas I. b) apenas I e IV. «¢) apenas II e I

d) apenas III e IV. e) II, Il e IV.”
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Figura 1: Raio de luz incidindo sobre um volume contendo
um liquido em contato com um prisma. Fonte: Vestibular do
Instituto Tecnolégica de Aerondutica, Concurso de Admiss3o de
1996.

Neste artigo, nos propomos a estabelecer uma fungao
generalizada para o desvio angular em um prisma de
base triangular. No contexto da 6ptica citamos, a titulo
de exemplo, o caso das lentes esféricas como “equagoes”
generalizadas semelhantes a esta que propomos no pre-
sente artigo.

Apés a obtencao de tal funcido, faremos a demonstra-
¢ao das condigoes de desvio minimo utilizando calculo di-
ferencial, acessivel aos alunos de graduacao. Além disso,
faremos uma analise detalhada da fungao, inclusive das
condicoes necessarias para que nao haja reflexdo total
nas interfaces; condigbes essas que se relacionam ao
dominio de tal funcéo.

Destaquemos que certos aspectos de simetria existen-
tes no caso particular de meios externos idénticos nao
sdo verdadeiros para o caso geral; aspectos estes que,
combinando o principio fisico da reversibilidade e prin-
cipio matemético de ndo-contradigdo (demonstragéo por
absurdo), permitem a obtencao dos angulos relacionados
ao desvio minimo (em médulo) sem o uso de cdlculo
diferencial.

Uma vez que a analise da situacdo geral, conforme
propomos neste artigo, nao se déd de forma imediata a
partir do caso particular — demandando certo trabalho
no uso de calculo diferencial, dlgebra e trigonometria —,
cremos que o presente artigo pode ser de grande valia
a professores e estudantes que, porventura, necessitem
realizar tal investigagdo. Com o intuito de simplificar a
consulta, estabeleceremos no corpo do artigo as princi-
pais equacgoes e resultados, deixando as demonstracoes
detalhadas das relagbes que julgamos mais importantes
para o apéndice.

2. Argumentacgao Tedrica

2.1. Principais relacdes (equagdes/fungées) geo-
métricas e fisicas

Consideremos o prisma de base triangular e angulo de
abertura A, conforme a Fig. [2|

Conside n;(i = 1,2,3), os indices de refragio dos
meios 1, 2 e 3, respectivamente, conforme ilustrado
na Fig. ] Na condigdo particular citada anteriormente
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meio (1) meio (3)

meio (2)

Figura 2: Esquema dos desvios nas faces adjacentes de um
prisma de base triangular. Vide texto para detalhes. Na figura,
Ni2 representa a normal entre os meios 1 e 2, N23 representa a
normal entre os meios 2 e 3, i12 0 dngulo de incidéncia no meio
1, r12 o0 angulo de refracdo no meio 2, ra3 o0 angulo de incidéncia
no meio 2 e i23, 0 angulo de refracdo no meio 3, D12 o desvio na
interface dos meios 1 e 2, D23 o desvio na interface dos meios
2 e 3 e D o desvio total.

(ny = n3 < ng). de acordo com a Fig. [2| é possivel
verificarmos que temos sempre um desvio angular no
sentido horario, sendo entdo, nos livros textos, analisado
o valor desse angulo. Porém, no caso geral, o desvio
angular em cada interface e o desvio total podem se dar
tanto no sentido hordrio quanto no anti-horario. sendo
assim, buscaremos as expressoes algébricas dos desvios,
para que a interpretagdo dos valores obtidos se dé de
acordo com a convencgao estabelecida.

Geometricamente é possivel verificar que o desvio
total sofrido pela luz ao atravessar o prisma é igual a
soma algébrica (levando-se em conta tanto os valores
dos angulos quanto o sentido horario ou anti-horario, aos
quais convencionamos sinais positivos ou negativos) dos
desvios parciais sofridos em cada interface. Assim sendo,
analisamos o desvio parcial em cada interface, para entéo
obtermos a expressao do desvio total. Tomando o sentido
anti-horario como positivo, vem:

e GEOMETRICAS

Desvio na interface 1 — 2: D1s = 712 — 412

[\

Desvio na interface 2 — 3: Dag = ro3 — i23
A=r12+ 713

Desvio Total: D = A — (i12 + i23)

~ o~~~

e FISICAS

Lei de Snell aplicada a refragdo na interface
1 — 2: nysen 412 = nasen rig (5)
Lei de Snell aplicada a refragdo na interface
2 — 3: nosen To3 = NzSen isg (6)
A titulo de exemplificacdo, utilizaremos os dados numé-
ricos da questdo do ITA, anteriormente citada: n, = v/3,

ny = /2, n3 = 1 (aproximadamente); A = 90°,
119 = 45°.
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INTERFACE 1-2

Da lei de Snell aplicada & refracdo 1-2: v/3 - sen 45° =
V2 sen g = 719 = 60°.

O desvio na interface 1-2 vale D1y = 715 — 115 = 60° —
45° = D1y = +15°. (ou seja, de 15 graus no sentido
anti-horério.).

INTERFACE 2-3

Para o calculo do dngulo de incidéncia 793, utilizaremos
a relacdo A = ri2 + r23. No caso, 90° = 60° + ro3 =
T23 = 30°.

Da lei de Snell aplicada & refracdo 2-3: v/2-sen 30° = 1.
sen 493 = iog3 = 45°

O desvio na interface 2-3 vale Dog = 193 — ig3 = 30° —
45° = Djo = —15° (ou seja, de 15 graus no sentido
horério.).

DESVIO TOTAL

D = D15+ Doz = (+15°) + (—15°) = d = 0°

2.2. Funcodes do desvio angular

2.2.1. Estudo analitico do desvio total (d) em
funcdo do angulo de incidéncia (i12)

Essa funcao é a mais “natural”, uma vez que experimen-
talmente o que se controla é o “dngulo de entrada” iys.

D = A —iy5 — arc sen{nozsen[A — arc sen(njasen ii2)]}
(7)
Notemos que a func¢ao é algebricamente bastante com-
plicada, envolvendo fungbes compostas/trigonométricas
inversas.
Se tivermos interessados somente no médulo do
desvio angular, toma-se entdo o médulo da funcdo
descrita pela equacao .

3. Analise do Dominio da Funcao

Para que nao ocorra reflexdo total numa dada interface,
devem ser obedecidas as seguintes condigbes:

Interface 1 — 2: i12 < arcsen(ngy)(caso ny > ng) (8

Interface 2 — 3: 415 > arcsen{nz;[sen[A — arcsen(nsz)]]|

~— —— —

(casong > ng) 9

Exemplificacdo, com a questdo do ITA anteriormente
citada:

Da equagao VIIIL: 415 < 55° (aprox.).

Da equagao IX: i35 > 35° (aprox).

O dominio entao é: 35° < 112 < 55° ou 0,61 rad < i1 <
0,96 rad.

3.1. Estudo analitico do desvio total (d) em
funcdo do angulo de emergéncia (r13)

D = A — arc sen(najsen r12) — arc sen[ngzsen(A — ra1)]
(10)
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Notemos que a fun¢ao do desvio angular em termos de
r12 é algebricamente mais simples que em termos de 715!

Derivando tal expressdo e igualando a zero para a
pesquisa de minimantes ou maximantes, 71o:

dD 0 791COS T'12

dris \/1 —n3;sen?rys
A—
L+ no3cos( T12) _o
V1 —nZssen2(A — 1)
MN21COST12 o 7123008(14 — 7‘12)
V1—nZsen?ryy /1 —nssen2(A — )

Resolvendo a equagdo trigonométricas:

(11)

l1—a cos A

= arctg | ———— 12

"2 arcg( asen A ) (12)
2 _ 2

onde o = % (13)
ng —nj

Caso n1 = N3 = Negterno (Meios externos idénticos),
a=1e tgrlg = lgeiosA .

Da trigonometria sabemos que tg (A/2) = =24,
logo, 12 = A/2. O que nos leva (Eq. 3) a ro3 = A/2
€ i12 = Q93 = arcsen|Nprisma/NesternoSen(A/2)]. Fica
assim demonstrado, entao, o caso particular!

O valor (real) de a, e consequentemente um valor
de minimo ou méximo local s6 existem se os meios
externos forem simultaneamente mais refringentes ou
menos refringentes que o prisma. Ha trés situacoes
possiveis: i) meios externos mais refringentes que o
prisma. ii) meios externos menos refringentes que o
prisma. iii) o indice de refragdo do prisma tem valor
intermediario em relacao aos indices dos meios externos.

Uma vez que o indice de refracdo n; aparece no
numerador da fracdo e o do meio 3 no denominador
na expressao de «, os valores dos dngulos de incidéncia
(i12) e emergéncia (r12) que tornam o desvio minimo
dependem da interface do prisma que o raio incidiu;
0 que ndo ocorre no caso particular de meios externos
idénticos (n1 = n3; a =1).

3.2. Anadlise grafica do desvio total (d) em funcao
do angulo de incidéncia (i12)

Analisaremos duas situagoes citadas anteriormente:

3.2.1. O indice de refracao do prisma tem valor
intermediario em relagcao aos indices dos
meios externos

Exemplificando novamente com a questdo do ITA: ny =
V3, na = V2, n3 =1, A = 90°. O gréafico do desvio
D (Egq. 10) em funcdo do &ngulo de incidéncia i1 é
mostrado na Fig. 3] e o médulo de D na Fig. [d O foco
da analise gréfica é qualitativo. Uma vez que a < 0,
analiticamente a fungdo D(i12) ndo possui um ponto de
minimo (a 12. derivada nio se anula). Pela Fig. [3] entre
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Figura 3: Desvio D em fun¢do do angulo de incidéncia entre as
interfaces 1 e 2 (i12). Veja texto para detalhes.
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Figura 4: Médulo do desvio D em (vide Fig. func3o do angulo
de incidéncia entre as interfaces 1 e 2 (i12).

i12 = 0,61 rad (35°) a i;2 = 0,79 rad (45°) a fungao
possui valor negativo, o que indica um desvio no sentido
horério. De i12 = 0,79 rad (45°) a i12 = 0,96 rad (55°) a
fun¢do assume um valor positivo, indicando um desvio
anti-horario. Os maiores valores dos médulos dos desvios
(Fig. [4]) se dao nos extremos do dominio, sendo o médulo
reduzido a zero em i15 = 0,79 rad (45°).

3.2.2. Meios externos menos refringentes que o
prisma

Consideremos, a titulo de exemplo, um prisma feito
de diamante ny = 24, imerso na agua n; = 1,3
(n12 = n1/ny = 0,564) e na glicerina ng = 1,5 (ng3 =
ng/my = 1,60) — valores aproximados. Com angulo de
abertura A = 45° = 7/4 = 0,79 rad. Seguindo raciocinio
idéntico ao aplicado ao caso anterior: O dominio entéo
é: 12° < i19 < 90° ou 0,21 rad < i12 < 1,57 rad.,
a = 1,08, 712 mazimante = 17,2° = 0,30 rad. As Figs.[5|e[0]
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Figura 5: Desvio D em func¢3o do angulo de incidéncia entre as
interfaces 1 e 2 (i12), para ni2 = 0,54 ; no3 = 1,60 e A = 0,79
rad.
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Figura 6: Médulo do desvio D em (vide Fig. func3o do angulo
de incidéncia entre as interfaces 1 e 2 (i12).

mostram o desvio D e o médulo de D, respectivamente,
em fung¢do do angulo de incidéncia. Note que, como os
indices de refragdo dos meios externos possuem valores
relativamente proximos — que implica em « préximo de
1 — o valor de 712 minimante = 17,2° estd proximo da
metade do dngulo de abertura do prisma (A4/2 = 22,5°),
conforme seria de se esperar. O valor 712 minimante =
17,2° = 0,30 rad nos leva a: 412 mazimante = 33,1° = 0,58
rad; Dyazimo = —36,4° = —0,63 rad. Tomando o limite
de D quando 412 tende a 12°: D = —51,5° = —0,90
rad. Tomando o limite de D quando i15 tende a 90°:
D = —-64,8° = —1,13 rad.

4. Conclusao

Notemos que o grafico D X i1 do desvio em funcéo
do angulo de incidéncia pode ser obtido teoricamente
e nao somente experimentalmente; embora a elaboragao
do grafico sem o uso de programas computacionais seja
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uma tarefa uma tanto ardua, devido a complexidade
analitica de tal fungdo. Nesse sentido, é mais simples
a pesquisa do valor do valor de ry5 que torna o desvio
méaximo ou minimo (algebricamente), recaindo em uma
equagao trigonométrica que, diferente do caso particular
de meios externos idénticos, nao é possivel sua resolucao
por simples inspegao.

Reforcando alguns aspectos ja ditos ao longo do texto,
mas que merece ser chamada atencdo é que, diferente-
mente do caso particular: a) o desvio pode se dar tanto
no sentido horario quanto no anti-horario (Fig. @; b) cer-
tos aspectos de simetria existentes no caso particular
de meios externos idénticos nao sao verdadeiros para o
caso geral; aspectos estes que, combinando o principio
fisico da reversibilidade e principio matematico de néo-
contradicdo (demonstragdo por absurdo), permitem a
obtencao dos angulos relacionados ao desvio minimo (em
médulo) sem o uso de cdlculo diferencial.
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