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Neste trabalho é apresentada uma abordagem que foi adotada para o ensino de 6ptica fisica e de propagagao
de feixes de laser para alunos provenientes de um Curso de Bacharelado em Matemaética, no programa de Ini-
ciacdo Cientifica do Instituto de Estudos Avancados. Inicialmente é feita uma apresentagdo fenomenoldgica
do Principio de Huyghens e de como o tratamento matemético adequado deste principio resulta nos conceitos
bésicos da 6ptica de Fourier. Posteriormente é postulada a existéncia de um feixe de laser cuja distribuicdo de
amplitude de campo elétrico é dada por uma fungéo gaussiana e foi calculada a propagacgao deste feixe usando
a optica de Fourier. Como resultado deste cédlculo foram obtidas as propriedades de propagacgao do feixe de
laser gaussiano. Embora os resultados a respeito da propagacio de feixes de lasers gaussianos encontrados neste
trabalho sejam amplamente divulgados na literatura, a abordagem se mostrou muito ttil para iniciar alunos na
area de dptica fisica sem que seja necessario passar pela teoria do eletromagnetismo.

Palavras-chave: éptica de fourier, difragdo, propagacao de feixes de laser.

This paper presents the approach adopted to teach diffraction and laser beam propagation to under gradu-
ation students of Mathematics. First it is presented a phenomenological approach for the Huyghens Principles
and how an adequate mathematical analysis of this principle can result the basics of the Fourier optics. Later
it was postulated an laser beam with a electric field amplitude distribution given by a gaussian function and
the propagation of this beam was calculated by using the Fourier optics. As result of this calculation it was
obtained the propagation properties of a gaussian laser beam. Although the propagation of gaussian beams
is largely known in the literature, the approach showed to be very useful to introduce students into the wave

physics without using the electromagnetism theory.

Keywords: Fourier optics, diffraction, laser beam propagation.

1. Introducao

Ha um sem numero de aplicagoes de éptica em que é
necessario o cdlculo da propagacgao de feixes de lasers
em meios materiais homogéneos e sem perdas (meios
dielétricos), tais como, por exemplo, no projeto de
sistemas Opticos [1], na caracterizacdo de feixes de
lasers [2] e no projeto de dispositivos para aplicagoes
cientificas ou industriais do laser [3, 4]. De um modo
geral, a primeira ferramenta a ser utilizada para tais
calculos é a déptica geométrica. No entanto, quando as
caracteristicas ondulatérias da luz sao relevantes para
o problema em questao, a Optica geométrica nao se
mostra adequada e se torna necessario langar mao da
Optica fisica. Em principio, a abordagem da Optica
fisica é a de resolver as equacoes de Maxwell, com as
condigoes de contorno do problema em questao. Em-
bora este tratamento seja rigoroso dentro do arcabougo
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do eletromagnetismo classico, ele requer um longo cami-
nho através da teoria eletromagnética até que se possa
abordar problemas tais como a propagacao de feixes em
meios homogéneos e nao absorvedores, e pode se confi-
gurar numa ferramenta hermética para alunos (e mesmo
profissionais) que sejam originalmente de dreas diversas
da fisica. Neste trabalho apresentamos uma abordagem
para a descricao da propagacao de feixes de lasers usan-
do a Optica de Fourier, que foi utilizada quando do de-
senvolvimento de atividades de Iniciacao Cientifica do
Instituto de Estudos Avangados (IEAv) com alunos do
curso de Bacharelado em Matematica da Universidade
Braz Cubas, de Mogi das Cruzes, no estado de Sao
Paulo. Esta abordagem nos pareceu mais facilmente
digerivel por alunos da area de Matemaética, iniciantes
na area de Optica e laser, por nao requerer um curso de
eletromagnetismo como pré-requisito. Obvio que existe
uma contrapartida que é o conhecimento da transfor-
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mada de Fourier que, entretanto, nos parece mais sim-
ples de ser abordada que a teoria eletromagnética para
o perfil do aluno em questao.

Neste artigo sera descrita a abordagem adotada.
Inicialmente serao discutidos a natureza ondulatéria
da luz, o fendmeno de interferéncia, o principio de
Huyghens e a relacdo entre a transformada de Fourier
e a propagagdo de luz monocromatica. Os conceitos
fisicos envolvidos no conteido serao desenvolvidos de
maneira fenomenoldgica.

Na segunda parte, os conceitos desenvolvidos na
primeira serao aplicadas ao problema da propagacao
de um feixe de laser. Sera postulada e discutida a exis-
téncia de um feixe de luz com uma distribui¢ao de am-
plitude gaussiana associada ao campo elétrico da onda.
Os conceitos discutidos na primeira parte serao aplica-
dos neste feixe de luz e, como sera demonstrado, surgem
espontaneamente as propriedades de propagagao deste
feixe de laser. Por fim, estas propriedades serao discu-
tidas e analisadas.

2. O principio de Huyghens e a 6ptica
de Fourier

Christiaan Huyghens foi o cientista holandés que propos
o principio que leva seu nome, um modelo muito 1til
para explicar a propagagao da luz. Na realidade o
modelo de Huyghens se aplica a qualquer onda que
se propague no espaco, mas, antes da apresentacao
deste principio propriamente dito, sera gasto um tempo
discutindo fenomenologicamente o que é uma onda
eletromagnética, o que sao fontes puntiformes, como
se propagam e como duas onda se interferem quando se
encontram no espaco.

E postulado inicialmente que a luz é uma onda
eletromagnética cuja amplitude é associada ao campo
elétrico. Se supusermos, sem perda da generalidade,
que o campo elétrico no ponto Py oscile de acordo com
uma funcao harmonica do tipo

E (t) = Eycos (wt) , (1)

este campo irradiard pelo espago uma onda eletro-
magnética que também terd um comportamento
harmoénico. Vamos supor que qualquer alteracao do
campo na posicdo P, se propague no espago com uma
velocidade v, entao, a informacao da alteragdao chegara
a um ponto P, a uma distancia d de Py, apés um inter-
valo de tempo

At = d)v, (2)

e no ponto P o campo oscilard de acordo com

E'(t) = E(d)cos [w (t — d/v)], (3)

onde E(d) somente indica que deve haver alguma
alteracao da amplitude do campo elétrico devido a
propagacgao da onda, como serd visto adiante.
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2.1. Propriedades comuns as ondas

As ferramentas matematicas utilizadas para estudar e
descrever uma onda sao as mesmas nao importando
muito qual a natureza da onda. Por exemplo, uma
pedra jogada na superficie de um lago provoca per-
turbagoes na altura da superficie do liquido que fun-
ciona como uma fonte de uma onda que se propaga em
todas as dire¢oes na superficie do lago [5]. Um balédo
de gas ao explodir provoca alteragoes na pressao do ar
na sua vizinhanca e isto funciona como uma fonte de
uma onda (aumentos e diminuigoes da pressao se propa-
gando no ar = som) que se propaga em todas as diregoes
[6]. A absorc¢ao de um pulso de laser na superficie de
um metal provoca uma perturbagao local na densidade
de elétrons na sua superficie que funciona como a fonte
de uma onda de densidade de elétrons [7]. Todas es-
tas ondas, e quaisquer outras ondas, tem em comum
com a onda eletromagnética o fato de possuirem um
determinado parametro fisico que oscila com o tempo:
a altura do liquido no caso da pedra n’dgua, a pressao
do ar no caso do som, a densidade dos elétrons no caso
do plasmon e o campo elétrico no caso da onda eletro-
magnética. Este parametro varia de um valor minimo
FE,, até um valor maximo Ej;. Chamamos de ampli-
tude a metade da diferenca entre estes extremos, isto
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e

Ey — FE
E:%, (4)

e a férmula que descreve a propagacao da onda serd
do tipo da Eq. (3) ou, como qualquer funcao periédica
pode ser expandida em série de Fourier, como uma su-
perposicao de fungdes como aquela [8].

Define-se agora alguns parametros importantes para
a caracterizacao de uma onda. Supoe-se que alguém
permaneca em uma determinada posicao contando
quantas vezes a onda vai de um extremo a outro (con-
tando ciclos) a cada unidade de tempo. O nimero
de ciclos que a onda completa por unidade de tempo
é chamada de frequéncia, indicada por f. H& outra
maneira de caracterizar esta oscilagao no tempo: é
medir quanto tempo a onda leva para realizar um ci-
clo completo. Este parametro é chamado de periodo
e ¢ indicado por T. E importante observar que f é o
reciproco de T, ou seja

1
f=7- (5)

Imagine-se agora que uma onda é congelada no
tempo (é tirada uma foto da onda, por exemplo). A
distancia entre dois maximos adjacentes ao longo da
direcao de propagacao da onda, ou entre quaisquer dois
pontos adjacentes em que o comportamento da onda se
repita, é chamado de comprimento de onda e é indicado
pela letra grega A.

A velocidade com que a onda se propaga é dada
pelo quociente entre a distancia percorrida pela onda e
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o tempo que ela leva para percorrer esta distancia. Se
for tomada a distancia igual ao comprimento de onda,
o tempo necessario para percorrer A é exatamente o
tempo necessario para realizar um ciclo completo, ou
seja, T'. Assim,

v="2=\f. (6)

Entao, nao importa qual a natureza da onda, sua
velocidade de propagacao é igual ao produto do com-
primento de onda pela frequéncia.

Como as fungoes que sao utilizadas para descrever a
propagagao de ondas sao trigonométricas, é importante
definir dois novos parametros, a frequéncia angular e o
vetor de propagacao, que associam o numero de ciclos
realizados por uma determinada onda com um angulo.

A frequéncia angular é simplesmente

w=2xf, (7)

e sua importancia estd no fato de que o produto da
frequéncia angular por qualquer intervalo de tempo in-
dicard um determinado angulo A®. A cada angulo
correspondente a 27 radianos (usa-se o radiano como
unidade de angulo) indica que a onda completou um
ciclo completo. Assim, A®/2r indica o nimero de ci-
clos completados pela onda.
O numero de ondas é definido como

K=, (3)
e, por analogia com a frequéncia angular, o produto do
ntimero de ondas por uma distancia indicard um angulo
que correspondera a quantos ciclos a onda completou ao
percorrer esta distancia.
Usando entao estas defini¢oes, pode-se rescrever a
Eq. (3) como

B (t) - E (d) ei(wthd)’ (9)

onde é usada a funcio ¢ = cos (6) + isen (f) em vez
de uma fungao cosseno. Como nao se conhece (ou nao
foi imposto) o “angulo” que a onda estava no instante
t = 0, é absolutamente arbitraria a utilizacao da forma
exponencial, cosseno ou seno. Por outro lado, ficara
autoevidente mais adiante o quao pratico é descrever a
propagacao de uma onda na forma exponencial.

2.2. Interferéncia

Quando duas ondas de mesma natureza se encontram
numa mesma posi¢ao, ocorre o que se chama de inter-
feréncia. Deste ponto em diante s6 serao considera-
das ondas eletromagnéticas. O campo elétrico varia de
um minimo a um maximo e o valor do campo elétrico
vai depender da posi¢do e do instante de tempo. Se
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duas ondas Fi(t, z, y, z) e Es(t, z, y, z) se encon-
trarem em uma dada posi¢do, o campo elétrico resul-
tante serd a soma dos dois campos. Essa soma é ve-
torial, mas, no entanto, se a oscilagao dos dois cam-
pos for na mesma direcdo (mesma polarizacao), essa
soma pode ser tratada como algébrica. Caso contrario,
é necessdrio realizar a soma vetorial das ondas. Con-
siderando somente as ondas que oscilam numa mesma
direcao, o campo resultante serd dado por

ER (t,fﬂ,y,Z) :El (t,$,y,2)+E2 (ta‘T,va)' (10)

Esta expressao implica em que, dependendo da
posicao e do instante de tempo, pode-se ter as duas
ondas com campo elétrico no seu maximo, neste caso o
moédulo do campo elétrico resultante serd |Eq| + |Es].
Uma situacao similar é quando ambas as ondas tem
seus campos elétricos no minimo e neste caso nova-
mente o médulo do campo resultante serd |E| + |Es|.
Ambas as situagoes sao equivalentes e quando os cam-
pos se superpoem de modo a que suas amplitudes se
somem, temos o que se chama de interferéncia constru-
tiva. A situacdo oposta é quando um dos campos esta
em oposicdo ao outro, ou seja, um estd no maximo
e outro no minimo. Neste caso o médulo do campo
elétrico resultante serd ||E1| — |Es2|| e temos o que se
chama de interferéncia destrutiva.

E interessante observar que se as ondas tiverem am-
plitudes iguais, no caso de interferéncia destrutiva, as
ondas se anulam naquela posicao e naquele instante de
tempo.

Se as ondas que estiverem se superpondo tiverem a
mesma frequéncia, o campo elétrico poderd ser escrito
como

E(t,x,y,2) =u(z,y,2) ™", (11)

onde u(z,y,z) é a amplitude complexa do campo
elétrico. A partir desse ponto, u(z, y, z) serd men-
cionada somente como amplitude, ficando implicito o
fato de ser uma varidvel complexa. Esta maneira
de descrever o campo facilita o tratamento de ondas
pois permite que nao nos preocupemos com variacao
harmonica da onda no tempo, embora tenha-se perma-
nentemente em mente este comportamento.

A Fig. 1 mostra a distribuicdo de amplitude de
ondas em um liquido geradas por estiletes batendo rit-
madamente na superficie. Na esquerda um unico es-
tilete gera a onda e a sucessao de areas claras e escuras
indica maximos (ou minimos) e zeros da onda. Na di-
reita dois estiletes a uma certa distancia um do outro
tocam a superficie da dgua com a mesma frequéncia e
fica evidenciado o efeito de interferéncia entre as ondas.
Neste caso ha ainda regides onde ha sequencias de claros
e escuros, na regiao clara a interferéncia é construtiva
e na regiao escura, a interferéncia é destrutiva.
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Figura 1 - Ondas na superficie de um liquido. Na figura da es-
querda a onda é provocada por um estilete batendo ritmadamente
na superficie. Na figura da esquerda, dois estiletes batem com a
mesma frequéncia na superficie, evidenciando o efeito de inter-
feréncia entre as duas ondas.

2.3. O principio de Huyghens

Considere-se agora uma onda cuja fonte seja pun-
tiforme, isto é, a partir do ponto Py uma onda é ema-
nada de modo que se propague uniformemente em todas
as diregoes, a semelhanca do que ocorre com a primeira
onda na Fig. 1. Se em Py a fonte oscilar conforme uma
funcdo harménica do tipo e™?, a amplitude da onda
pode ser descrita por uma funcao do tipo

u(r) = =2 kT (12)
'S

onde r é a distancia de P a Py, ug é a amplitude da
onda no ponto em que r vale uma unicade, e os outros
parametros sao os definidos anteriormente quando se
discutiu as caracteristicas das ondas. Esta expressao in-
dica, além da natureza ondulatoéria, que a amplitude da
onda cai com 1/r quando nos afastamos da fonte. Esta
dependéncia da amplitude com o o inverso da distancia
(e ndo com o inverso do quadrado da distancia, por
exemplo) é uma consequéncia do principio da con-
servacao de energia [9)].

O Principio de Huyghens estabelece que uma frente
de onda pode ser considerada como composta pela su-
perposicao de infinitas fontes puntiformes de ondas,
como indicado na Fig. 2, com mesmo comprimento de
onda, e que a propagacao desta onda pode ser descrita
pela interferéncia das ondas geradas por estas fontes
puntiformes [10].

Na Fig. 2 é exemplificado como se pode calcular
a propagacado de uma determinada onda (quando se
conhece a frente de onda em a) usando o Principio
de Huyghens. A amplitude de onda no ponto P é
obtida como se segue: para cada fonte puntiforme em
a, calcula-se qual a amplitude e a fase da onda no ponto
P e somam-se todas as amplitudes das diversas on-
das neste ponto. Este procedimento pode ser expresso
matematicamente como

N
u(P) = Z Z—n ern (13)
n=1""
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Figura 2 - Diagrama do Principio de Huyghens. Uma frente de
onda (a) é formada por infinitas fontes puntiformes colocadas
lado a lado. A nova frente de onda (b) é determinada tomando
uma linha tangente as frentes de onda das fontes puntiformes.
Para a determinagao da amplitude da onda em um dado ponto
P, localizado na frente de onda (b) deve-se calcular a contribui¢io
(interferéncia) de todas as fontes puntiformes que formam a frente
de onda (a).

onde u,, é a amplitude da onda na frente de onda a na
posicao que corresponda a enésima fonte puntiforme,
rn € a distancia da enésima fonte puntiforme ao ponto
P.

Ha uma outra forma mais pratica de expressar
matematicamente o Principio de Huyghens, que con-
siste em tomar a geometria indicada na Fig. 3. Ha dois
planos paralelos entre si e perpendiculares a diregao de
propagacgao z. No primeiro plano, onde se conhece a
distribuicao de amplitude de campo elétrico, as coor-
denadas perpendiculares & z sdo denotadas por xy e
1o- No segundo plano, onde se pretende calcular a dis-
tribuicao de amplitude do campo elétrico, as coorde-
nadas perpendiculares a z sdo denotadas por z e y. A
distribuicao de amplitude do campo elétrico no primeiro
plano é entao indicada por u(xg, yo) e no segundo plano

por u(zx, y).

De maneira andloga a situagao mostrada na Fig. 2,
para calcular a amplitude do campo elétrico em um
dado ponto P no plano da direita, toma-se cada ponto
no plano da esquerda e considera-se para cada um uma
fonte puntiforme, posteriormente somam-se as con-
tribuicoes das ondas emanada pelas fontes puntiformes
na posigao correspondente ao ponto P. Desta maneira
tem-se uma expressao para a amplitude do campo
elétrico no ponto P similar & Eq. (13), com a diferenca
na interpretacao do termo u,, que agora indica a ampli-
tude do campo elétrico no enésimo ponto na superficie
do plano da esquerda.
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Pretende-se calcular a
amplitude do campo
elétrico u(x, y) neste plano

A distribuigdo de amplitude
do campo elétrico neste plano
€ dada por u(x,, y)

Figura 3 - A distribuicdo de amplitude do campo elétrico é co-
nhecida no primeiro plano e pretende-se calculd-la no segundo
plano, colocada a uma distancia d do primeiro.

A diferenca fundamental entre as duas abordagens
é que no primeiro caso as fontes puntiformes que con-
tribuem para a formagao do campo elétrico no ponto P
se distribuem sobre uma determinada frente de onda,
o que implica em dois aspectos: que estas fontes pun-
tiformes podem estar distribuidas sobre uma superficie
de geometria complicada e que a fase serd constante. No
segundo caso, as fontes puntiformes estao distribuidas
sobre a superficie de um plano e, se as frentes de onda
nao forem planas, véarias frentes de onda contribuirao
para a formacao da distribuicao de amplitude do campo
elétrico sobre o plano da esquerda. Como a diferenga
de angulo entre duas frentes de onda adjacentes é de 27
rad, neste caso u(xg, yo) terd a contribuicao de vérias
frentes de onda, e serd necessario considerar a fase de
u(xo, Yo), tal como

u(zo, yo) = |u(xo, yo)|e'®*ovo), (14)

Embora de interpretacao um pouco mais dificil, o
segundo caso permite uma grande simplificacao na for-
mulagao matematica do problema e esta serda a abor-
dagem adotada neste trabalho.

Voltando entao para a configuracao apresentada na
Fig. 3, a distribui¢ao de amplitude do campo elétrico
no plano da esquerda sera descrita por u(xg, yo) € no
plano da direita por u(z, y); a distancia entre uma fonte
puntiforme do plano da esquerda (localizada em z, yo)
e o ponto P (localizado em z, y) sobre o plano da direita
serd escrita como

==\ 4 (@2 + - w) (15)
Se forem consideradas infinitas fontes puntiformes

sobre o plano da esquerda, a soma da Eq. (13) se torna
uma integral e esta pode ser rescrita como

u(z,y) = A/S/ \/d2 - (xu(xo,yo) y

— 1’0)2 + (y - y0)2
KV @+ @20l +u=v0)® g duo (16)

onde A é uma constante de normalizacao que pode ser
determinada usando, por exemplo, o principio de con-
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servacao de energia e a integral dupla é realizada sobre
toda a superficie S do plano da esquerda.

Esta equacao nos diz que se for conhecida a dis-
tribuigao de amplitude do campo elétrico sobre o plano
da esquerda, pode-se calcular a distribuigao de ampli-
tude do campo elétrico apds esta onda se propagar até
o plano da direita, a uma distancia d arbitraria do
primeiro plano. Na realidade, esta integral nao é de
todo facil de ser resolvida, dai a necessidade de se re-
alizar algumas simplificagoes, que serao descritas adi-
ante.

2.4. A aproximacgao paraxial e a equagao de
propagacao unidimensional

Sera aplicada agora uma simplificagao conhecida como
aproximagao paraxial, que consiste em considerar que
a distancia d entre os dois planos é muito maior que
qualquer dimensao transversal dos planos em questao,
isto é,

d* > (z — z0)* + (y — w0)* . (17)

Esta aproximagao implica em se tratar somente on-
das com baixas divergéncia, o que descreve sem perda
de generalidade a maior parte das aplicacoes de lasers.
Nesta circunstancia, a expressao (15) pode ser ex-
pandida em série, tomando somente os dois primeiros
termos nao nulos, e ser rescrita, como

(z — 330)2 + (y — y0)2_

~d
" + 2z

(18)

Se for ainda suposto que se possa aplicar separagao
de variaveis na fungao que descreve a amplitude com-
plexa, de modo que u(xo, yo) = uz(z0) uy(yo), entéo
a Eq. (16)) pode ser escrita como

A 1Kd K (w—w0)2
w(z,y) = 2% / up (o) €T diry x

d
X

iK(yfyo)2
[otwo) e ™5 g, 19
Y

onde X e Y indicam os intervalos de integracao nas
diregoes x e y, respectivamente. Esta equagao também
pode ser separada em duas equacoes, uma para a
direcao x e outra para a direcao y. A consequéncia
desta separagao de varidaveis é que pode-se tratar o
problema de propagagao de ondas separadamente, uma
dimensao transversal por vez. Supor que se deseje
tratar a propagacao de uma onda inicialmente na
diregao transversal xz. Neste caso integra-se a Eq. (19)
em y de -00 a 00, ou
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AetKd K (z—xg)?
wtw) = 2 [ o) =5y

d
X
7 7;K(y—yo)z
/ /uy(yo)e = dyo |dy.  (20)
—o00 Y

Como o resultado da integral em y serd uma cons-
tante, pode-se escrever entao que

. K(z—=zg)?

u(z) = A’ein/u£ (xo)e' ™ 2@ duxy, (21)
X

onde A’ é uma constante complexa.

Esta equacdao é a equivalente unidimensional a
Eq. (16) e é chamada de equagao de propagagao unidi-
mensional. Ela determina que, uma vez que a compo-
nente x da distribuicao de amplitude do campo elétrico
uz(xo) seja conhecida no plano da esquerda, u(x) no
plano da direita pode ser calculado. O mesmo pro-
cedimento pode ser realizado na direcao y e pode-se
entao calcular a propagacao de uma onda utilizando-se
a Eq. (21).

2.5. A relagao entre a propagacao de uma onda
e a transformada de Fourier

Expandindo o argumento da exponencial dentro da in-
tegral na Eq. (21), pode-se rescrevé-la como

oo
2 2
iK d+2ZS . Kzg . Kzzg
u(x)=Ae 2d /ux (xo)e' ™2 e '~ d  dxg,
— 00

(22)
onde o limite de integragao foi estendido de -co a oo,
0 que nado acrescenta erros significativos a Eq. (21)) se
a amplitude do campo elétrico tender a zero nas ex-
tremidades da regiao de integracao. Se for definida a
frequéncia angular espacial

Kz 27mzx
= ——= — 2
d Ad (23)
e tomando a defini¢ao da transformada de Fourier [11]

K

F(9) = (f (o) = [ fa)e ™ da, (20
tem-se que

s (1?2 . CL‘2
u(z) =A™ T g {ur (xo)e”id”] . (25)

O que ha de admiravel na expressao acima é que
ela relaciona o problema de calcular a propagagao de
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uma onda com a transformada de Fourier. O conjunto
dos procedimentos de se calcular sistemas épticos e pro-
priedades de propagacao de feixes de luz utilizando esta
relacdo é chamado de dptica de Fourier [12].

3. A propagacao de feixes de lasers de
acordo com a optica de Fourier

Toda a andlise da propagacao de feixes de lasers neste
trabalho serd feita utilizando-se a Eq. (25). Inicial-
mente serao discutidos alguns aspectos gerais de im-
portancia para a definicao de termos e parametros
importantes e posteriormente serao estudadas as pro-
priedades de propagacdo de um feixe de laser em par-
ticular, com uma distribuicao de amplitude de campo
elétrico do tipo gaussiana, de fundamental importancia
no estudo de lasers e de suas aplicagoes.

3.1. Campo distante, campo préximo e modos
de propagacao no espaco livre

Serd inicialmente analisado o termo exponencial dentro
da transformada de Fourier. O argumento da exponen-
cial é inversamente proporcional a distancia d entre os
planos, logo, existe uma distancia grande o suficiente
tal que o argumento da exponencial seja desprezivel e
a exponencial tenda a unidade, isto é,

2 22
iIf‘LQ iﬂ"EQ

e'"2d = ¢e'xd | (26)
e se
A
d>—, (27)
TLG
entao
 Ka
e — 1, (28)

e u(z) ndo depende mais de d, ou ainda, se a relagao
(27) for obedecida, a forma funcional de wu(x) per-
manece invariante. Esta regiao é chamada campo dis-
tante. No campo distante

. 2
w(z) = A'e™ I S u, ()] (29)

A regido onde a forma funcional de u(z) depende
de d, ou seja, quando d é compardvel com \/(m  z3),
é chamada de campo prézimo. E importante observar
que quando se afirma que a forma funcional de wu(z)
nao depende de d, isto ndo significa que a fungao u(x)
permanece constante. A varidvel da qual a funcao u de-
pende é de fato x/(Ad) e ndo x somente, assim, u(x/Ad)
permanece constante no campo distante, ou ainda, no
campo distante, se d dobra, a “largura” da funcao u
também dobra.

O conceito de campo distante permite agora que
se discuta a existéncia de modos de propagacao no
espago livre. Pode-se entao especular se existem dis-
tribuigoes de amplitude complexa de campo elétrico
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com uma forma funcional que nao se altere conforme
a onda se propague no espago livre. O que se estd es-
peculando aqui nao é o caso do campo distante dis-
cutido acima, é uma situagao mais restritiva: havera
alguma distribuicao de amplitude complexa de campo
elétrico que tenha a mesma forma funcional no campo
proximo e no campo distante? Reformulando a per-
gunta, a luz da Eq. (29): “existe alguma fungao cuja
forma funcional seja a mesma que a de sua transfor-
mada de Fourier?”

A resposta para a pergunta acima é: Sim! H& na re-
alidade uma familia de fungdes com formas funcionais
iguais as de suas transformadas de Fourier e as dis-
tribuigoes de amplitude de campo elétrico que sao des-
critas por estas fungées sao conhecidas como modos do
espago livre.

Sera considerado, no entanto, um caso especifico que
é sugerido por qualquer pessoa que tenha estudado a
transformada de Fourier: a funcao gaussiana. De qual-
quer livro texto que trate de transformadas de Fourier
pode-se obter que

S (670“2) =F (k) = \/Zei, (30)

ou, a transformada de Fourier de uma gaussiana é
também uma gaussiana.

3.2. O feixe gaussiano

Postula-se agora a existéncia de um modo de
propagacgao de ondas eletromagnéticas no espaco livre
que em alguma posicao no espago tenha uma dis-
tribuicao de amplitude complexa de campo elétrico
dada por uma gaussiana, ou

2
x

U (.To) = ’(,Loe_ wo (31)

Este modo, que se convencionou chamar de modo
TEMjgp, corresponde ao modo fundamental de cavi-
dades ressonantes estdveis de lasers [2, 13]. Ele tem
grande interesse tedrico e pratico no estudo de lasers
e de suas aplicagoes e em grande parte dos estudos
tedricos da interacdo entre feixes de lasers e a matéria,
o laser é considerado como emitindo neste modo. Para
calcular como seria a distribuicao de amplitude do
campo elétrico apoés uma propagacao de uma distancia
genérica z, usa-se a Eq. (25)) com auxilio das Eqgs. (23)
e (30). Com isto

) 22
u(z) =A™ = g

(9]
ol
I

A
o
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Rearranjando esta expressao de modo a separar a
exponencial com argumento real da exponencial de ar-
gumento imaginario, tem-se

, h , 0
u(z) =C(z) e () K #Hahm , (33)

onde C(z) esté relacionada com a variagdo do pico de
amplitude e depende exclusivamente de z,

w(2) = woy |1 + (AZ)Q (34)

2
W

Figura 4 - Diametro do feixe TEMgg ao longo do eixo de
propagacao z.

O parametro w(z) é de facil interpretacao, pois estd
associado a “largura” da gaussiana e, desta maneira,
estd associado com o raio (metade do didmetro) do feixe
de laser. Convencionou-se definir o raio do feixe de
laser no modo TEMgo como r = w [13]. Analisando a
Eq. (34) observa-se que o raio do feixe de laser descreve
uma hipérbole no espago, como mostrado na Fig. 4. O
menor valor de w(z) é wy, chamado de cintura do feixe
e ocorre para z = 0. Notar que esta posicao nao foi
definida a priori. Surgiu espontaneamente como con-
sequéncia da forma como foi definida wu(xg). Assim,
a posicao onde z = 0 é definida a posteriori, ou seja,
primeiramente define-se onde ocorre a cintura do feixe
e esta posigao corresponde a z = 0.

Da Eq. (34) verifica-se também que para z >>
A/mz? (campo distante), w(z) tende assintoticamente
para a reta

w(z) ~ Lz =0z, (36)

onde o parametro

0= . (37)
¢é definido como a divergéncia do feixe de laser.

Desta ultima definicao surge espontaneamente uma
propriedade muito importante do feixe de laser no modo
fundamental, o produto da cintura do feixe pela di-
vergéncia é constante, ou
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A
6= 2.
wo - (38)

Isto implica que se quisermos focalizar fortemente um
feixe de laser (concentrar o feixe em areas muito peque-
nas usando uma lente, por exemplo) teremos como con-
sequéncia uma divergéncia muito alta, ou, de maneira
reciproca, se quisermos um feixe “bem paralelo”, de
pequena divergéncia, teremos como consequéncia um
diametro de feixe “bem grande”.

A Eq. (35) tem uma interpretagdo mais capciosa,
que dever ser iniciada, na realidade, com a andlise da
Eq. (33). E interessante estudar o formato da frente
de onda e para fazer isto toma-se a exponencial com
argumento imaginario e descreve-se a superficie que é
determinada quando é considerada a fase (argumento
da exponencial) constante igual a (). Assim

Z+MZQ, (39)

que é a expressao de uma parabola com a concavidade
voltada para a origem. Toma-se agora uma circun-
feréncia com raio R centrada em (0, 0)

22+ 22=R? ou

ry’ (40)
c=Rr\J1- (%) 40
R
Se for utilizada a aproximagdo R >> |x| pode-se ex-
pandir a raiz quadrada acima em série e tomar somente
os dois primeiros termos nao nulos e, rearranjando a ex-
pressao,

2

z+ ;T‘i = R = constante. (41)

Comparando este resultado com a Eq. (39), pode-
se interpretar o termo R(z) na Eq. (35) como sendo
o raio de curvatura da frente de onda na posicao z.
A Fig. 5 mostra o comportamento de R(z). A inter-
pretacao deste resultado é feita com auxilio da Fig. 6.

25-
20-
15-

-15-
=20-

-251 ] 1 1 1 1 1 1 ] 1
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Figura 5 - Raio de curvatura da frente de onda de um feixe gaus-
siano em fungao de z.
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Figura 6 - Sintese das propriedades de propagacao do feixe gaus-
siano: As linhas mais espessas indicam o envelope tragado pelo
didmetro do feixe, as linhas ténues indicam o raio de curvatura
da frente de onda do feixe conforme este se propaga ao longo de
z.

Segue-se agora uma sintese das propriedades de um
feixe gaussiano. Supor que o feixe se propague da es-
querda para a direita. H4 uma posicao no espaco em
que o feixe possui o menor raio, chamado de cintura do
feixe, e que corresponde a z = 0. Nesta mesma posi¢ao
o feixe tem uma frente de onda plana. Antes da cintura
do feixe (& esquerda, no nosso caso), o feixe é conver-
gente e a direita é divergente. H4 uma posigdo em par-
ticular, chamada de zg, ou comprimento de Rayleigh,
para o qual a frente de onda possui o menor raio de cur-
vatura (R (zg) = 2zg) e o raio do feixe é v/2w,. Para
distancias muito maiores que a de Rayleigh (campo dis-
tante), a frente de onda é equivalente a de uma fonte
puntiforme, ou seja R(z) = z.

Um propriedade fundamental que vale a pena
ressaltar nessa sintese, é a ja mencionada na Eq. (38).

Estas propriedades de propagacao de feixes gaus-
sianos concordam integralmente com os encontrados na
literatura [2, 13, 14] obtidos com metodologias distintas
da deste trabalho.

4. Conclusoes

A metodologia apresentada neste trabalho foi desen-
volvida com o intuito de introduzir alunos de graduagao
em matemdtica na dptica fisica. Os conceitos fisicos
necessarios para a compreensao do contexto sao dis-
cutidos de maneira fenomenolégica e o desenvolvi-
mento matematico do modelo é feito usando basica-
mente contelidos vistos em um curso de Bacharelado em
Matematica. A aplicacdo na propagacao de um feixe
gaussiano tem por objetivo validar o procedimento,
uma vez que os resultados obtidos sdo conhecido na li-
teratura. Nos parece que a abordagem mostrada neste
trabalho permite introduzir alunos de matematica no
campo da éptica fisica sem passar necessariamente pe-
los estudo de eletromagnetismo, porém sem prejuizo na
interpretacao dos fenéomenos relevantes.
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