Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 45, €20230192 (2023)
www.scielo.br/rbef

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2023-0192

Artigos Gerais

®@®

Licenca Creative Commons

Estudo experimental do coeficiente de restituicao elastica

em colisoes utilizando video-analise

Experimental study of the coefficient of elastic restitution in collisions using video-analysis

Enrique Arias™", Julio Tedesco', Samuel Kaufmann?, Matheus Raposo?

! Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Instituto Politécnico, Nova Friburgo, RJ, Brasil.
2Centro Integrado de Educacdo Publica, Bom Jardim, RJ, Brasil.

Recebido em 19 de julho de 2023. Revisado em 15 de setembro de 2023. Aceito em 16 de outubro de 2023.

Neste artigo realizamos uma breve discussdo das leis de conservacdo do momento linear e da energia em
colisbes mecéanicas. Apresentamos alguns roteiros experimentais para constatar estas leis de conservagdo em
diversas situagoes onde existem colisdes. A lei de conservacdo do momento serd verificada diretamente, medindo
as velocidades dos objetos, enquanto que para a lei de conservagdo da energia exploramos a nocao de Coeficiente
de Restituicdo Eldstica. Obtivemos os valores experimentais das varidveis do movimento utilizando video-andlise
e o software livre Tracker. Analisamos colisbes bindrias entre dois corpos idénticos, colisdes rigidas obliquas de
um corpo com uma superficie imével e colisbes rigidas frontais de um corpo em queda livre com uma superficie
horizontal. Para estes casos, analisamos a dependéncia do coeficiente de restituicdo com o angulo de colisdo ou
com a energia do choque. Verificamos que o coeficiente de restituicdo depende da energia, sendo menor para altas
energia, implicando que nos afastamos do regime linear eldstico ao aumentar a energia das colisGes.
Palavras-chave: Leis de conservacao, colisoes, coeficiente de restituicao.

In this article, we conducted a brief discussion of the laws of conservation of linear momentum and energy in
mechanical collisions. We presented some experimental procedures to confirm these conservation laws in various
situations involving collisions. The law of conservation of momentum will be directly verified by measuring the
objects’ velocities, while for the law of conservation of energy, we explored the concept of the Coefficient of
Restitution. We will obtain the experimental values of the motion variables using video analysis and the free
software Tracker. We analyzed binary collisions between two identical bodies, oblique rigid collisions of a body
with an immovable surface, and frontal rigid collisions of a freely falling body with a horizontal surface. For these
cases, we examined the dependence of the coefficient of restitution on the collision angle or the impact energy.
We found that the coefficient of restitution varies with energy, being lower for higher energies, implying that we

move away from the regime of linear elasticity as the collision energy increases.
Keywords: Conservations laws, collisions, coefficient of restitution.

1. Introducgao

A lei de conservacao do momento linear e a lei de
conservagao da energia sao dois principios que permeiam
toda a fisica, seja classica ou quantica, newtoniana ou
relativista [I]. Restringindo-nos ao caso da mecénica
cléssica, podemos indicar que a lei da conservacao do
momento linear para sistemas mecénicos isolados é, em
certo sentido, uma sintese de duas das trés leis de
Newton [2, [3]. Assim, a conservagdo do momento é
equivalente a lei da inércia de Galileu, no caso de termos
um sistema isolado formado por uma unica particula.
Se o sistema isolado é formado por duas particulas
interatuantes, a conservagdo do momento implica numa
troca de momento entre as particulas, concluindo-se
assim na terceira lei de Newton. Desta forma, pode-
se indicar que a lei da conservacdo do momento é tao
fundamental quanto as leis de Newton e mais geral
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que a lei da conservacdo da energia, pois o momento
se conserva inclusive em situacdes onde hé perdas de
energia.

Nos cursos de fisica basica experimental, as leis do
movimento sdo investigadas em exemplos paradigméati-
cos, como o movimento uniforme, movimento de queda
livre, movimento oscilatério etc. No entanto é escassa a
presenca de préticas que tenham por objetivo verificar
experimentalmente a conservacgdo do momento linear.
Nosso objetivo neste artigo é indicar maneiras que
contribuam para sanar esta lacuna. Para isto, investi-
gamos o coeficiente de restituicdo elastica sob diversas
condicoes de colisoes e exploramos recursos de gravagao
de video, assim como softwares livres voltados ao ensino
de fisica.

Antes de detalhar nossa proposta, gostariamos de
indicar algumas referéncias que apresentam o mesmo
propoésito, no entanto por outros métodos. Cavalcante
et al. estudam as colisdes consecutivas de uma bola
em queda livre quicando repetidas vezes sobre uma
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superficie horizontal rigida [4]. Uma abordagem seme-
lhante foi realizada por Bernstein [5]. Nesse ultimo
caso a analise foi feita por meio do estudo do espectro
de som emitido em cada colisdo. Assim, a partir do
espectro, é possivel extrair dele os tempos entre colises
consecutivas e, supondo uma perda constante de energia
entre colisdes, o coeficiente de restituicdo das colisbes
foi obtido, assim como as alturas maximas em cada
trecho do movimento. Esta metodologia é interessante
e precisa. Contudo, ao ser baseada no som, evita-se
uma apresentagao visual didatica do fenémeno. Além
disso, nestes trabalhos ha somente medidas de tempo,
impossibilitando analises mais profundas.

Outro artigo interessante que vale a pena indicar
foi publicado em 2018 por Arnold et al. [6]. Neste
trabalho, os autores utilizam a teoria de Hertz das
colisdes entre corpos macigos deformdveis [7]. Apesar
de instigante, esta abordagem n&o é tdo simples quanto
as demais citadas aqui, tanto do ponto de vista teérico
quanto pratico. Ao assumir os corpos como sistemas nao
rigidos, podendo armazenar energia elastica devido a
deformacoes reversiveis, é possivel abordar o tema de
colisbes inelasticas sob uma perspectiva mais ampla.
O estudo realizado por Arnold e colaboradores se refere
ao caso de uma colisio de uma bola de borracha, em
queda livre, com uma superficie horizontal rigida. Nesse
estudo, utiliza-se um equipamento especializado para
a obtencdo dos parametros fisicos. Seu aparato expe-
rimental requer, por exemplo, um sensor ultrassénico
para medir a posicdo da bola de borracha em cada
instante de tempo. Da mesma forma, utiliza-se certa
instrumentalizagao para a medi¢do do impulso durante
a colisao, que é realizada via area de contato e o tempo
da colisao.

Nossa proposta é usar equipamentos de mais facil
acesso e aplicar nossa metodologia a diversas situagoes
onde ocorrem colisoes e aferir experimentalmente as
leis de conservagdo do momento e da energia. Mais
especificamente, o que propomos neste trabalho é a
realizacdo de video-andlise de trés situagbes de estudo
do coeficiente de restituicdo eldstica, que podem ser
reproduzidas por professores e alunos do ensino médio ou
de graduacao. Utilizando a gravagdo em video dos movi-
mentos, podemos obter de forma independente medidas
precisas de tempo e da posi¢gao dos objetos antes e depois
das colisdes usando o software livre Tracker [8]. Este
programa particiona o video em frames que o compoem
e permite, usando-se uma escala de calibracao, localizar
os objetos em cada um destes frames. Desta forma,
por exemplo, utilizando-se um video de 30 fps (frames
por segundo), teremos que em cada segundo o Tracker
proporciona 30 medidas de posi¢bes em intervalos de
tempo de 0,03 s, aproximadamente. Tendo as medi¢oes
das trajetdrias, podemos obter as velocidades dos ob-
jetos em qualquer instante de tempo, inclusive antes e
depois de acontecerem as colisdoes. Assim, podemos fazer
um comparativo entre o coeficiente de restituicdo dos
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choques e o valor da energia da colisao nas diversas
situagoes apresentadas. Cabe destacar que Montoli e
colaboradores propuseram uma proposta similar a nossa
apresentada aqui [9]. No entanto, nosso trabalho amplia
a aplicagdo do método de video-andlise a outras situ-
acgoes que nao foram consideradas previamente. Nosso
estudo analisa o caso de colisoes bindarias entre dois cor-
pos idénticos (colisao disco-disco). Examinamos também
o caso de uma colisdo obliqua contra um corpo fixo
(colisao disco-parede). Além disto, investigamos as co-
lisdes multiplas sequenciais de um objeto em queda livre
com uma superficie rigida horizontal. Desta forma, nosso
estudo permite observar a dependéncia do coeficiente de
restituicdo com o dngulo na colisdo obliqua, por exemplo,
e com a energia de cada colisao. Podemos indicar aqui
que uma tendéncia nitida de diminuicdo do coeficiente
de restituicdo com o aumento da energia da colisdo é
observada e quantificada.

A organizacdo do artigo tem a seguinte sequéncia: na
sec¢ao[2)é apresentada de forma breve a lei de conservagao
do momento linear e a definicdo do coeficiente de resti-
tuigdo eldstica das colisdes; na secdo [3] as trés situagoes
fisicas onde hd choques sdo expostas (colisio binéria,
colisdo rigida obliqua e colisao rigida frontal no campo
gravitacional), com os resultados experimentais de cada
situagdo apresentados nessa secao; e finalmente, na
secdo [ apresentamos nossas conclusdes e perspectivas.

2. Conservacao do Momento Linear e
Colisoes

A segunda lei do movimento de Newton associa a
variacdo do momento linear p, definido como p = mv,
com a forga resultante F em um sistema [10]

dp

— =F
dt

b (1)
onde m é a massa e v é a velocidade. p também pode
ser chamado de quantidade de movimento, momentum
linear ou simplesmente momentum. Cabe lembrar que
em sistemas onde a massa m ¢é constante, pode-se
recuperar a forma tdo difundida da segunda Lei de
Newton, F = ma, sendo a a aceleragao da particula,
pois a = dv/dt.

Escrita desta forma, a segunda lei é explicita ao indicar
que o momento linear permanecera constante no tempo
na auséncia de forcas sobre a particula. A lei da con-
servacao do momento linear demonstra sua generalidade
quando é aplicada a um sistema de particulas. Digamos
que temos N particulas e que cada i-ésima particula esté
localizada na posi¢do x; com momento p;. Assumimos
também que forcas internas possam atuar sobre esta
particula ¢, ou seja, a forca FZ” é devido a acao de
outra particula j do nosso hipotético sistema. Desta
forma, somando as interacbes que todas as particulas
j exercem sobre a particula i, teremos uma forca interna
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resultante Fint

Fit =% Fit. (2)

J#i

Vamos admitir também que ¢é possivel existir uma forca
externa F¢*' atuando sobre esta dada particula i, que
pode ser devido a um campo ou potencial externo.
Assim, usando a segunda Lei de Newton, equacao ,
encontra-se

dp;
dt

= Fi 3)

No entanto, considerando a terceira Lei de Newton,
temos que as forgas internas devem satisfazer a relacgéo
F;?t = —Fé-?t. Portanto, ao somarmos as forgas internas
de todas as particulas, chegaremos a uma resultante
nula, ou seja, o somatério dos termos da equagao
¢é nulo. Na Figura é possivel visualizar o esquema de
forcas em duas particulas deste sistema hipotético. Para
definir o momento total do sistema é necessario realizar
a soma dos momentos lineares de todas as particulas que
compdem o sistema usando a equagao (3))

Z ;z _ Z fot + Z Fént7
=1 1=1 =1
d N N N .
o 2; pi = ZI Fit+ .Zl F,
i= i= i,j=
dP -
dt =F tv (4)

pois, como citado anteriormente, o somatorio das forgas
internas é nulo. Além disto, definimos o momento total
do sistema P e a forca externa resultante F¢** como a
soma das forcas externas sobre cada particula. Assim,
pela equacgao é possivel verificar que a forca externa
resultante, F¢**, é a tnica que poderia modificar o
momento total do sistema. Portanto, na auséncia de
campos externos, o momento total de um sistema se

ext
Fi

v

X

Figura 1: Forcas internas e externas sobre duas particulas 7 e j
de um sistema de particulas.
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mantém constante ao longo do movimento. Ou seja,
mesmo que as particulas dentro do sistema possam
interagir, comutando for¢as e momentos, o momento
total se mantera constante se ndo houver interagdo com
algum agente externo ao sistema. Isto pode ser inter-
pretado como a conservagao do momento do centro de
massa do sistema, que viajara realizando um movimento
retilineo uniforme na auséncia de forcas externas. Esta
discussao é descrita mais detalhadamente em diversos
livros didéticos [2} 3].

Este resultado fundamental indica que a interagdo
entre agentes internos do sistema nao modifica o mo-
mento total. No entanto, a energia mecanica total do
sistema pode sim ser alterada devido a interacdo entre
os componentes [II]. Para medir a perda de energia
mecéanica, e quantificar quanto dela serd transformada
em outras formas de energia como calor ou ondas de
som numa colisdo, é usual definir o pardmetro chamado
Coeficiente de restituicdo eldstica de uma colisdo.

Para estudar as diversas interagbes possiveis entre as
particulas de um sistema como este, faz-se necessario
definir o que é colisdo. Uma colisdo entre duas particulas
é definida como a agdo mutua que gera uma alteragdo
no movimento de ambas, implicando em uma troca de
quantidade de movimento e energia, como mostrado na
Figura .

A partir disto, pode-se definir o coeficiente de resti-
tuicao elastica como sendo a razao entre os moédulos das
velocidades relativas entre as particulas depois e antes
da colisao [12], denotando-o como “e”

_ |u —uy|

(5)

o vi— vl

na equacao temos que |u; — uz| é o médulo da
velocidade de afastamento dos objetos apds a colisdo e
|v1 — V2| se refere ao modulo da velocidade relativa antes
da colisao.

Experimentalmente, a andlise deste coeficiente de
restituicdo “e” pode auxiliar em discussdes sobre a
conservagao da energia mecanica em uma colisdao. No
caso de termos colisdes onde ndo hd perda de energia
mecanica, e = 1. Esta situacdo é caracterizada como
uma colisdo perfeitamente eldstica, ou somente elastica.
Na maioria dos casos, ha alguma perda de energia
mecénica, fazendo com que 0 < e < 1, quando ocorrem

Figura 2: Colisdo entre duas particulas que interagem via forcas
internas em uma regido do espaco.
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as colisoes inelasticas. Finalmente, o caso mais extremo
é quando a colisdo é de tal maneira que as particulas
se grudam completamente apds a colisdo, gerando um
coeficiente e = 0, quando a colisdo é denominada de
pléstica, ou perfeitamente inelédstica.

3. Roteiros dos Experimentos Realizados

Nesta secao apresentamos e discutimos trés experiéncias
que podem ser facilmente replicadas por professores
de Fisica Bésica. Nestes experimentos estudamos o
coeficiente de restituicdo elastica e verificamos as con-
dicoes para conservagao de momento linear e de energia
mecanica.

Devido a necessidade de se conhecer os valores das
velocidades de afastamento e de aproximagdo dos ob-
jetos envolvidos nas colisoes, utilizamos e sugerimos a
utilizagdo do software livre Tracker [§]. Este programa
permite adquirir dados de deslocamentos temporais e,
a partir deles, é possivel obter as equagbes de movi-
mento utilizando outro software livre chamado SciDavis.
O SciDavis é um programa simples de analise de dados
e ajuste de curvas.

Com o Tracker também é possivel extrair diretamente
os valores das velocidades dos movimentos observados
em cada instante de tempo. Contudo, o tratamento
numérico realizado pelo programa comumente fornece
valores de velocidade instantdnea muito ruidosos. De
qualquer forma, os dados de deslocamento em funcao do
tempo gerados pelo Tracker possibilitam que realizagao
das andlises necesséarias dos movimentos sejam feitas de
maneira bastante robusta, auxiliando na verificacdo da
conservacao do momento linear e da energia mecéanica
nas colisoes com boa precisao.

Para realizar os primeiros dois experimentos, escolhe-
mos uma mesa de Air Hockey muito comum em lojas
de jogos para criancas e adolescentes. Nesta mesa ha
uma bomba que produz um fluxo de ar relativamente
constante que flui por pequenos orificios. Discos leves de
material plastico de cerca de @ = 75 mm de didmetro
e b mm de espessura sao colocados sobre esta mesa.
Como as distancias entre os furos é bem menor do que
o didmetro dos discos, uma camada de ar é formada
entre os discos e a mesa, reduzindo drasticamente o
atrito entre a mesa e os discos. Em algumas situagoes,
isto permite assumir que nao ha atrito no movimento
dos discos. Por serem muito similares, consideramos
que estes discos tém massas iguais. A gravacdo dos
experimentos foi realizada com o auxilio de um tripé
posicionado sobre a mesa.

Na primeira experiéncia analisamos a colisdo binaria
de discos, de tal forma que um disco é lancado na
direcdo do outro. A mesa possui um desenho que foi
usado como referéncia para calibragdo das distancias.
O sistema foi ajustado de tal forma que o segundo
disco estivesse aproximadamente em repouso no instante
inicial. Contudo, nem sempre isto foi possivel devido a
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sensibilidade no movimento dos discos. De posse dos
dados foi possivel verificar a conservagdo do momento
linear total do sistema e a conservacdo de energia sob
diversas condic¢bes de colisdo.

No segundo experimento estudamos a colisdo obliqua
de um disco contra uma superficie rigida. Assim, um
disco era arremessado contra uma das bordas da mesa
de Air Hockey. Tal como no primeiro experimento, as
colisoes aconteceram sob diversos angulos de incidéncia,
associados a um parametro de impacto. Da mesma forma
como no caso anterior, o Tracker possibilitou obter os
dados necessérios para o estudo do movimento e verificar
as leis de conservacdo de momento linear e energia
mecanica.

O terceiro experimento foi subdividido em duas par-
tes. A primeira é a mais simples e pode ser realizada
em sala de aula ou mesmo em casa. A proposta é
analisar colisoes sucessivas de objetos (bolas) em queda
livre contra uma superficie horizontal rigida. Assim foi
possivel estudar o movimento antes e apds cada um dos
choques com uma superficie horizontal. Para avaliar a
influéncia dos materiais, utilizamos trés bolas distintas
neste experimento: de ténis de mesa, de futebol de mesa
e bolas de gude, todas facilmente encontradas comer-
cialmente. A segunda parte do terceiro experimento
envolve a colisdo de uma bola de futebol em queda livre
contra uma superficie rigida. Nesta parte analisamos a
influéncia da pressao na bola no coeficiente de restituicao
da colisao.

Nestes experimentos, os volumes dos objetos sdo
mensuraveis e de relativa uniformidade, o que permite
usar seu centro de massa para rastrear o movimento.
Além disto, como as velocidade envolvidas sao relativa-
mente baixas, foi possivel desprezar a resisténcia do ar
durante os experimentos. Devido as deformacgoes nestes
objetos serem quase sempre elasticas, esperamos que elas
possibilitem colisdes mais préximas do caso ideal, e = 1.
Em geral as perdas de energia mecanica nas colisoes
implicam em coeficientes de restituicdo esperados de
0<e<l

3.1. Colisao binaria: disco contra disco

No primeiro experimento deseja-se observar a colisdao
entre dois discos circulares que se movem sobre uma
superficie horizontal praticamente sem atrito. O sistema
de coordenadas pode ser ajustado de diversas maneiras,
dependendo do que se pretende medir. Para a obtencao
dos valores de deslocamento dos discos, a origem foi
posicionada no centro do segundo disco no momento da
colisdo. Além disto, o eixo “x” foi ajustado tal forma
que o movimento do primeiro disco, antes da colisao,
fosse paralelo a este eixo. Esta configuragdo pode ser
visualizada na Figura

Como esta colisdo ocorre sobre a mesa de Air Hockey,
que deveria estar ajustada na horizontal, pode-se assu-
mir que o campo gravitacional é perpendicular ao plano
onde ocorre o movimento. Assim, a forca da gravidade
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Figura 3: Colisdo entre dois discos, onde um se encontra
inicialmente em repouso.

(externa ao sistema) pode ser desconsiderada ao analisar
o movimento horizontal dos discos.

De fato, foi observado que o momento linear foi
conservado nos experimentos. No entanto, a conservacao
da energia pode nao ser mantida, pois na colisao binaria
existem ondas de som ou deformacoes e aquecimento
dos materiais que podem provocar uma diminui¢do da
energia cinética do sistema.

Levando em conta que um dos discos esta em repouso e
o alinhamento do sistema de coordenadas, a conservacao
do momento linear pode ser escrita conforme a equa-
cao @ Usando a defini¢cao do coeficiente de restituicao
eldstica da colisdo, equacao , temos as relacbes a
seguir

mivi = miuy + mousy, (6)
elvi| = [ur — uyl. (7)

Conforme citado, os discos sdo semelhantes. Assim,
vamos assumir que m; = mo = m. Elevando ao
quadrado as equagoes (@ e , obtém-se

v? = u? + 2uy.uy + U3, (8)
e2v? = u? — 2u;.uy + ul. 9)

Cabe destacar a notacao usada para os moédulos das
velocidades como v; = |v;| e u; = |u;|. Somando as
equacoes e (9), os termos proporcionais ao produto
escalar das velocidades uj.us se cancelam, permitindo

escrever a soma das velocidades quadraticas u? e u3

2

uf—i—ug:%(l—kez). (10)

A variagdo de energia cinética do sistema AFE,., se

houver, sera negativa, pois esperamos uma perda devido

a efeitos dissipativos. Para evitar valores negativos de-

finimos aqui a perda da energia como a diferenca entre
energia cinética inicial e a energia cinética final

inicial inal
AEC _ Eénzcza o E,szna ,

m
AE,. = E(U% —u? —uld). (11)
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Utilizando a equagao na equagao , pode-se
escrever AF, em termos do coeficiente de restituigao “e”

mo? 9
AE, = — (1-¢%). (12)

Destes resultados pode-se verificar que quando a
colisdo é perfeitamente elastica, ou seja, o coeficiente de
restituicao elastica tem valor e = 1, a energia mecéanica
também é conservada, pois AE. = 0. Se a colisao
é perfeitamente inelastica, o coeficiente de restituigdo
elastica associado terd necessariamente o valor e = 0,
fazendo que a perda da energia cinética tenha o valor
méximo AE, = mv? /4.

Outra forma de monitorar o tipo de colisao entre dois
corpos é através do angulo entre as velocidades u; e us,
, que pode ser observado na Figura . Subtraindo a
equagcao @ da equagao é possivel obter ¢

2
Uj.Up = U Uz COS P = % (1 — 62) ; (13)

desta forma, é possivel prever o valor do angulo formado
pelas velocidades u; e uy a partir da equagao (13))

(- 62)] . (14)

(p = arccos
U1 U2

Para uma colisdo elastica entre duas massa idénticas,
e = 1, a equacao ficaria ¢ = arccos(0), o que
daria um resultado ¢ = 90°, resultado conhecido nos
cursos de Mecénica Analitica [2] [I0] [IT]. J4 para o caso
em que a colisdo é perfeitamente inelastica, e = 0, as
massas seguem unidas apds a colisdo. Isto faz com que
as velocidades finais sejam iguais u; = us = u. Além
disto, usando a equagao @, v1 = Uy + us = 2u. Assim,
@ = arccos(l) = 0°, ou seja as massas permanecem
na dire¢do x, que é a direcdo imposta para o disco 1,
mesmo apoés a colisdo. Para os casos intermediérios, ¢
terd valores entre 0° e 90°. Neste trabalho usaremos a
equacao para analisar os dados das colisoes.

Outro pardmetro que influencia no movimento em
colisGes entre dois objetos é o parametro de impacto “b”,
mostrado na Figura . Este pardametro é a distancia
entre o eixo x e o eixo onde esta o movimento do primeiro
disco. Quando b > @/2 ndo hd colisdo. Contudo,
questiona-se: Qual a influencia de b no valor de e?
De forma a generalizar a situacdo, ou seja, a eliminar
qualquer dependéncia com o valor didmetro dos discos,
escolhemos monitorar e analisar o angulo de impacto «,
onde sina = (b/@), tal como definido na Figura (3).

Na Figura sao mostrados os discos utilizados na
experiencia se afastando apés a colisdo. Inicialmente o
disco 1 estd em movimento e o disco 2 em repouso.
Circulos brancos destacam a posicao dos discos e as
linhas em roxo formam o sistema de coordenadas. Cabe
destacar que a area escolhida para as colisdes nao passou
de 0,5 m? e que ela sempre esteve na regido central da
mesa, pois préximo as bordas ha menos furos por onde
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DISCO 1

DISCO 2

SISEEMA DE
COORDENADAS

Figura 4: Colis3do entre dois discos sobre uma mesa sem atrito
de Air-hockey. O sistema coordenado estid orientado de tal
forma que o segundo disco se encontra inicialmente em repouso
na origem e o primeiro disco se aproxima antes de colisdo se
movendo no sentido x positivo.

o ar flui. Vale a pena ressaltar aqui o cuidado especial
ao langar um disco em diregdo ao outro inicialmente
parado. Este procedimento é manual e imperfeicoes e
erros podem acontecer. O principal erro a ser evitado
é imprimir rotagdo no movimento do disco, posto que
ele é considerado pontual e supomos que a energia
é puramente translacional. A presenca do movimento
de rotacdo pode invalidar as premissas da teoria apre-
sentada. Da mesma forma, apds as colisdbes devemos
considerar somente os casos em que 0s movimentos
de rotacao sao despreziveis. Isto é possivel realizando
multiplas vezes o experimento e analisando somente os
videos em que a condi¢do de termos energia de traslagdo
muito maior que a energia de rotagdo seja satisfeita.

Para gerar um espago amostral que possa reduzir
variagoes estatisticas nos nossos resultados, cerca de 30
colisbes foram filmadas e analisadas. O rastreamento do
movimentos dos discos via Tracker gerou as coordenadas
(z1,y1) e (w2,y2) em fungdo do tempo. Como ji co-
mentado, o calculo utilizado pelo Tracker para obter os
valores de velocidade retornam valores ruidosos. Por isto
o procedimento das anélises foi feito usando o SciDauvis,
que é muito util para tratamento e ajuste de dados via
método dos minimos quadrados e para construir graficos.

Um exemplo de andlise via método dos minimos
quadrados pode ser observado na Figura . Nota-se
que os dados de posicdo versus tempo tiveram forte
tendéncia linear no tempo. Assim, usamos as fungoes
lineares caracteristicas do movimento uniforme para
proceder com os ajustes dos dados de cada um dos discos,
x(t) = xo + vat e y(t) = yo + vyt, tanto antes quanto
depois da colisdo. Com isto, gerou-se quatro retas de
ajuste, conforme indicado na Figura . Os pardmetros
de ajuste s@o os valores iniciais das componentes x( e yg
e suas velocidades v, e vy. As velocidades especificas dos
discos antes e depois da colisdo podem ser observadas na
legenda da Figura .

Além da inspecao visual mostrar um grande acordo
entre dados experimentais, os ajustes forneceram
parametros que atestam a qualidade do ajuste. Dos
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Figura 5: Exemplo de ajustes de dados de deslocamento em
funcdo do tempo das componentes = e y dos discos envolvidos
na colisdo. O subindice 1 se refere ao disco inicialmente em
movimento, enquanto o subindice 2 ao disco inicialmente em
repouso.

resultados indicados dentro da Figura obtivemos que
a qualidade de ajuste tem fatores R? > 0,999 e x? <
1075. Os parametros x? e R2 representam o quio bem
os dados experimentais e a modelagem tedrica utilizada
combinam. Grosso modo, x? é proporcional a soma
quadratica das distdncias verticais entre cada ponto
experimental e a curva tedrica. Assim, quando mais pré-
xima a curva tedrica é dos pontos experimentais, melhor
é o ajuste realizado. Deste modo, valores proximos de
zero sdo desejdveis. Por sua vez, R%, também chamado
de coeficiente de determinacdo, é a relacdo entre as
somas quadraticas destas distdncias e a somas quadra-
ticas das distancias entre cada ponto experimental e
o valor experimental médio. Este coeficiente pode ser
compreendido como uma medida de ajuste de um modelo
estatistico linear generalizado aos valores observados de
uma variavel aleatéria. Valores de R? podem variar entre
0 e 1, sendo 1 um ajuste onde a curva experimental
coincide com os pontos experimentais, e por vezes sao
expressos em termos percentuais Eﬂ

E importante salientar também que nem sempre foi
possivel fazer o disco 2 manter-se totalmente em repouso
inicialmente. Irregularidades e desnivelamento da mesa
podem contribuir para que ves #* 0. Contudo, estes
valores sempre foram muito préximos de zero. Nestes
casos, os ajustes de xo;(t) e yo;(t) foram realizados e as
velocidades referentes ao movimento foram obtidas.

Tendo os valores das velocidades dos discos 1 e 2
antes e depois das colisoes, analisamos inicialmente a
conservagao do momento linear. Para isto, e para evitar
problemas de indeterminagao em fungao de componentes
nulas dos momentos, utilizamos as equagoes ([15) a
seguir, que definem a porcentagem de momento linear
que é mantida conservada ao longo de cada componente

Di
Pyf — Dyi

b

o) = (1-

) x 100%,

py(%) = (1 -

) x 100%. (15)
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Nas equacdes utilizamos as defini¢des de pui, pay €
p; conforme as equagoes

Pxi = m(vlw + U2z)a
Pzt = m(ulz + u2z)7
pi = m|vy + val. (16)

A partir dos resultados de cada colisdo, os valores de
px(%) e py(%) das cerca de 30 colisoes foram calculados
e seus valores ficaram sempre acima de 95%, indicando
a conservacao dos momentos lineares nos experimentos.

O passo seguinte foi analisar a conservagao da energia
e calcular o coeficiente de restituicao, “e”, de cada colisao
conforme a equagao . Além disto, para apresentar
uma analise mais completa, escolhemos monitorar o
comportamento de “e” em termos da energia cinética
inicial do sistema e do dngulo de impacto.

Apesar do bom resultado para a conservacdo dos
momentos, os discos apresentavam certo desgaste devido
ao uso. Isto provavelmente influenciou nos resultados,
como veremos a seguir. Outro fator que pode ter
influenciado é o fato de assumirmos que as massas
dos discos sao iguais. Imaginando casos de reprodugio
deste experimento por professores e alunos onde pode
nao haver balanca, buscamos observar a dependéncia
do coeficiente “e” em fungdo da energia por unidade
de massa E;/m. Os resultados se mostraram bastante
ruidosos, conforme pode ser visto na Figura @ Nao foi
observada nenhuma tendéncia de e em funcao de E;/m,
e o valor médio do coeficiente de restituicdo calculado
foi e = 0,87 para as cerca de 30 colisoes analisadas.

Procuramos também responder se havia alguma in-
fluéncia de « no valor de “e”, ou seja, se ha alguma
tendéncia de “e” em termos do adngulo de impacto a.
Estes dados, e(a), foram obtidos utilizando a ferramenta
transferidor do Tracker, usando as trajetérias dos discos.
Contudo, nenhuma tendéncia foi observada, como mos-
tra a Figura @

Angulo de impacto, o (graus)

0 10 20 30 40 50 60 70 80
170 1 1 1 1 1 1 1
[} ® o le)
(]
203 e @0 00, o o
0,6 O eversus a

® e versus E/m
Valor médio, e = 0,87

Colisdes entre dois discos iguais

Coeficiente de Restituig
f=1
ES

0,0 T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 1,0 12 1,4 1,6 1,8 20
Energia Cinética inicial por unidade de massa, E,/m (J/kg)

Figura 6: Comportamento do coeficiente de restituicdo e em
func3o do angulo de impacto « (graus) e em func3o da energia
inicial por unidade de massa E;/m (J/Kg).
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Por fim, os d&ngulos ¢ de cada colisao foram calculados
a partir dos valores de “e”, vy, u; e us usando a equa-
cao . Estes valores foram comparados com os valores
medidos .y utilizando a ferramenta transferidor do
Tracker. A diferenca encontrada entre as médias de ¢ e
Peap € de menos de 10%, o que indica um bom resultado
das andlises.

As colisdes produzidas neste experimento tém rela-
tiva baixa energia, os valores ndo excederam 2 J/kg.
Vale lembrar que os dois discos, fabricados de material
polimérico sao relativamente rigidos, estao livres ou
com muito pouca interacdo externa capaz de frea-los.
Estes fatos, somados as imperfeicoes e desgaste dos
discos, podem ter influenciado tanto para a auséncia
de alguma tendéncia de “e”, quanto para a dispersao
dos valores calculados. Assim, quando este experimento
for reproduzido por um professor em conjunto com sua
turma, nao ha necessidade de se investigar nada mais do
que a conservacdo do momento linear e o coeficiente de
restituicdo médio do sistema.

3.2. Colisao rigida obliqua: disco contra parede

Nesta experiéncia consideramos a colisao de um disco
contra uma fronteira rigida. Nas condigoes escolhidas
aqui, esta fronteira rigida é a borda da mesa de Air Hoc-
key. Neste caso, a borda da mesa serd um agente externo
que realizard um impulso e modificard o momento linear
do nosso sistema.

Assim como no experimento anterior, a a¢do do campo
gravitacional foi desconsiderado pois 0 movimento acon-
tece no plano-zy perpendicular & direcdo da gravidade.
No entanto, como existe uma acdo da fronteira so-
bre a particula, esperam-se mudancas no momento da
particula. Contudo, mesmo se considerarmos o sistema
disco + parede, com a parede contendo uma massa
infinitamente maior que a massa do disco, o momento
total ainda ird se conservar.

Na Figura é possivel observar o esquema onde o
disco de massa m e com velocidade v colide com uma
parede, onde v forma um angulo #; com a dire¢do normal
a superficie. Apés a colisdo, o disco se movimenta com
velocidade u, que forma um &ngulo #; com a diregdo
normal a superficie.

<

R

ot >
>
T

- _:;']:
\\J
=

Figura 7: Colisdo obliqua de um disco circular sobre uma

fronteira rigida. O plano de movimento é perpendicular ao
campo gravitacional.
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Neste caso, a for¢ca que a fronteira faz no disco sera
ao longo da direcio “y” (forca normal). Portanto, as
mudangas no momento do disco serdo somente em p,,
com p, tendendo a permanecer constante. Desta forma,
pela conservagao do momento linear na dire¢ao “z”, e da
definigao de coeficiente de restituicao elastica, é possivel

escrever as equagf)es e

MU, = Mg, (17)
|u|

e= . (18)
vl

De fato, a equacao indica claramente que v, = uy.
As componentes horizontais das velocidades sdo v, =
|v|sinf; e, analogamente, u, = |u|sinfy. Assim, as
equacoes e podem ser utilizadas para encontrar
a relacao entre os angulos na colisdao

e sinfy = sin 6y,
o= S0 (19)
sin 69

Desta forma, ha duas maneiras de se medir o coefi-
ciente de restituicdo: ou analisa-se as velocidades v e u
usando a equacao ; ou mede-se os angulos 67 e 05,
com o posterior uso da equagdo . Com relagdo a
perda da energia cinética, basta usar a equagdo
na definicdo da variacdo de energia cinética como vista

anteriormente

2
mu
AE. = — (1—¢%). 20
U (1- o) (20)
Assim como no experimento anterior, se uma colisdo
é elastica, onde a energia mecanica é conservada, AFE,
deve ser nulo. Para que isto aconteca, o coeficiente de

restituicdo deve ser e = 1. Aplicando isto na Equa-
¢ao ([19)), tem-se que os adngulos serdo necessariamente
iguais, ou seja, #; = 0. Para colisdes ineldsticas nao

perfeitas, 01 # 05.

Neste experimento utilizamos novamente a mesa de
Air Hockey para observar a colisdo de um disco contra
uma das bordas da mesa, que fara o papel de uma parede
rigida. A filmagem de cerca de 80 colisdes permitiu anali-
sar a mudanca no movimento devido aos choques entre o
disco e a borda da mesa, como mostra a Figura . Aqui,
como no experimento anterior, precisamos indicar que
um cuidado deve ser tomado ao lancar o disco contra a
borda da mesa de Air Hockey a fim de evitar rota¢oes no
movimento inicial no disco, pois esta condi¢ao de rotacao
pode invalidar nossa analise tedrica de massa pontual. Se
a energia cinética nao é puramente translacional, havera
uma contribuicao devido a energia de rotagao.

Apesar do cuidado ao realizar o experimento, duas
coisas devem ser ressaltadas. A primeira delas é que o
atrito entre o disco e a borda da mesa induz rotagao no
disco ap0s as colisdes. Mesmo em colisoes eldsticas, estas
rotacoes representam cerca de 10% da energia cinética
inicial, em média. Assim, f5 tendera a um valor diferente
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Figura 8: Colisdo obliqua de um disco com um fronteira rigida,
sobre uma superficie sem atrito.

de 6. Isto indica que podemos ter parte da energia
mecéanica transformada devido aos graus de liberdade
de translacdo e rotacdo. Este efeito pode mascarar
a perda de energia mecanica em colisdes inelasticas.
Para diminuir este efeito, filmamos miiltiplas vezes o
experimento restringindo nossa anélise a aqueles videos
em que a condicdo de translacdo pura é satisfeita em
boa aproximacao. Além disto, assim como no expe-
rimento anterior, imperfei¢bes causadas pelo desgaste
no disco também influencia fortemente nos resultados.
Todas estas consideragdes sugerem que nao ¢ prudente
confiarmos na aplicagao da equacao neste problema.

Outro ponto a ser ressaltado é a questdo do atrito
entre a mesa e o disco. Infelizmente nao foi possivel
desprezar os efeitos do atrito entre o disco e a mesa,
pois hd menos furos por onde o ar flui nas regides proxi-
mas as bordas. Destacamos que os experimentos foram
realizados em dias diferentes e a mesa parecia estar em
um local diferente. Um desnivelamento na mesa tam-
bém pode ocasionar em um movimento uniformemente
acelerado. Como dito no paragrafo anterior, é prudente
nao descartar algum efeito devido a irregularidades da
superficie e nos discos. Tudo isto implica em interacoes
entre o disco e mesa que pode dissipar a energia cinética
do disco ou mesmo acelerd-lo. Assim, é esperado que
estas forgas externas ao nosso sistema possam interferir
no movimento do disco.

Levando em consideracao estas informagoes e o com-
portamento dos dados coletados, a analise dos dados de
deslocamento versus tempo tiveram que ser realizadas
com a equagdo de movimento uniformemente variado.
Um exemplo destas andalises via método dos minimos
quadrados pode ser observado na Figura (9)). E possivel
notar que tanto o movimento em “x” quanto em “y”
sdo uniformemente variados. Em “z” o movimento foi
em boa parte das vezes acelerado com a > 0. Ja
os movimentos em “y” apresentaram uma aceleragdo
negativa. Como é de se esperar, a energia cinética ap6s
a colisdo tende a ser diferente da energia cinética inicial
devido a dissipacdo por atrito e a aceleracdo devido ao
desnivelamento. Estes fatores podem alterar ainda mais
o valor do angulo de saida 65.
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Figura 9: Exemplo de ajustes de dados de deslocamento em
funcdo do tempo das componentes = e y do disco colidindo
com a borda rigida da mesa.

Para estas andlises, o instante de colisdo timpacto teve
que ser definido para delimitar os movimentos antes e
depois do choque. Usamos curvas de ajuste quadréticas
no tempo para as componentes da posicdo do disco,
x(t) = xo + vat + aZt?/2 e y(t) = yo + vyt + aZt?/2,
tanto antes como depois do choque. Os pardmetros de
ajuste sdo as posigoes e velocidades iniciais, assim como
as aceleragoes. Estas curvas de ajuste e os valores experi-
mentais das velocidades calculadas em #;,pacto €st80 na
legenda da Figura @ Assim, apés obter as equacgoes de
movimento, foi possivel obter os valores das velocidades
em t = timpacto, NECessarias para calcular as grandezas
fisicas pertinentes em nossas analises. Também é possivel
notar na Figura @ o bom acordo entre dados e curvas
de ajuste. Além disto, os pardmetros de ajuste obtidos
corroboram esta afirmacio, R? > 0,999 e x2 < 107°.

A conservagio das componentes do momento linear de
cada colisdo foi analisada. Utilizando as Equagcoes ,
com |pys| no lugar de p,s para monitorar a amplitude
da componente y do momento, observamos que as com-
ponentes foram conservadas, pois as médias de p, (%) e
py(%) resultaram em valores de aproximadamente 85%
e 90%, respectivamente.

Por tudo o que foi exposto, o comportamento do
coeficiente de restituicdo “e” foi monitorado em termos
da energia inicial por unidade de massa E;/m e em
termos do angulo de impacto 6. Estes resultados podem
ser visualizados na Figura .

Os valores de “e” foram calculados apés a medicao das
velocidades e seu médulos antes e depois das colisoes.
Usando a equacao foi possivel obter experimen-
talmente o valor do coeficiente de restituigao elastica.
A partir da Figura é possivel notar que nao ha
tendéncia de e em relagdo & E;/m, ou seja, ndo ha
influéncia da energia cinética inicial no coeficiente de
restitui¢do, como no primeiro experimento. Como ja
citado, isto pode ser devido aos pequenos valores da ve-
locidade inicial do disco. O valor médio do coeficiente de
restituicdo calculado neste experimento foi de e = 0, 84,
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Figura 10: Comportamento do coeficiente de restituicdo e em
funcdo do dngulo de impacto 6; e em funcdo da energia inicial
por unidade de massa E;/m (J/Kg).

considerando as cerca de 80 colisoes analisadas neste
caso.

Contudo, o dngulo de incidéncia 6; (ou adngulo de
impacto) tem nitida interferéncia para o valor de “e”.
A linha azul na Figura mostra a tendéncia do
coeficiente de restituicdo em funcdo do angulo de im-
pacto. Para valores menores que #; = 50° nao se observa
diferenca significativa em e. Ou seja, apesar de dispersos,
os resultados indicam uma média préxima de e = 0, 836.
Porém, a partir de #; = 50° ha uma clara tendéncia de
aumento de “e”. Isto pode ser facilmente compreendido
pois a componente v, da velocidade se torna menor
que a componente v, quando sobrepassamos o valor de
01 = 45° (lembrando que o disco sempre foi langado com
valores de velocidades ndo muito altos). Quanto maior
vz, maior a rotacdo do disco apds a colisdo em funcéo
do atrito entre a borda e o disco. Ao mesmo tempo, vy
se torna cada vez menor em comparacido com v, O que
pode estar contribuindo para que “e” tenda a 1 quando
01 tende a 90°.

3.3. Colisao rigida frontal: bola quicando no
campo gravitacional

Nesta secdo vamos apresentar experimentos de colisoes
consecutivas de objetos em queda livre contra uma
superficie horizontal rigida. Para isto realizamos trés
abordagens diferentes.

Inicialmente comparamos o comportamento elastico
das colisoes de trés pequenas bolas (de diferentes ma-
teriais) a partir de uma certa altura. Estes objetos
sdo pequenos em comparagao a altura de langamento,
condicdo imposta para que se possa diminuir ao maximo
o atrito dindmico com o ar durante a queda. Aqui a
altura de lancamento serd muito maior que a tamanho
das bolas e com isto tivemos energias envolvidas nas
colisoes relativamente “altas”. Esta condicao é necessaria
para obter, com certa sensibilidade, a dependéncia do
coeficiente de restituicdo em relagdo ao valor da energia
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mecanica inicial em cada colisdo. Desta maneira, para
o movimento de cada uma das bolas (composto por
colisdes consecutivas), consideramos que cada colisao
possui um coeficiente de restituicdo préprio. A energia
cinética em cada colisdo é indicada pela altura méaxima
do trecho parabdlico da trajetoria de queda livre previa
ao choque.

Depois de avaliar os parametros obtidos nestas colisoes
para as bolas de diferentes materiais, repetimos o experi-
mento com uma das bolas, a de ping-pong, que apresenta
colisbes mais préximas de serem perfeitamente eldsticas.
Para nos aproximarmos mais do regime eldstico consi-
deramos a queda de alturas menores, diminuindo assim
a energia cinética nas colisdes. Neste caso, consideramos
que o coeficiente de restituicdo é um valor constante em
todos os choques consecutivos e realizamos a anélise dos
dados seguindo esta hipétese.

Finalmente usamos uma bola de futebol, uma bomba,
de ar comercial e um manémetro simples para avaliar
a influéncia da pressdo no coeficiente de restituicéo
eldstica. Aqui vemos um tendéncia linear de e(p), que
implica que a maior pressao na bola as colisoes sao mais
proximas de serem perfeitamente elasticas.

Como ja foi expressado anteriormente, nesta secao
vamos supor que os coeficientes de restituicao sao di-
ferentes em cada colis@o sucessiva que acontece para o
movimento de uma mesma bola em queda livre contra
uma superficie rigida (uma mesa). Esta hipdtese, como
mostramos a seguir, ird modificar a cinemaética do
movimento para cada bola. E importante citar que a
superficie onde é realizado o experimento deve estar
muito bem limpa e plana para evitar que o movimento
seja desviado da vertical apds o quique. Ainda assim,
é impossivel garantir que nao haja algumas pequenas
mudancgas por conta de imperfeicbes nas superficies da
mesa e das bolas. Em todo o caso, o movimento perma-
neceu praticamente na diregao vertical (y), definida pelo
campo gravitacional.

Com a aceleracdo da particula sempre para baixo,
e assumindo que os objetos envolvidos nas colisGes
tém caracteristicas mecénicas que favorecem colisoes
sucessivas inelasticas, teremos que uma parte da energia
mecanica serd perdida em cada colisdo. Desta forma,
ap0s cada colisao a velocidade serd menor do que antes
da colisdo, fazendo com que a bola suba uma altura
cada vez menor e, consequentemente, tendo um tempo
de voo (tempo entre as colisdes) cada vez menor. E
o mesmo mecanismo de choques tratados nas segdes
anteriores, contudo, agora mais colisdes sao observadas
em um mesmo video.

Intuitivamente, as equagoes hordrias y(t) deverdo ser
pardbolas lado a lado, consecutivas, indicando que ha
quique apés quique. A cada colisdo com a mesa, como
a bola sobe uma altura menor que havia alcancado
anteriormente, estas parabolas serdo diferentes. Além
disto, o tempo entre os quiques também se altera, pois o
caminho percorrido é menor. Considerando as equagoes
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para um movimento uniformemente variado, e a altura
inicial de onde a bola é solta sendo hg (com a velocidade
inicial nula, vg = 0), o tempo para alcangar a superficie
para realizar a primeira colisdo serd chamado aqui de Ty

To = \/2ho/g, (21)

onde g é a aceleragdo da gravidade. O moddulo da
velocidade com que a bola chega na superficie para a
primeira colisdo serd ug = ¢g7p. Neste movimento de
descida, usando a equacdo de Torricelli, temos ug? =
2ghg. Ap6s a primeira colisdo, usando a defini¢do de “e”,
é possivel escrever que a bola subird apdés a primeira
colisao com uma velocidade inicial que tem modulo
u1 = eup. J& no movimento de subida, apds o primeiro
quique, u12 = 2gh;, onde h; é a altura méxima
alcancada apds a primeira colisdo. Assim, utilizando
estes resultados, pode-se prever que a maxima altura
que a bola sobe entre a primeira e a segunda colisdao
serd hy = e?hg. Usando esta nomenclatura, o tempo
que a particula permanece no ar entre a primeira e
a segunda colisdo é 277, que pode ser calculado pela
expressao 17 = 4/2h1/g. Consequentemente, 77 = e Tj.
Portanto, vemos que tanto a velocidade como o tempo
entre colisdes vao diminuindo proporcionalmente a “e”,
enquanto a altura maxima entre colisbes vai diminuindo
proporcionalmente a e2.

Desta forma, a velocidade em funcdo do tempo para
o movimento de queda livre desde hg, seguida de um
primeiro quique da bola até ela subir h;, é dada por

. —gt; 0<t<Ty,
’U(t) o euo—g(t—TO); Ty <t< (T0+T1). (22)

Com isto, é possivel escrever também como fica a
equagao de movimento y(t) para este trecho do movi-
mento

ho — $gt%; 0<t<Tp,
e Uo(t — TQ) — %g(t — T0)2; To<t< (TO +T1)
(23)
A equacao indica claramente que a equacao
horaria da bola em queda livre seguida de um quique
é a composi¢do de duas semi-parabolas. Considerando
a obtencao de dados de varios quiques consecutivos, é
possivel definir os tempos 7; onde a bola alcanca sua
altura maxima, h;, e o tempo t; onde a colisdo i-ésima
acontece. Estes tempos dependem de T}, que é a metade
do tempo de voo entre duas colisdes consecutivas em t;
e t;11. Assim, entre duas alturas maximas teremos que
o intervalo de tempo desse trecho serd 7,1 <t < 7; e
dentro desse intervalo ird acontecer a colisao no tempo
t;, onde ¢ = {1,2,3,...}. Este serd o dominio de tempo
que usaremos para realizar os ajuste das curvas e obter
o coeficiente de restituicdo em cada choque individual
com a superficie.
Assim, mais especificamente, o primeiro trecho do
movimento relacionado as duas primeiras semi-parabolas

y(t) =
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vai de t = 19 = 0, passando pelo primeiro quique em

t = t1 = Ty, até alcangar a altura maxima h;, em
t =7 = (Tp + T1). O segundo trecho, relativo a outras
duas semi-parabolas, comega em t = 7 = (Ty + T1),

passando por t = to = (T + 271), quando acontece o
segundo quique, e vai até t = o = (Ty + 271 + T3),
quando a altura maxima é ho, e assim por diante.

Para facilitar as andlises, assumimos que os parame-
tros do deslocamento temporal 7;, t; e T; sd@o determina-
dos a partir dos dados experimentais. De posse deles, foi
possivel analisar estes dados via ajuste usando o método
dos minimos quadrados. Usando esta abordagem, as
equacoes e relativas a um trecho definido por

Ti—1 < t < 7; podem ser reescritas conforme a seguir.

Tic1 <t <t
t, <t<my,

(4) — —g(t —Ti1);
’Uz(t) - {B(Ez) Ui_q — g(t _ ti); (24)
(t) _ hi—1— %g(t - Ti—l)Q; Tic1 <t <ty
Yi o 6(Ei) ui_l(t — ti) — %g(t — ti)Q; t, <t<T;.
(25)

Observando as equagdes e é possivel notar
que o parametro de restituicao elastica de cada colisdo
no tempo t; foi assumido como uma fun¢do da energia
cinética do sistema no momento do choque, e; = e(E;).
A nomenclatura E; indica a energia mecanica no inicio
da queda em cada trecho. A anélise dos dados da Figura
(10) mostrou que o coeficiente “e” pode ter alguma
tendéncia em termos de um pardmetro que vai além dos
valores das velocidades de afastamento e aproximacao.
De fato, as energias cinéticas envolvidas nos experimen-
tos anteriores eram baixas o suficiente para que algum
comportamento fosse observado em termos da energia
da colis@o. J4 no experimento proposto aqui, as bolas
sao lancadas de alturas tais que a energia cinética por
unidade de massa pode chegar & cerca de F;/m =
12 J/kg no primeiro quique, um valor bem maior do que
os analisados nos experimentos anteriores. Por isto, neste
caso, partiremos do principio de que o coeficiente de
restitui¢do eldstica pode ter valores diferentes em cada
quique da bola sobre a superficie.

Visando compreender melhor o comportamento do
movimento da bola em colisbes consecutivas com uma
superficie horizontal, vamos inicialmente considerar a si-
tuacao onde o coeficiente de restituicao, “e”; é constante
para qualquer valor de energia das colisdes consecutivas.
Para isto, usamos as equagoes e para construir
graficos para duas situag¢oes: uma em que e = 1, ou seja,
os quiques sdo colisoes perfeitamente eldsticas; e outra
em que e = 0, 8. Além disto, vamos usar as defini¢bes de
T; conforme discutido anteriormente. Nestas condigoes,
pode-se observar as simulagoes das fungoes de y;(t) e
v;(t) retratadas na Figura (LI)).

E possivel notar a diferenca no movimento da bola
com e sem perda de energia devido as colisbes. Em
Figura (11h.1) e Figura (11k.2), as colisoes siao perfeita-
mente eldsticas (e = 1), com o objeto sempre retornando
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Figura 11: Velocidade de uma bola que quica sucessivamente
sobre uma superficie horizontal, em funcdo do tempo. (a) Co-
lisdes perfeitamente elasticas, e = 1. (b) Colisdes inelasticas,
e=0,8.

ao valor de altura inicial hg. As descontinuidades na fun-
¢do da velocidade na Figura (11k.2) é devido ao impulso
da superficie sobre a bola que muda abruptamente a
dire¢do da velocidade em cada colisdo. Da mesma forma
que em y;(t), v;(t) se repete ao longo do tempo para um
movimento onde acontecem colisdes puramente eldsticas.
J4 na parte (b) da Figura (11]), as colisdes sdo ineldsticas
(e = 0,8), indicando uma perda de energia mecénica,
com a bola nunca retornando ao valor inicial de hg, ou
seja, cada quique esta associado a uma perda de energia
mecanica. Por fim, em Figura (11p.1) e Figura (11p.2),
além da redugdo dos valores maximos das alturas e
velocidade, é possivel perceber também que o tempo
entre os quiques é reduzido a cada quique, conforme
discutido anteriormente.

Neste experimento filmamos diversos movimentos de
queda livre de trés tipos de bola: uma bola de ténis de
mesa (ping-pong); uma bola de futebol de mesa (toté ou
pebolim) e uma bola de gude (de vidro). A bola de ténis
de mesa tem didmetro médio de 40 mm e sua massa
é de cerca de 3 g. A bola de totd, por sua vez, tem
cerca de 37 mm de didmetro e aproximadamente 44 g
de massa. E no caso da bola de gude, sua massa é de
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cerca de 8,5 g e seu didmetro médio de 1,8 cm. O video
captou os quiques/colisdes seguidas vezes em uma mesa
de mérmore. A altura inicial de lancamento foi sempre
pouco maior que 1 m. Cabe lembrar que os experimen-
tos foram repetidos algumas vezes, sempre retornando
comportamentos similares. B importante destacar que
os lancamentos das bolas foram sempre feitos com
cuidado de evitar imprimir alguma velocidade inicial nos
objetos e minimizando movimentos de rotagao. Contudo,
nem sempre alcangamos estas condicbes iniciais devido
ao procedimento manual. Em todo caso, os valores
relativamente elevados de hg nos permitem alcancgar,
no momento da colisdo, velocidades de traslagdo muito
maiores que as velocidade de rotacao inevitaveis. Além
disto, ao termos filmado miltiplas vezes o experimento,
temos a possibilidade de gerar analises onde as energias
de rotacao sao despreziveis e desconsiderar casos em que
o desvio da vertical apds as colisdes. De esta forma,
nossos resultados se restringiram aos casos em que a
rotagdo é minima e as colisoes se mantiveram quase na
vertical ao longo das colisdes consecutivas.

Como anteriormente, os filmes obtidos foram utili-
zados com o Tracker para analisar os movimentos e
obter os dados de altura y;(t) em cada instante de
tempo ¢, além de identificarmos os instantes t; e T;
que caracterizam a separacao dos dados em trechos de
semi-parabolas. Sob estas condi¢bes, usamos o software
SciDavis e a equagdo para ajustar as equacoes
da trajetoria de cada trecho via método dos minimos
quadrados, obtendo assim o coeficiente de restituigao de
cada colisao individualmente.

Um exemplo de conjunto de ajustes pode ser obser-
vado na Figura (12)), que mostra o bom acordo entre
os dados do movimento de uma bola de ténis de mesa
comum quicando sucessivas vezes. Os simbolos nesta
figura representam os dados experimentais e as linhas
sdo as curvas de ajuste. Note que os trechos de movi-
mento descritos anteriormente podem ser identificados

1,2
Dados experimentais: Bola de ténis de mesa
1,04 . . . . .
Linhas coloridas: intervalos extraidos para ajuste
0,8

Altura (m)
=
T

0,2

0,0 f

2,5 3,0

Tempo (s)

Figura 12: Posicdo da bola de ténis de mesa em funcdo do
tempo quicando sucessivamente sobre uma superficie horizontal.
Neste grafico, os circulos abertos sdo os dados experimentais,
as linhas coloridas indicam os trechos de ajuste para cada y(¢).
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pela diferenca de cores nas linhas. Este e os demais
ajustes retornaram valores de y? muito préximos de
1073 e de R? muito préximos de 1, corroborando a boa
correspondéncia entre experimento e modelagem tedrica.

Os ajustes de y(t) aos dados coletados fornecem os
coeficientes associados a cada colisdo, e(F;). Cada trecho
do experimento estd associado a uma energia mecéanica
no inicio do movimento de queda livre. Como o objeto
parte do repouso apds alcancar a altura maxima apds
cada quique, esta energia é puramente gravitacional,
E; = mgh;_1. O comportamento de e(E;) é mostrado
na Figura . Para os trés tipos de bola, vale notar
que quanto maior a energia cinética da bola no momento
do choque, menor o valor de “e”, indicando uma maior
perda de energia mecénica na colisio. Com excecdo da
bola de gude, é de se esperar que possam haver deforma-
¢Oes plasticas, ainda que pequenas. E estas deformacoes
estdo diretamente ligadas a perda de energia.

A bola de gude era a mais rigida das trés. Macica e
sem deformagoes plasticas, a bola de gude, encontrada
em lojas de brinquedos, é feita de vidro e quebradica
(na verdade uma bola quebrou durante este experi-
mento). O Mdédulo de Young do vidro é da ordem de
60 GPa [14, [15], cerca de uma ordem de grandeza
maior quando comparado aos materiais poliméricos.
Estes fatores ajudam a explicar porque a bola de gude
foi a que apresentou menor diferenca nos valores de
“e(E;)” (cerca de 6%), o que indica que a dissipacao
de energia foi semelhante nestas condigdes entre baixos
e altos valores de FE;.

Uma bola de ténis de mesa comum é feita de material
polimérico, seu interior é preenchido com ar e, portanto,
mais leve e mais flexivel, de menor rigidez. Como a massa
de material polimérico é pequena, quando comparada
a bola de ténis de mesa, e o objeto apresenta alta
flexibilidade, a absorcdo de energia tende a ser menor.
Estes fatos permitem compreender os mais altos valores
de “e” tanto em baixas quanto em altas energias. Por
ser mais facilmente deforméavel, mesmo mantendo alto

0,90
Dados experimentais e linhas de tendéncia

© 0,85 O Bola de ténis de mesa
S O Bola de gude
2 O Bola de futebol de mesa
£ 0,80
b7
&
o 0,754
o
i)
50,701 D
Q
% 00
O 0,654

0,60 T T T T T

0 2 4 6 8 10 12

Energia Cinética inicial por unidade de massa, E,/m (J/kg)

Figura 13: Comportamento do coeficiente de restituicido e em
termos da energia cinética inicial por unidade de massa E;/m.
Os simbolos correspondem aos valores de e(E;) obtidos através
dos ajustes e as linhas representam as tendéncias.
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grau de elasticidade, os valores de “e” sofreram maior
variagdo com o aumento de E; (cerca de 15%), ainda
que menos abrupta.

Ja a bola de futebol de mesa, também macica, é
produzida com um material polimérico rigido. O Mdédulo
de Young de materiais deste tipo podem variar entre
(1 —3) GPa [14, 15]. Contudo, sua rigidez ndo garante
que ndo hajam deformacoes aparentes. De fato, foram
identificadas varias marcas de desgaste em sua superfi-
cie. Ser maciga, mais rigida que a bola de ténis de mesa,
e ter o valor do Médulo de Young mais baixo do que a
bola de gude podem implicar em uma grande dissipagao
de energia observada nos resultados, pois os valores de
e(E;) sdo os mais baixos dentre as trés bolas. A variacdo
de “e” no intervalo de energia estudado foi de cerca de
11%, com o detalhe que a variagao foi maior em baixos
valores de F;, conforme pode ser visto na Figura .

Este experimento apresenta uma andlise trabalhosa
em fung¢do da necessidade de separagao dos trechos dos
dados de posicao versus tempo. Isto torna o tratamento
destes dados no SciDavis muito tedioso. No total, cerca
de 10 experimentos foram analisados. Uma alternativa
para um professor trabalhar com os alunos é em relagéo
ao comportamento como um todo. Assim, os dados de
um experimento com varios quiques podem ser analisa-
dos em somente um ajuste. Para isto, basta fazer a altura
ho ser pequena o suficiente para que E;/m seja menor
que 1 J/kg. Assim, garante-se que a variacio de “e” seja
pequena, como pode ser observado nos comportamentos
expostos na Figura . Somado a isto, outra sugestao
que pode facilitar o trabalho com os alunos é utilizar
somente uma bola de ténis de mesa ou outra com alta
elasticidade. Isto garante que os deslocamentos da bola
sejam mais facilmente mensuraveis com o Tracker.

Tendo isto em mente, o préximo experimento que
mostraremos foi realizado soltando uma bola de ténis
de mesa de uma altura hg = 0,2 m, mais baixa que os
cerca de 1 m utilizados na primeira abordagem, como
mostrado na Figura . Assim, podemos assumir que
e(E;) = e = constante. Contudo, antes de prosseguir,
é necessario manipular as equagoes e a fim
de “somar” os trechos definidos anteriormente pelo
parametro T;.

Conforme ja descrito anteriormente, no trecho inicial,
partindo de t = 0, a bola se movimenta segundo as
primeiras partes das equacoes e . y(t) tem a
forma de uma semi-parabola com a concavidade voltada
para baixo, atingindo a superficie pela primeira vez em
ty = Ty, vide a equagdo , com velocidade ug. No
segundo trecho, a partir de ¢ = Ty, a bola sobe com
velocidade inicial u; até uma altura méaxima h; e desce
até atingir a mesa uma segunda vez no instante to =
Ty + 2T7. As equagoes de deslocamento e da velocidade
para este trecho sao semelhantes as segundas partes das
equagoes e . As andlises dos trechos seguintes
sdo similares. O que ¢é preciso destacar aqui sdo os instan-
tes de inicio e término das parabolas que caracterizam
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as equagoes de movimento. O terceiro quique acontecera
em tg = Ty + 2717 + 215 e o quarto quique em t4 =
To + 2T + 215 + 273, e assim por diante. Desta forma, é
possivel definir um instante ¢,, tal que defina 0 momento
de uma n-ésima colisdo. A relacdo entre os tempos de voo
T; também ja foi discutida no inicio desta se¢do, quando
a proporcionalidade com o coeficiente e foi calculada:
Ti+1 = eT;. Assim, expandindo t; em termos de T,
pode-se escrever

tn:T’0‘|‘2T'1—|-2112~G—2T'3_|-_|_2’1’n_17
tn:TO[1+26+262+263+.,_+2en—1}7
th=To[1+2e(l+e+e+---+e" )] (206)

Utilizando o resultado da serie geométrica

1—en !t

Lfete - te =0,
— €

a equagdo (26)) pode ser reescrita como

1;_621)] . (27)

Desta forma, pode-se prever que cada n-ésima colisao
acontece em t,,. Uma vez definido estes instantes, faz-se
necessario agora reescrever as equagoes e a fim
de obtermos expressoes que tenham validade em todo
o intervalo de tempo que se deseja analisar. Admitindo
N trechos de movimento, ou seja, N colisdes/quiques,
é possivel usar a funcdo pulso f, para cada trecho, pois
ela é nula em todo o seu dominio exceto em um intervalo
definido. Esta func¢ao pode ser escrita como a diferencga
entre duas funcgoes Heaviside (também chamada de
funcao degrau), tal como mostrado na Figura .

Assim, ap0s a primeira colisdo em t; = Ty, cada trecho
do movimento definido pelas colisbes com a superficie
horizontal pode ser escrito pelo produto das fungoes y; ()
e v;(t) com f,(t,a,b), que s6 sdo ndo nulos em a < t < b.
Portanto, f,(t,a,b) tem a funcdo de definir onde uma
parébola se inicia (t = a = t,) e termina (¢ = b = t41).

tn:TO |:1+26<

)
fp;i\ 1: vvvvvvvvv
i fp(t,a,b)=u(t—a)—u(t—b) | u(t —a)
1 S R R
i | t
[
[
!
—) . . —
i a b t

Figura 14: Exemplo de func3o pulso f,, ndo nula no intervalo
a < t < b. Em destaque a funcdo degrau u(t — a), que é nula
emt <a.
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Com isto, as equacgoes e se transformam em.
o(t)

—gt; 0<t<Ty,
_JN-1
Yo foltitn, tagr) [€Mug — g(t —tn)]; To < t.
n=1
(28)
ho — 39t%; 0<t<Ty,
N-1
y(t) = ;::1 fp(ta tnatn+1) Ty < t.
le™ug(t — tn) — 59(t — tn)?] ;
(29)

De posse dos dados de posicao em funcao do tempo,
e utilizando a equagao em uma rotina escrita no
software Wolfram Mathematica, foi possivel analisar o
movimento da bola de ténis de mesa sujeita a sucessivas
colisdbes com uma mesa de marmore. A escolha do
Mathematica ao invés do SciDavis se deu pela dificul-
dade de escrever a fungdo pulso f, para realizar os
ajustes. O resultado pode ser observado na Figura (L5h).
E possivel notar o bom ajuste entre dados experimentais
e a funcdo definida na equacao . A linha azul nesta
figura representa a diferenca absoluta entre dos dados

[1))

e o modelo descrito anteriormente. Mesmo que “e

0,20
O Dados experimentais (a)
= Ajuste
0,154 —— Diferenca absoluta entre dados e ajuste
~ 0,10
&
~

0,051

0,00

-1,54 O Dados experimentais
v(t) gerada apOs ajuste
-2,0 T T T T
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

Tempo (s)

Figura 15: Graficos de posicdo y e velocidade v em funcio
do tempo da bola de ténis quicando sucessivamente sobre uma
mesa de marmore. A linha vermelha representa as fungdes nas
EquacGes e com os valores encontrados na Tabela
os circulos abertos s3o os pontos fornecidos pelo Tracker e a
linha azul representa a diferenca absoluta entre os dados e a
curva y(t).
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dependa da energia cinética nas colisbes, esta faixa de
energia permite que um coeficiente de restituicdo médio
constante seja adotado, possibilitando um ajuste de boa
qualidade dos dados.

Aqui definimos uma expressao para medir a qualidade
do ajuste realizado no Mathematica. Denominado de X2
e definido pela equagao , o valor de X? indica a soma
normalizada das diferencas quadréticas entre a curva
ajustada e os pontos experimentais. Em outras palavras,
a distancia vertical entre o j-ésimo ponto y; no instante
t;j e y(t;), que é a funcdo da equacao aplicada no
instante ¢;, ¢ tomada ao quadrado IV, vezes, onde IV,
é o numero total de pontos medidos. No caso estudado
aqui, o valor de X2 tem a ordem de grandeza de 1073,
ratificando o bom ajuste encontrado.

NP
X2 = ; > lutts) - uil* (30)

Para construir a equacdo usada no ajuste mostrada
na Figura ), assumimos N = 16, ou seja, 16
quiques apés o primeiro em t = T. Como anteriormente,
apesar do Tracker possibilitar um ajuste no sistema de
coordenadas utilizado na obtengao dos pontos, incluimos
uma constante yg para deslocar verticalmente a fungao
y(t) na equagao . Esta constante permitiu um ajuste
mais fino ao modelo descrito aqui. Os pardmetros de
ajuste podem ser observados na Tabela .

Os parametros de ajuste “e” e hg nos permitiram
escrever as equagoes (21)), (27)) e a fim de encontrar
os valores numéricos da velocidade da bola de ténis de
mesa quicando em cada instante de tempo t. Assim,
usando a funcdo wv(t), definida na equagdo (28), e
usando os valores de “e” e hg, dispostos na Tabela ,
construimos o gréafico disposto na Figura ), que
ainda apresenta os pontos experimentais de v versus t
fornecidos pelo Tracker. E notével o bom acordo entre
os pontos fornecidos pelo Tracker e a fun¢do da equa-
¢ao utilizando um valor tinico para “e” em todo o
intervalo de tempo, ratificando o bom resultado obtido
para y(t) na Figura (L5h).

A filmagem de uma bola de ténis de mesa comum
quicando verticalmente sobre uma mesa rigida somente
sob a acdo da aceleragao da gravidade se mostrou um
experimento simples. Destaca-se, mais uma vez, que é
necessario que a queda se inicie em baixos valores de
ho para que a expressao na equagao seja valida.
Assumindo que este experimento serd realizado por
alunos de Fisica Basica em cursos de graduacao das areas
de exatas, ambas as abordagens descritas nesta secao

Tabela 1: Pardmetros de ajuste usando a equacio com
N = 16.

Parametro  Valor Desvio
e 0,869 0,001
ho(em) 17,5 0,1
yo(cm) —0,450 0.060
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podem ser utilizadas desde que os alunos tenham tempo
e acesso & programas para proceder com o ajuste. Para o
caso de trabalhar com alunos de ensino médio, sugere-se
calcular o coeficiente de restitui¢do a partir dos valores
maximos das alturas h; ou dos valores maximos das
velocidades, lembrando que h;y; = e’h; e Uiy] = € Uj.
E provdvel que os valores obtidos de “e” sejam relati-
vamente distantes entre si, no caso de partir dos valores
de u;. Isto porque o método numérico préprio do Tracker
utiliza varios pontos em torno do instante analisado.
Em todo caso, as andlises dos dados nos experimentos
propostos fornecem informagoes suficientes para verifi-
cacao das expressoes tedricas discutidas e obtencao do
coeficiente de restituigao elastica das colisoes.

Por fim, o outro experimento interessante é o que leva
a observar a influéncia da pressao de ar de uma bola de
futebol profissional no comportamento do coeficiente de
restituicdo em uma queda livre. Uma bola de futebol
de campo pesa pouco mais de 400 gramas, tem um
didmetro aproximado de 70 centimetros e empiricamente
tem um comportamento onde o coeficiente “e” tende a
ser mais baixo que o da bola de ténis de mesa. Para
as condicbes de jogo, a pressdao da bola é ajustada para
valores que nao excedam p = 14 psi, que é pouco mais
de 96,5 x 10% Pa. A ideia é realizar um experimento tal
como descrito nessa se¢ao, utilizando a equacgao .
Contudo, como o comportamento do coeficiente de
restituicio em funcdo da energia mecanica total ja
foi analisado anteriormente, nessa parte optou-se por
avaliar somente a dissipagdo de energia com o primeiro
quique da bola. Assim, sé é necessario definirmos T} e
T, para realizar os ajustes e obter e(p). A pressdo da
bola foi ajustada com o auxilio de uma bomba comercial
para este fim e um manémetro comercial comum para a
medigao da pressao da bola. Em funcao das imperfei¢oes
conhecidas e esperadas para este tipo de experimento,
foram filmadas cinco quedas livres da bola de uma
altura de cerca de 2,70 metros, para cada valor de
pressao. Cada uma destas filmagens gerou um conjunto
de dados que foram estudados via o método dos minimos
quadrados usando o SciDavis. A partir deles uma média
do coeficiente de restituicao foi calculada e associada ao
valor de pressdo da bola. O resultado obtido pode ser
visto na Figura .

O intervalo de pressao escolhido para o experimento
foi de 2 a 8 psi, ou seja, entre cerca de 13 e 55 kPa.
Pressoes menores que p = 2 psi fazem com que a bola
passe a praticamente nao quicar, ja que a absorcdo de
energia se torna bem grande. Por outro lado, mesmo
sabendo que a bola foi projetada para ser usada em
pressdes proximas de p = 14 psi, escolhemos nao
ultrapassar 8 psi de pressdo, uma pressao de trabalho
bem longe da regido de deformacao que pudesse danificar
a bola.

Conforme mostra a Figura , ha uma clara ten-
déncia linear do coeficiente de restituicdo em funcéo
da pressdo. Em funcao disto, resolvemos realizar um
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Figura 16: Coeficientes de restituicdo em funcdo da pressdo
da bola de futebol. Dados calculados sobre a média de cinco
medidas considerando somente o primeiro quique da bola.

processo de ajuste linear via método dos minimos qua-
drados com os dados experimentais. A indicacdo visual,
quando se compara os dados experimentais e o ajuste,
confirma a tendéncia linear dos dados. Além disto, os
parametros estatisticos obtidos no ajuste corroboram
com o procedimento de linearizacio dos dados (R? =
0,949 e x? = 5x 10~%). Neste caso, o coeficiente angular
do ajuste apresentou um valor de (3,140, 3)x 1076 Pa~!
e o coeficiente linear retornado pelo método ¢é igual a
(0,68 £+ 0,01), ambos com grande precisio (igual ou
superior a 90%).

Intuitivamente é de se esperar que o aumento da
pressao implique em um coeficiente de restituicdo maior.
Uma pressdao maior representa uma tensao maior na
superficie da bola. Desta forma, a deformacao da bola
se torna menor, se mantendo ainda dentro da regiao
elastica do material da bola. Em todo caso, visualmente
é possivel assumir que o raio da bola, no intervalo de
pressao escolhida para o estudo, tem pouca variagdo
com o aumento da pressdo. Isto também implica que
a variagdo do volume da bola é pequena, comparado ao
volume. Estas consideragoes indicam que a variagdo da
pressao imposta ao acrescentar ar no interior da bola é
aproximadamente proporcional & deformacao elastica da
bola ao colidir com o solo. Isto pode ajudar a explicar o
comportamento linear observado na Figura .

4. Discussoes e Conclusoes

Neste artigo, foram apresentados alguns experimentos
simples relacionados a conservagdo do momento linear
e a conservagdo da energia em colisoes. Verificamos
diretamente a conservagdo do momento linear e para
a energia usamos o coeficiente de restituicao elastica
como indicativo. Utilizamos video-analise para obter as
trajetérias dos corpos e, tendo as lei do movimento, foi
possivel obter as velocidades em qualquer instante de
tempo, inclusive antes e depois das colisdes. O estudo
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consistiu em avaliar experimentalmente o comporta-
mento do coeficiente de restituicdo elastico nas colisbes
e sua dependéncia com as condic¢bes das colisdes, como
angulo de incidéncia ou energia cinética envolvida da
colisdo. Esses experimentos podem ser replicados sem
dificuldades em turmas de ensino superior de Fisica
Bésica ou mesmo de ensino médio.

O primeiro experimento estudado foi sobre colisdes
binédrias de discos em uma mesa de Air Hockey. Esse
brinquedo, muito comum em casas de jogos para adoles-
centes, produz um fluxo de ar através de orificios. Como
o didmetro dos discos é maior que a distdncia entre os
furos, uma camada de ar é gerada, permitindo que os
discos se movimentem quase livremente no plano. Essa
camada de ar proporciona uma reducao dréstica na forca
de atrito exercida pela mesa nos discos.

As colisbes entre os discos apresentaram um alto
indice de conservacdo do momento linear, com um
coeficiente de restituicio médio de e = 0,87. Nao
foi observada nenhuma relagio com o pardmetro de
impacto. Como o valor médio de “e” difere de 1, é
possivel afirmar que ndo houve conservagao da energia
mecénica. Isso provavelmente é devido as imperfei¢oes
do sistema e as propriedades elasticas e plasticas do
material que compoe os discos. Além disso, a dissipacgao
de energia também ndo apresentou uma tendéncia clara
em relagdo ao parametro de impacto da colisao.

Nos experimentos em que foram observadas as colisdes
rigidas obliquas entre o disco e a borda que delimita a
mesa, foi possivel notar que o fluxo de ar produzido pela
mesa nao foi suficiente para reduzir o atrito a niveis nao
observaveis. Além disso, aparentemente, a mesa estava
desnivelada. Apesar dessas caracteristicas, os dados fo-
ram analisados por meio de equagdes para o0 movimento
uniformemente variado. Os resultados indicaram que
uma componente do momento linear foi conservada,
como esperado. J& a componente p, teve pouca variacao
em modulo. Nesse caso, o coeficiente de restituicao “e”
nao apresentou influéncia com o dngulo de impacto até
aproximadamente 6, ~ 50°. A partir deste angulo, verifi-
camos que “e” sofre um ligeiro aumento aproximando-se
do caso de uma colisao perfeitamente elastica. Isto pode
ser explicado observando a influéncia da for¢a normal
na colisao. Para angulos ; > 45°, v, > vy, indicando
uma diminui¢do na componente “y” do impulso que a
borda exerce no disco, que remete aos resultado dos
experimentos de colisbes sucessivas em queda livre.

Os experimentos de queda livre revelaram-se muito
interessantes no que diz respeito ao comportamento de
“e” e sua dependéncia em relagdo a energia das colisoes.
A Dbola de ténis de mesa, que possui caracteristicas mais
eldsticas, mostrou ser a mais adequada para repetir o
experimento em sala de aula com os alunos. Além disto,
a bola de ping-pong apresentou uma maior varia¢do na
linha de tendéncia de “e” em relagdo a energia mecanica
inicial por unidade de massa (E;/m). A bola de futebol
de mesa também exibiu uma variagdo consideravel de
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e(F;/m), mas suas propriedades pldsticas resultam em
um numero menor de colisdes consecutivas. Por outro
lado, a bola de gude, feita de vidro, um material
mais rigido, pode ser muito quebradica para esse tipo
de experimento. Neste caso, e(FE;/m) apresentou uma
variagdo menor ao longo de F;/m. Estes resultados
indicam que o ntmero de quiques nestes experimentos
estao relacionadas as propriedades fisicas das bolas esco-
lhidas. Esses resultados permitem a escolha da bola mais
apropriada e de um valor de altura para ser liberada,
de modo que se possa considerar um valor constante de
e(E;/m) = e = constante, ou seja, um “e” médio em
todo o experimento.

Por fim, também realizamos varios experimentos de
queda livre com uma bola de futebol em diferentes pres-
soes. Ao analisarmos apenas o comportamento de “e” no
primeiro quique, com a bola sendo liberada praticamente
da mesma altura em todos os experimentos, observamos
uma tendéncia linear de “e” em relagdo a pressao “p”.
Com isso, foi feito um ajuste via método dos mini-
mos quadrados para e(p). E provéavel que o coeficiente
angular desse ajuste seja diferente se os experimentos
forem realizados a partir de uma altura diferente, pois
demonstramos que “e” depende da energia inicial. No
entanto, acreditamos que o comportamento permanega
linear. Por fim, o coeficiente linear provavelmente esta
relacionado as propriedades elasticas e plasticas do ma-
terial do objeto em estudo. Portanto, nao se espera que
ele permaneca inalterado quando comparado a outras
analises provenientes de experimentos realizados com
objetos diferentes.

Diante de tudo o que foi exposto neste texto, acre-
ditamos que os resultados e andlises apresentados aqui
possam ser de grande ajuda para professores que desejam
aprofundar-se nesse topico com suas turmas.
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