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Buracos negros classicos, descritos pela relatividade geral, podem absorver particulas, mas ndo podem emiti-las.
Entretanto efeitos quanticos fazem com que buracos negros passem a emitir particulas e comportem-se como
um corpo com temperatura diretamente proporcional a k, a gravidade superficial do buraco negro em questéo.
Este artigo tem o objetivo de desvendar a radiagdo Hawking, para o colapso esfericamente simétrico, servindo de
motivacdo e apoio para estudos introdutérios em teoria quintica de campos em espagos curvos.
Palavras-chave: radiacdo Hawking, relatividade geral, teoria quantica de campos em espagos curvos.

In the classical theory of general relativity black holes can only absorb and not emit particles. However it is
shown that quantum mechanical effects cause black holes to create and emit particles as if they were hot bodies with
temperature proportional to x, the surface gravity of the black hole. This paper has the main goal to unraveling
Hawking radiation, for spherically symmetric collapse, serving as motivation and support to introductory studies

in quantum field theory in curved space-times.

Keywords: general relativity, Hawking radiation, quantum field theory in curved spaces.

1. Introducao

Até o presente momento néo temos uma teoria quantica
da gravitacdo, ou seja, uma descricdo quantizada dos
efeitos gravitacionais. Entretanto, esforgos incontéaveis,
desde a década de 70, criaram o que chamamos de teoria
quantica de campos em espagos curvos (TQCEC) [1}-
9]. Ela é considerada uma teoria suplente para o que
esperamos de uma teoria quantica da gravitacdo, pois é
entendida como uma jung¢ao entre a teoria quantica de
campos (TQC) e a relatividade geral (RG), considerando
os campos de matéria quantizados sobre o espago-tempo
que atua como “pano de fundo”, ou seja, a gravitagao
continua sendo descrita pela RG, mas os campos de
matéria considerados sdo quanticos, descritos pela TQCE
Essa teoria prevé uma série de fendmenos extremamente
interessantes, nao intuitivos e muitas vezes intrigantes.
Fendmenos estes como o efeito Unruh [11], a criagdo de
particulas devido & expansio do universo [12], o fenémeno
dos espelhos acelerados |13] e a prépria radiagdo Hawking
[14].

Em 1975 Stephen William Hawking publicou seu em-
blemdtico artigo “Particle Creation by Black Holes” [14].
Podemos dizer que o mesmo causou um grande rebuligo
cientifico na época porque unia trés diferentes areas da
fisica, a TQC, a RG e a termodinadmica classica, consoli-

*Endereco de correspondéncia: natalidesanti@gmail.com.

1Veja que, por definicdo, a TQCEC nio se propoe a explicar feno-
menos abaixo dos comprimento e tempo de Planck ou mesmo acima
da energia de Planck. Para mais informagoes sobre a dedugao da
escala de Planck, ver referéncia |10].
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dando a TQCEC e a termodinamica de buracos negros.
Vale dizer que, antes do trabalho de Hawking, a termo-
dindmica de buracos negros existia apenas como uma
“teoria especulativa”. Isso porque, uma série de trabalhos
j& apontavam semelhancas (e nada mais) entre as gran-
dezas observaveis dos buracos negros e suas leis com as
grandezas e leis da termodindmica classica, mantendo
todos os aspectos relativos a recém teoria classica de
buracos negros, como a referéncia [15]. J4 o artigo [16]
de Jacob David Bekenstein, tido como o “pai da ter-
modindmica de buracos negros”, postulava que buracos
negros possuiam entropia e, portanto, deveriam possuir
temperatura, porém nao fornecia uma razao fisica para
tal. Assim, a radiacdo Hawking contraria a ideia classica
de que buracos negros sao objetos passivos, no sentido de
apenas absorverem matéria e nunca emiti-la, mostrando
que os mesmos emitem particulas assintoticamente no fu-
turo, e, portanto, possuem temperatura e entropia. Para
uma extensiva revisao histérica da radiacao Hawking e da
termodindmica de buracos negros veja a referéncia [17].

O objetivo do presente artigo é desvendar a radia-
¢do Hawking da maneira mais simples possivel, servindo
como um primeiro contato para os interessados em TQ-
CEC e para professores que queiram utilizd-lo como um
topico além do conteiddo padrao de cursos como de TQC
ou de RG (para outras leituras introdutérias veja as
referéncias [4,[5,[18H21]). Com esse intuito, na segdo 2
vamos fazer um breve apanhado sobre RG, de topicos
que nos serao uteis no tratamento em TQCEC, como o
espago-tempo de Schwarzschild e o colapso esfericamente
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simétrico. Na secao |3| vamos lidar com o campo de Klein-
Gordon, sua motivagao, solucdo classica e quantizacdo no
espago-tempo plano. Ainda nessa secao introduziremos
o formalismo da TQCEC. Finalmente na secao 4] apre-
sentaremos a deducdo da radiacdo Hawking até chegar-
mos na temperatura de buracos negros de Schwarzschild.
Fecharemos este artigo com algumas discussoes acerca
do desenvolvimento tedrico escolhido, da temperatura
dos buracos negros de Schwarzschild, a possivel evapora-
¢do dos mesmos e de experimentos anadlogos a radiagao
Hawking. Veja que, no decorrer do texto, utilizamos as
unidades de Planck, ou seja, definimos as contantes fun-
damentais: velocidade da luz ¢, constante universal da
gravitacido G, constante de Planck reduzida h = h/27 e
constante de Boltzmann kg como valendo 1. Retomamos
as mesmas quando conveniente.

2. Tépicos de relatividade geral

Para entendermos a radiacdo Hawking precisamos de
uma introducgdo a RG. Na presente se¢do fornecemos os
principais tépicos de RG que norteardo estudos daqueles
que nao os possuem, além de fazermos uma visao geral
do problema abordado nas proximas se¢oes. O leitor que
quiser fazer um estudo mais profundo destes, e de outros
topicos em RG, pode fazer uso das seguintes referéncias
[18,122H26]. Observe que esperamos um conhecimento
prévio de relatividade especial (RE) e que, sobre todos os
indices repetidos “em cima” e “em baixo”, consideramos
a convenc¢ao da soma de Einstein.

2.1. A solucado de Schwarzschild

Em 1916 Karl Schwarzschild desenvolveu a primeira so-
lucdo |27] para as equagoes de Einstein. Essa solucao
descreve o espaco-tempo ao redor de um objeto mas-
sivo, estatico, com simetria esférica, sem rotacao, sem
carga elétrica no vacuo e é resultado do teorema de
Birkhoff [18}|19,22]. Ela pode ser expressa como

—1
dszz—(l—m)dtZ— (1—2]\/[) dr?

r r
+ 7% (d6® + sin® 0d¢?) , (1)

sendo M a massa do objeto massivo, r, 6 e ¢ as coor-
denadas esféricas usuais. E importante notar que temos
4 vetores de KillingEl7 sendo que um deles é associado &
simetria temporal e pode ser escrito como K = 9.

2Vetores de Killing estdo associados & simetrias de translacdo do
espago-tempo e sdo definidos pela equagao de Killing

VK, +V, K, =0. (2)
Sua representacio em coordenadas fica K* = (9,)" = 6! e, fisica-

mente, eles representam a nocado de conservacao de quantidades
fisicas, como de energia E = —t, (8;)" (quando associados & si-

metria temporal) ou de momento angular L = ¢, (8¢)H (quando

. N . . ~ M
associados a simetria de rotacdo), sendo t# = % o vetor tan-
gente & geodésicas afinamente parametrizadas por A. Note que as
geodésicas representam a nocao de trajetorias em RG e sdo dadas
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Ao tomarmos valores de r = 0 ou r = 2M a métrica
(ver equagao ) diverge. Para analisarmos essa divergén-
cia, podemos calcular o escalar associado a curvatura da
métrica de Schwarzschild por meio do tensor de Riemann
R,1p0- Desse modo,

48 M2
RYPI Rypo = 87«6 ’ (4)
sendo R*?° R, —+ 00 para r = 0 e RMP R, ,; =
ﬁ para r = 2M. Portanto, para r = 0 temos uma
singularidade, dado que R**° R, ,, diverge e para r =
2M temos uma singularidade removivel, ou seja, inerente
ao sistema de coordenadas utilizado, porque R*"?? R ,, o
¢é finito. Além disso, r = 2M é conhecido como raio
de Schwarzschild. Esses valores de r foram o ponto de
partida para a teoria cldssica de buracos negros [2§].
Vamos agora apresentar dois sistemas de coordenadas
convenientes para reescrevermos a métrica de Schwarzs-
child de modo a removermos sua singularidade removivel
r = 2M: as coordenadas de Eddington-Finkelstein e de
Kruskal-Szekeres.

2.1.1. Coordenadas de Eddington-Finkelstein

As coordenadas de Eddington-Finkelstein sdo obtidas
requerendo-se geodésicas nulas, ou seja, ds? = 0. Em
vez de apenas lidarmos com o elemento de linha nulo,
por questdes de resultados posteriores (ver subsegéo [4.2)),
vamos fazer uso das simetrias da métrica (ver equagéo)
[6]. Inicialmente vamos requerer a conservagiao da energia
E = —t,, ()" e do momento angular L = ¢, (9,)" para
essas geodésicas. As mesmas serdao dadas sob um plano
definido por § = 5. Como queremos as geodésicas nulas,
usamos o fato de que seu vetor tangente é nulo (t#¢, = 0),
entao

oM\ " (dr\® L2
1-— — —. (b
(%) (5) = o
Restringindo-nos & geodésicas nulas radiais temos L = 0,
bem como Z—/\ = 0, de forma que a equagao fica

dr 2M Y\ dt
—=d+F=4(1—- — | —.
dA ( r ) dA (6)
De onde podemos definir a coordenada tartaruga r, tal
que
dr, oM\ ! dr
=(1-2=) =
dA ( r ) d\’ (M
r
c=r+2MIn (5 1),
Te =T+ {577 (8)
por
P — d2at p dz? dz? 3)

oz P 7Y
onde Fga é o stmbolo de Christoffel |18)/22].
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Como r € (2M,00), temos r, € (—o00,00) j& que
lim, _opr 7 — —00 € lim, o0 7% —> 00.

Assim, a integragao da equacao dr

, substituindo %

por (1 —2L) &= "om ¢ e r,, leva as geodésicas nulas
radiais que sdo escritas como
t=dr bctem { LT 9)
T v=t+r, ’

validas nos intervalos u,v € (—00,00). As coordenadas
(u,v) s@o conhecidas como coordenadas tartaruga do
cone de luz. Podemos reescrever o elemento de linha
de Schwarzschild, ver equacao , em cada uma dessas
coordenadas, no lugar de ¢, como

2M
ds? = — (1 — ) du? — 2dudr
r

+r? (d6? + sin® 0d¢?)
ds* = — (1 — 25}4) dv? + 2dvdr
+r? (d92 + sin? 9d¢2) .
Dessa forma, nao hé divergéncias em r = 2M.

2.1.2. Coordenadas de Kruskal-Szekeres

Vimos que, usando as coordenadas u e v definidas na equa-
cao @, conseguimos reescrever a métrica de Schwarzs-
child removendo a singularidade r = 2M, de duas formas
distintas. As coordenadas de Kruskal-Szekeres permitem
reescrever a métrica de Schwarzschild com apenas uma
representacao sem a singularidade em r = 2M, formando
o que é chamado de espago-tempo de Schwarzschild es-
tendidcﬂ [5,/18,/19,/22,123|. Para isso, temos que reescrever
a equagao , mantendo essa singularidade e fazendo
uso das coordenadas (u,v, 6, ¢$) como

ds? = — (1 — W) dudv

,
+1r? (d6* +sin® 0d¢?) , (12)
sendo r = r(u,v), pois r. = (v—u)/2. Tomando a
seguinte mudanga de coordenadas
e—u/4M

U=—
‘/zev/élM7

valida portanto para r > 2M, com os intervalos U €
(—00,0) e V € (0,00), reescrevemos a métrica (ver equa-

¢ao (12)) como

_32M3

(13)

e~ 2 dUdV
+ 7% (d6? + sin® d¢®) , (14)

ds? =

3Para uma visdo simplificada, porém com detalhes para a deducéo
das coordenadas de Kruskal-Szekeres, ver referéncia |29).
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sendo agora r = r (U, V), definido implicitamente por
Uv = (1 — ﬁ) ez,
Vale notar que, definindo coordenadas tipo tempo 7" e
tipo espago R de acordo com
U=T-R
{ V=T+R, (15)

podemos reescrever a métrica, da equagao (14]), da forma

3
_B2M (dT? — dR?)

ds® =
r

+ 7% (d6? + sin® 0d¢®) , (16)

sendo agora r = r (T, R), definido implicitamente por
T?—R? = (1 — 5%;) ez . Note que R € (—00,00) e T? <
R? +1. As coordenadas (T, R, 0, ¢) sdo conhecidas como
as coordenadas de Kruskal-Szekeres e as coordenadas
nulas (U, V) sdo suas coordenadas do cone de luz.

Uma boa forma de visualizar causalmente o espago-
tempo de Schwarzschild estendido é por seu diagrama
de Pem’o&ﬂ Para montar esse diagrama precisamos da
seguinte mudanga de coordenadas

U =tanhU
{ V =tanhV ’ (17)

com U,V € (=%,%) e elemento de linha d3* =
QX(U, V) gudetdz”, tal que Q*(U,V) = cos?> U cos? V.

Escolhendo

{Uzn—x (0+7)

V=n+x

b

o 09

temos o diagrama de Penrose do espago-tempo de Schwarzs-
child estendido plotando 1 X x, que pode ser visto na
figura [l O mesmo possui a interpretagio de suas regides
I, II,III eIV, sendo I aregiao exterior ao buraco ne-
gro, I1 o buraco negro em questao, ou seja, uma regiao a
partir da qual nada, nem mesmo a luz consegue escaparﬂ
I1T uma regiao “espelho” ao exterior do buraco negro (1)
mas nao conectada causalmente com a mesma e IV um
buraco branco, ou seja, o oposto de um buraco negro, no
sentido que nada consegue adentrar em tal regido. Nesse
diagrama geodésicas tipo luz/nulas sdo representadas por
superficies com +45° com relagdo a vertical e geodésicas
tipo tempo possuem extremos em i* ou terminam na
singularidade r = 0.

4Um diagrama de Penrose é uma representagio compacta e finita
de um espago-tempo infinito. Eles sdo construidos por meio de uma
transformacédo conforme. Essa transformacio é definida tal que a
métrica resultante da transformacdo g, esteja relacionada com a
métrica original g, da forma g, = Q%(2)guw, tal que Q(z) seja
uma fungéo suave e Q(z) # 0, Vz. Esses diagramas sao delimitados
por superficies e pontos de extremo. As superficies sdo nulas e
sdo chamadas infinitos futuro e passado nulos I . Para os pontos
temos os infinitos futuro/passado tipo tempo i* que representam
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Figura 1: Diagrama de Penrose do espaco-tempo de Schwarzs-
child estendido: representacdo nas coordenadas de Kruskal-
Szekeres.

2.2. Buracos Negros

Muito embora a RG tenha se estabelecido em 1915 com
as equagoes de Albert Einstein [30], o conceito de buraco
negro se estabeleceu muito mais tarde, apenas na década
de 60, com a interpretacdo do raio de Schwarzschild
7 = 2M como raio do horizonte de eventos HT |28|. Até
entdo eram tratados como uma “curiosidade matematica”
da teoria, sem significado fisico. Com os avangos obtidos
nos estudos astrofisicos, especialmente na questdo do
estdgio final (morte) das estrelas e com a detecgdo dos
pulsares (que nada mais sdo do que estrelas de néutrons
com rotagdo - e que também eram tratados como objetos
irreais), os buracos negros passaram a ser levados a sério,
representando de fato objetos astrondmicos. A década de
60 ficou conhecida como a década de ouro dos buracos
negros.

Mais precisamente, um buraco negro representa a re-
gido a partir da qual nenhum sinal causal consegue atingir
o infinito futuro nulo Z% e seu horizonte de eventos H™
representa a superficie que separa os pontos do espago-
tempo que estdo conectados com o infinito futuro nulo
Z7F por uma curva tipo tempo dos que nio estdo [18122].

De forma geral, buracos negros sdo formados pelo co-
lapso gravitacional estelar. Uma estrela pode ser pensada
como uma estrutura que se sustenta pelo equilibrio da
pressao, devido a fusdo nuclear de seus constituintes,
com a forca gravitacional. Quando a forca gravitacional
comega a ganhar dizemos que a estrela entra em estagio
de colapso: o combustivel nuclear se esgota. A partir dai
a densidade da estrela aumenta consideravelmente de
forma que, ao passar de um determinado ponto (o raio
de Schwarzschild e seu entdo horizonte de eventos), o
espago-tempo fica tao distorcido que nada mais consegue
escapar. Temos entdo um buraco negro [18,22}23].

Podemos utilizar a solugdo de Schwarzschild, ver equa-
cao , para descrever a regido exterior ao colapso esferi-

a coordenada temporal ¢ — *0o com a coordenada espacial r =
cte e o infinito tipo espago i9 que representa a coordenada espacial
r — +o0o com a coordenada temporal ¢ = cte.

5Por esse motivo a ideia da emissdo de particulas por buracos
negros “contradiz” a concepcio clédssica.
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camente simétrico de uma estrela de massa M. O teorema
de Birkhoff garante que o exterior de uma estrela em
colapso esfericamente simétrico é descrito pela métrica de
Schwarzschild, que é estatica [18}/19,2223]. E claro que o
interior da estrela envolve uma dinamica estelar interna
extremamente complexa, porém nao estamos preocupa-
dos em como essa dindmica funciona. O que importa no
mesmo ¢ a solucao do exterior da matéria em colapso e o
momento a partir do qual, ao passar de um determinado
ponto (o raio de Schwarzschild), temos a formagio do
horizonte de eventos H' e entdo seu desenvolvimento
temporal até a singularidade r = 0.

A representacao do colapso esfericamente simétrico
pode ser vista por meio do diagrama de Pem’ose sendo
a regiao do buraco negro representada acima do hori-
zonte de eventos H T, como regido tal que todas as curvas
causais que dela saem néo alcangam o infinito futuro nulo
Z7. A ideia da representacido de um espaco-tempo por
meio de um diagrama de Penrose é visualizar de forma
mais clara a causalidade do mesmo, ou seja, a forma a
partir da qual eventos futuros sdo consequéncias de even-
tos passados. Por meio desses diagramas todo o futuro
e o passado de um espaco-tempo podem ser previstos
ou revistos a partir de condic¢des iniciais dadas sob uma
superficie de Cauchy ZEL ou seja, uma superficie tal que
é interceptada exatamente uma dnica vez por uma curva
causal. Um espaco-tempo que possui pelo menos uma
superficie de Cauchy é chamado de um espago-tempo
globalmente hiperbdlico, ou seja, é um espago-tempo cau-
salmente conectado. Na figura [2] o infinito passado nulo
I~ representa uma superficie de Cauchy mas o infinito
futuro nulo I+ nao. Isso porque nio ha curvas causais
que cruzem Z+ e também H T, chegando ao buraco negro
(ou seja, curvas tipo luz que saem de Z~ “preenchem”
todo o espaco-tempo, ji as que saem de ZT ndo, pois
deixam a regido do buraco negro de fora). Dessa forma,
temos uma superficie de Cauchy apenas se considerarmos
It UHT |18-20,22,23|. Essa andlise sera util na se¢ao

3. Teoria quantica de campos em
espagos curvos

Tal como na sec¢ao anterior, na primeira parte da presente
secao fazemos um apanhado sobre a TQC, comentando
sobre a equagao de Klein-Gordon, sua visao campistica
e sua quantizacdo no espaco-tempo plano. Para uma
abordagem mais completa, ver referéncias [31-34]. Re-
comendamos a leitura dessa primeira parte para que o
tratamento em espagos curvos, que desenvolveremos no
final da presente secao, fique claro. Para mais detalhes
sobre a TQCEC veja as referéncias [5H9)].

SUma superficie de Cauchy ¥ é uma superficie de dimenséo n—1 tal
que seu dominio de dependéncia D(X) seja a variedade completa
M (de dimensdo n), ou seja, D(X) = M. O dominio de dependéncia
D(X) representa o conjunto completo de eventos que podem ser
determinados em X e por variedade nos referimos ao espago-tempo
de forma técnica.
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(4

Figura 2: Diagrama de Penrose de uma estrela colapsando es-
fericamente. A estrela colapsando é representada pela regido
hachurada em cinza. A linha em zigue-zague representa a sin-
gularidade 7 = 0. O horizonte de eventos é representado por
HT.

3.1. A equagao de Klein-Gordon

A equagio de Klein-Gordon foi proposta para descrever
particulas relativisticas, escalares e sem carga [35]. Dessa
forma, dada uma particula com massa m e 4-momento
k* = (E,k), ela obedece a relagdo relativistica

k'k, = -m® = E*=k-k+m’ (19)

Definimos particulas como possuindo energia positiva
E=+vk- -k+m?2

Reescrevendo e atribuindo aos constituintes da equagao
(19) interpretagoes operacionais da MQ: F = H = i0;,
sendo H o operador hamiltoniano, k = —¢V e aplicando
no campo escalar ¢(x), temos

(E® —k -k —m?) ¢(z) = 0,
0

[(100)” = (=iV)* = m?] é(z) =0, (20)
o que define a equacdo de Klein-Gordon
(07 = V?+m?) ¢(z) = 0. (21)

Agora vamos para o tratamento campistico.

3.2. O campo de Klein-Gordon

Toda teoria de campos classicos surge de uma densidade
de Lagrangiana £ que, para o campo escalar real ¢(z),
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de massa m e sem interagbes, é escrita como

1

L= _5 (leaufﬁaucﬁ + m2¢2) y (22)

na qual n*¥ é a inversa do tensor métrico de Minkowski
Nuv € as equagdes de Euler-Lagrange nos levam a equacao
de Klein-Gordon

N 0,0,¢ — m*¢ = 0, (23)

tal como na equacao . As solugbes para essa equacao
podem ser expandidas no espago dos momentos k e vamos
representa-las por meio de ondas planas, ja normalizadas,
da forma

6 o fi S

(2m)3/2 V2w,

sendo wir = vk -k +m?2 a frequéncia de oscilacdo do
campo, obtida substituindo a solucao da equagao
na equagao , e k o vetor de onda.

Para que a solugdo para o campo ¢(x) seja expandida
em um conjunto completo e ortogonal de solugdes temos
que fazer uso do produto interno do campo de Klein-
Gordon, que é definido em [7}/1820,36], para duas fungoes
f e g, como

(.9 e = —i / P 2(f0rg" — g°0uf).

= fv= ut (24)

(25)

E o produto interno que define a normalizacdo de fj, ver
equagao (24]), e ainda é por meio dele que obtemos as
relagoes

(frs for) = 0°(k — K'), (26)
(frs frr) =0, (27)
(fr  fr) = —8°(k — K'), (28)

sendo que a equacao implica que os modos fx sao
ortonormais entre si com norma positiva, a equacao
diz que os modos fj e f; sdo ortogonais e a equacdo
mostra que os modos f; sdo ortonormais entre si
com norma negativa. Nesse sentido, o conjunto { fi, f;}
é completo e ortogonal, possibilitando a expansao do
campo ¢(z) como a combinagio dos modos fi e f7.

O conjunto de modos {fx} representa os modos de
frequéncia positiva, satisfazendo

Oufr = —iwi fr,

e o conjunto de modos {f;} representa os modos de
frequéncia negativa satisfazendo

atfl: = iwkfl:,

sendo assim definidos com relagdo ao tempo ¢, de um
referencial inercial, do espago-tempo de Minkowskﬂ Essa

wp >0 (29)

wi > 0, (30)

7A nomeacio: modos de frequéncia positiva e modos de frequéncia
negativa para fi e f;, respectivamente, possui uma origem hists-
rica |5]. Ela remete-se a interpretagdo do operador Hamiltoniano
H = id; fornecendo a autoenergiza EF do campo e, entdo, de sua
particula em questdo. Assim, fj descreve particulas com energia
positiva E > 0 e f}! descreve particulas com energia negativa £ < 0.
Como definimos particulas com energia positiva em TQC, essa
interpretagdo consolida-se apenas historicamente.
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definicdo é importante para a padronizagdo do conceito
de particulas, que ficard mais claro na proxima secao.

Finalmente, podemos expandir o campo ¢(x) como
uma combinacgao dos modos de frequéncia positiva fi e
negativa f;. Portanto, expandindo-o continuamente no
espaco dos momentos, temos

d3k 1 ,
— e - —i(wrt—kx)
o(x) / e {ake

+a’>i; ei(wkt—kx)
=/ﬁﬂ%ﬁ+%ﬁ% (31)

sendo ay e aj, coeficientes da expansdo. Vamos agora
quantizar o campo de Klein-Gordon.

3.3. Quantizacao do campo escalar no
espago-tempo plano

A construcdo de uma teoria quantica a partir de uma te-
oria classica consiste na escolha de um espaco de Hilbert
de estados H e de operadores auto-adjuntos a, b que re-
presentem observéveis cldssicos fundamentais [5H7}18H20].
Na TQC fazemos a chamada sequnda quantizacdo onde
promovemos o campo ¢(x) e seu campo canonicamente
conjugado 7(z) = % = ;¢ a operadores ¢(z) e

Essa quantizacao é feita postulando as seguintes rela-
¢oes de comutagao

[$(@). 7()| = i6*(x —y), (32)

[6(2), 6(v)] = [#(2). 7(y)] =0, (33)

que sdo tomadas em tempos iguais. Dessa forma, os
coeficientes ay, e ay, da equacdo (31)), sdo promovidos a

operadores aj e d,z satisfazendo

[ak, aH = 5%k — k'), (34)

(ar,aw] = |af.al, | = 0. (35)

Essas relagoes de comutagao sdo similares as relagoes do
oscilador harmonico quantico (OHQ). Similares porque
a equagao conta com uma delta de Dirac 63(k — k')
e ndo uma delta de Kronecker 0y s (como é o caso do
OHQ) [6], de modo que h& um infinito ntimero de ope-
radores indexados por k [18]. Assim, os operadores d; e
ap nao possuem interpretagao fisica tao direta como no
caso do OHQ, como operadores de criacao e destruicao,
respectivamente. Uma andlise detalhada das unidades
desses operadores, como sua expansao discreta, retoma
suas interpretacoes fisicas de operadores de criagdo e des-
truicdo convencionais desde que lidemos com densidades
associadas aos mesmos [6].
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Portanto, os campos ¢(x) e 7(x) quantizados ficam
escritos como

{e—i(wkt—k-x)&k

N d3k 1
¢)(x):/<271')3/2\/m

+ei<wkt*k*>aﬂ, (36)
N . d3k Wk [ —i(wrt—k-x) A
#a) = =i [ G5 [
—e“wkf*k'x)sz. (37)

Esses campos sao expressos no espaco de Hilbert de
estados de particulas Fxg, conhecido como espago de
Fock [6,,7,136]. O espago de Fock Fx¢g é acompanhado
da representacio/base de Fock que descreve estados de
particulas descritos por kets | ) construidos a partir do
estado de vdcuo |0). Esse estado tem seu nome devido
ao fato dele representar o estado sem particulas e pos-
sui a propriedade de ser aniquilado por cada operador
densidade de destruicdo ay da forma

axl0) = 0, vk. (38)

As excitagoes da base de Fock sdo interpretadas como
particulas e podem ser representadas por meio da atuacao,
repetidamente, do operador criacdo G no estado de vacuo
|0), ver equacao (38).

Por fim, para explorarmos a interpretacao fisica dos
estados de Fock, é interessante definirmos mais um ope-
rador, o operador nimero

Ny = alag. (39)

Quando definido no caso do OHQ), seu valor esperado
fornece exatamente o nimero de particulas de um de-
terminado estado. Porém, sua interpretacao fisica no
continuo nao é tao direta como para o OHQ, dado que
ele expressa o produto de EL;L e dy, como comentamos
apos as equagoes e . Assim, tal como para esses
operadores, retomamos a interpretacao fisica de nimero
de particulas desde que lidemos com uma densidade as-
sociada ao valor esperado do operador niimero Ny, [6].

A interpretagio fisica desses operadores ficard mais
clara quando adentrarmos a se¢ido[d] da radiagio Hawking.
Aqui mostramos a quantizagdo do campo escalar no
espago-tempo plano. A quantizacdo em espagos curvos
segue 0 mesmo principio.

3.4. Teoria quantica de campos em espagos
curvos

A generalizacao da teoria cldssica de campos em espagos-
tempo planos para curvos [54(7}/8}|18-20L37] se d4 com:

1. A substituicdo da métrica de Minkowski 7, pela
métrica geral g, ;

2. A substituicdo das derivadas ordindrias 0, por de-
rivadas covariantes V;

DOI: 10.1590/1806-9126-RBEF-2018-0312



de Santi e Santarelli

3. A substituicio do elemento de volume d*z pelo
elemento de volume covariante: d*z\/—g, sendo

g = det[g,.].

Assim, para um espaco-tempo que seja globalmente
hiperbdlico, a propagacao do campo escalar ¢(x) possui
densidade de Lagrangiana

1
L=—5(¢"VuoVod +m?e?),  (40)
obtida utilizando a equagdo (22). Para o campo escalar
Vu¢ = 0u0.
Entao, a equacao de Klein-Gordon no espago-
tempo curvo fica
1
——0, (V=99""9,) ¢ —m*¢ =
\/jg iu’( )
(O-m?)¢=0, (41)

onde [0 = ﬁ@u (v/=99""9,). As solugdes nem sempre
serdo representadas por meio de ondas planas da forma
da equacgao , porém, a obtencao de um conjunto
completo e ortogonal de solugdes continua sendo feita
por meio do produto interno, para duas fungoes f e g,
agora definido como

(.9 ke = —i /E B STt (V5"
VL), (42)

onde ¥; é uma superficie de Cauchy de pardmetro ¢
com vetor normal n* e métrica induzida vﬂ,,ﬂ Pode-se
mostrar que esse produto interno independe da superficie
de Cauchy X; escolhida. Vale frisar que é nesse ponto
que precisamos de um espago-tempo que seja globalmente
hiperbélicﬂ

O produto interno, definido na equagao , permite
uma base ortonormal { fi, f;‘} satisfazendo

(fir f3) =iy (44)
(f5 f5) = =0 (46)

tal como nas equagoes . Os indices i e j podem
representar que as fungoes f; e f; sao discretas (utilizando
a delta de Kronecker ¢; ;) ou continuas (utilizando a delta
de Dirac (i — j)). Por conveniéncia, para a dedugio de
algumas transformacoes, vamos trabalhar com a notagao
discreta. Entretanto, as expressoes e discussoes a seguir
valem para ambos os casos.

8 A métrica induzida Yuv € a representacao do tensor métrico g,
definida sobre uma superficie ¥; (de dimensdo (n — 1)) e para-
metro ¢t mergulhada numa superficie M (de dimensdo n), onde o
tensor métrico é definido. Dado o vetor normal n#* & superficie 3¢
escrevemos

Yuv = Guv + Npny. (43)

9Para mais detalhes ver subsegdo

DOI: 10.1590/1806-9126-RBEF-2018-0312

€20180312-7

Para que possamos desenvolver o formalismo canonico
de quantizacdo definimos o momento 7 associado ao
campo ¢ como

oL
9(0r9)

Dessa forma, a quantizagdo do campo escalar em espagos-
tempo globalmente hiperbélicos segue exatamente como
em espagos-tempo planos: escolhe-se um espago de Hil-
bert de estados Fx¢ com a promogio dos campos ¢(x)
e m(z) a operadores ¢(z) e #(z). Entdo, impomos as
relagoes candnicas de comutagao

(47)

™=

=i (x —y), (48)

[6@), 0] = 7@, 7 W5, =0, (49)

pon
tal como nas equacoes e (33), mas agora tomadas so-
bre uma superficie de Cauchy ¥; com parametro ¢, sendo
a coordenada temporal, constante. Analogamente, temos
os operadores de criagao dz e aniquilacao a; seguindo as
relagoes de comutagao

las,a] = 65, (50)

oo [t at]
[a;,a;] = {a},aj} =0, (51)
cOmO nas equacoes e (35). Portanto, o campo escalar
¢ fica quantizado no espaco-tempo curvo como

¢ = Z (aifi + &jfi*) : (52)

As defini¢oes do estado de vacuo e do operador niimero
seguem respectivamente as equagoes e .

O campo escalar quantizado dg possui uma expansao
ndo unica. Isso porque qualquer modo que satisfaca o
produto interno, ver equagao , formando uma base
ortonormal, pode ser utilizado para representar o mesmo.
Portanto, o campo ([5 pode ser expandido em qualquer
sistema de coordenadas desejado que descreva o espago-
tempo em questao. Dessa forma, considerando um con-
junto de modos alternativo g;(x), temos a expanséo

d=>_ (i’jgj + 5}9}‘) ; (53)
i

satisfazendo relagbes equivalentes as equagoes (44H46]),
, , e . Podemos correlacionar os coeficien-

tes (fi's e g;’s) e os operadores (@;’s e b;’s) das expansoes
do campo escalar (,ZAS, das equagoes e , a partir
das chamadas transformacoes de Bogoliubov, que podem
ser vistas no Apéndice A.

Qual seria a motivacao fisica para a existéncia de mais
de uma forma de expansao para o campo gi; ? Desde RE
imaginamos um sistema de coordenadas associado a um
observador em questdo. Assim, dados dois sistemas de
coordenadas distintos, ligados por uma transformacao,
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podemos correlacionar medidas feitas pelos mesmos. Essa
ideia se encaixa na expansao do campo QAS a0 pensarmos na
existéncia de dois observadores distintos, por exemplo A
e B, cada um com sua expansido de campo, ver equagoes
e (53)), estados de vcuo |04) e [0p), tais que a;[04) =
0,Vi e 5j|03) = 0,V7 e ligados pelas transformacoes de
Bogoliubov. A nocao da relacdo de medidas é o ponto
chave da TQCEC, ponto que ficara mais claro na subsegao
3.5

Por fim, tal como fizemos no espago-tempo plano, preci-
samos definir os modos de frequéncia positivas e negativas
para a defini¢io de particulas no espago-tempo curvo [18§].
Como acabamos de ver, podemos escrever o campo ¢ em
bases distintas, pensando em observadores distintos, por-
tanto nossa definicdo de particulas deve abranger essas
distingoes. Como cada observador possui seu tempo proé-
prio 7, definimos particulas como os modos de frequéncia
positiva com base em 7 do observador em questao

ani = _iwfi-

Para um espaco-tempo estatico, como a métrica é inde-
pendente do tempo t a equacdo de Klein-Gordon, ver
equagao , faz com que os modos f; sejam solugoes
com variaveis separdveis f;(z) = e~*i!f;(x) de modo
que sempre Oy f; = —iw; f;. Essa relagdo pode ser defi-
nida de forma independente do sistema de coordenadas
utilizando os vetores de Killing K = K*9,, associados
a simetrias temporais. Portanto, definimos os modos de
frequéncia positiva satisfazendo

(54)

Kfi=0fi = —iw; fi, w; > 0. (55)
E os modos de frequéncia negativa como
Kff =0 =iwif! w; > 0. (56)

Desde que a trajetéria dos observadores siga ao longo do
campo de Killing, o tempo préprio 7 serd proporcional
ao parametro temporal de Killing ¢ e, portanto, os modos
de frequéncia positiva dados com respeito ao vetor de
Killing fornecerdo a base ortonormal para descrever o
espago de Fock de cada observador. Vale notar que essa
definicao de particulas é valida desde que tenhamos um
espago-tempo com uma simetria temporal, de modo a
possuirmos um campo de Killing relacionado a mesma.
Além disso, ela reforca a ideia da expansao ndo Unica
do campo gﬁ porque, como nao hé nenhuma coordenada
temporal privilegiada no espaco-tempo curvo, ela vale
para qualquer referencial.

No caso da radiagdo Hawking, para o colapso esferica-
mente simétrico, precisamos nos atentar ao fato de que
nao temos um vetor de Killing temporal global. Entre-
tanto, esse espaco-tempo possui duas regides estaciona-
rias distintas (muito antes e muito depois do colapso),
que nos permitem a defini¢do de particulas para observa-
dores estaticos nessas regides. Assim, definimos os modos
de frequéncia positiva nessas regioes com relacdo a co-
ordenada temporal e ao seu respectivo vetor de Killing

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 41, n°® 3, e20180312, 2019

Desvendando a radiacio Hawking

no passado e no futuro. Essa ideia ficard mais clara no
desenvolvimento a seguir.

Agora vamos ver como relacionar a TQCEC a tempe-
ratura, resultado primordial da radiacdo Hawking.

3.5. O operador niimero e a temperatura

O nimero de particulas no estado de vacuo do préprio
campo ¢é sempre nulo ((0;|N;|0;) = 0). Porém, podemos
calcular o nimero de particulas esperado por um ope-
rador nimero de base diferente do vacuo considerado,
utilizando as expansdes vistas nas equagoes e (53).
Esse célculo é equivalente a resposta para a pergunta:
quantas particulas um observador B, vé mo vdcuo A?
Assim, precisamos calcular

N; = (04]b1b;]0.4), (57)

sendo que os operadores b;f e b; se relacionam aos opera-

dores &;f e a; através das transformacgoes de Bogoliubov,
vistas no Apéndice A. Dessa forma, utilizando as equa-
¢oes (A13) e (Al4), temos

Nj = (04]blb;]0.4)
= (041> BjpB,a0110.4) = " |Bjgl*,  (58)
p,q q

onde utilizamos que os operadores l;j e bl satisfazem
a relacado de comutagdo, ver equagao Nao ha
nenhuma razdo para que o nimero de particulas IV; seja
nulo, desde que o coeficiente Bj, ndo seja nulo. Esse
coeficiente basicamente descreve a mistura de operadores
de criagao e aniquilagdo de uma base para a outra, como
podemos ver pelas equagdes (All) e (Al13). Portanto,
0 que seria vacuo na perspectiva de A estd cheio de
particulas na perspectiva de B. Além disso, como veremos
a seguir, esse resultado nos leva a distribuicdio de Planck,
no caso da radiagdo Hawking, firmando a ideia de termos
uma temperatura 7. Agora vamos ver como o formalismo
apresentado aqui pode ser desenvolvido para a mesma.

4. A radiacao Hawking

Em seu trabalho [14] Hawking considerou a quantizagéo
do campo escalar ndo massivo para o colapso esferica-
mente simétrico de uma estrela formando um buraco
negro de Schwarzschild, que pode ser visto na figura
Dessa forma, a ideia da radiacao Hawking consiste em,
supondo um estado de vacuo inicial muito antes da for-
magcao do buraco negro, saber como a formacgao deste e
de seu horizonte de eventos leva a criacao de particulas

10F interessante notar que, no caso do continuo, temos uma diver-
géncia infinita nesse ponto porque 6,4 — d(p — q). E é por conta
dessa divergéncia que o wvalor esperado do operador nimero ndo
representa diretamente o nimero de particulas, ganhando essa in-
terpretagdo apenas no céalculo de densidades associadas ao mesmo.
Veremos os detalhes dessa discussdo na secao El
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e seu espectro de radiagao para longos tempos apds a
estabilizacdo do mesmo. Na atual secdo vamos apresen-
tar essa quantizagdo. Esta abordagem segue as ideias do
artigo original do Hawking |14]. Vamos nos basear nas
seguintes referéncias |5H7}14,18H20L36-38].

O espaco-tempo de Schwarzschild estendido é um
espago-tempo estatico, porém o espago-tempo de uma
estrela colapsando esfericamente na Entretanto, como
discutimos na subsecao podemos descrever a métrica
do exterior do colapso esfericamente simétrico com a
métrica de Schwarzschild, ver equacao . Além disso,
o espago-tempo de um colapso esfericamente simétrico
é estaciondrio em duas regioes distintas: no infinito pas-
sado nulo Z~, antes do colapso e no infinito futuro nulo
I, ap6s o colapso gravitacional. Assim, podemos “en-
sanduichar” o espaco-tempo de modo que tenhamos trés
diferentes regides: passado (antes do colapso), presente
(colapso) e futuro (apés o colapso). Essa divisao é primor-
dial ja que estamos interessados em observadores para
a definicdo do campo escalar nessas regides assintéticas.
Com esse intuito, antes de mais nada, temos que resolver
a equacao de Klein-Gordon considerando a métrica de
Schwarzschild.

4.1. A equacgao de Klein-Gordon no
espago-tempo de Schwarzschild e sua
quantizacao

O espaco-tempo de Schwarzschild, cuja métrica vimos
na equacao , é um espago-tempo com curvatura nao
nul Dessa forma, a equacao de Klein-Gordon para o
mesmo nao é simples como na equacao . Devemos
usar a expressio geral para espagos curvos dada na equa-
cao e, para m = 0 e como y/—g = r?sin 6, ficamos

com
—1
0:815 —(1—25}4) atqﬁ

L[ (120
T T

1 , 1,
+ 7(99 [sm 980(}5} + ma¢¢

r2sin @

(59)

A solugao da equagao pode ser encontrada por meio
do “ansatz”

R(r,t)

¢(t> T, 97 ¢) = TY#L (97 (b)? (60)

sendo R(r.,t) escrito em fungdo da coordenada tartaruga
T4, definida na equacao e Y (0,6) os harménicos

1 Para uma visdo geral da radiacio Hawking, relacionada a buracos
negros dindmicos e utilizando o principio da incerteza (vide nota
de rodapé , ver referéncia |39]. Esta mesma referéncia fornece,
em linhas gerais, uma discussdo da abordagem feita no presente
trabalho para a deducgdo da radiacdo Hawking.

I2Tsso porque seu tensor de Riemann é ndo nulo [18,/22}/23)].

DOI: 10.1590/1806-9126-RBEF-2018-0312

€20180312-9

esféricoﬁ A substituicdo da equacéo na equacao
nos leva, igualando as partes a [(I+1) e =l(I +1), a

sin 60y (sin 9Y7fl) + 83,1’7711

+1(1+1)sin?0Y}, =0, (62)
oM\ ! 2M 1
- (1 - > HFR+ — <8TR - R)
r r r
_’_(1_2]\4)82]%_[([‘21)}%:07 (63)
r T

sendo que a equagao ([62]) é exatamente a equagao diferen-
cial dos harmonicos esféricos Nesse ponto, podemos
fazer a seguinte mudancga de coordenadas 9, — 0., tal
que,

or, oM\ "
= =(1-— 4
8”' a/r, a”'* ( r ) 87‘*7 (6 )
oM\ 2 oM\ “*2M
O
r r r
e, substituindo na equagao (63)), obtemos
oM\ [I(1+1)  2M
2 2
{ie o) - (- 20) [ 55} o

= [0/ + 0], — V()] R=0, (66)

sendo V(r) uma espécie de “barreira de potencial” da
forma

(67)

r 72

_2M> [l(l+1) 21\34]

V() = (1

A equagao nao possui solugdo formal fechadalﬂ
Entretanto, uma simples andlise do potencial V (r) nos
diz que

r—2M =71, ~ —0c0 = V(r) = 0 = Préximo de H
r— 00 =1y ~ +00 = V(r) = 0 = Préximo deZ,
onde tomamos ¢t — 400 na consideracao da equacao
, respectivamente para Z*. Logo, o potencial V (r) é

“inexistente” nas regioes futuro e passado infinitos nulos
T+ (regides de interesse para o nosso célculo) e ainda no

13Veja que os indices I,m € Z sdo discretos tais que |I| > |m)|
e m € [—,1]. Além disso, os harmoénicos esféricos formam um
conjunto ortonormal completo de acordo com

27 T
/ dg / df sin 0}, (0, 9)Y,1, (0", ¢') = 61,0 ms, (61)
0 0

ver equagdo (12.154) na referéncia [40|. Para mais detalhes ver
também a referéncia [41).
M Para mais detalhes, ver referéncia [41], equacgdo (8.810).
15Solucdes para a equagéo podem ser obtidas, por exemplo, por
métodos analiticos e/ou numéricos de perturbagdes lineares. Para
mais detalhes ver referéncia [42].
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horizonte de eventos HT. Nessas regides a equacio de
Klein-Gordon fica escrita como

(=07 + 02) R(r.,t) =0, (68)

apresentando solucdo geral, tal como na equacao ,
da forma

R(T*, t) _ 6—i(wt—kr*)
4w
1 { e_i“’u k>0

= Vi | e, k<0

onde utilizamos as coordenadas do cone de luz de Eddington-

Finkelstein, ver equacao @D Vale notar que estaremos
considerando os modos de frequéncia positiva em relacao
a coordenada temporal ¢ de Schwarzschild e, consequen-
temente, em relacdo ao vetor de Killing K = 0.

Definidos os modos com os quais iremos trabalhar te-
mos que definir quais deles utilizaremos para o nosso
calculo. Para entender a radiagao Hawking estamos inte-
ressados numa solugao que sai do passado infinito nulo
Z~ e chega no futuro infinito nulo Z*. Portanto, vamos
considerar os modos do passado, definidos sob a superficie
I~ e os modos do futuro, definidos sob a superficie 7T,
como

1 Y!

fo= : ;"e_“’”, vindo de 77, (69)
Tw
1YL

ga = QTm —#% " indo para IV, (70)
T

Observe que temos duas bases ortonormais {f,, f*} e
{997 g;}}v pOiS

(fwva) mm/5”/5(w o.))
(fws f5) =0 (71)
(f5: fo) =—6. 0100 (w—w')

(92,90) =0 (72)
(95*23 gS*)’) = 75m,m/5l,l/5 (Q - Q/) .

Agora, antes de definirmos os campos, temos que nos
ater ao fato de quais superficies de Cauchy estaremos
considerando para a definicio dos mesmos como um
conjunto completo e ortogonal. Lembrando da discussao
feita no final da subsecao dado o diagrama de Penrose
da figura [2| sabemos que Z= ¢ H+ UZ™ sdo superficies
de Cauchy, portanto, podemos definir o campo escalar
nas mesmas. Assim, podemos definir trés conjuntos de
modos:

fw: modos definidos sobre Z—
ga: modos definidos sobre Z+ e nulos sobre H+ |
hq: modos definidos sobre HT e nulos sobre Z+

sendo que os modos hq formam um conjunto ortonormal
{hq, h{,} sobre a superficie H . Note que, como os modos
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hq sao definidos sobre o horizonte de eventos HT e o
mesmo nao possui um vetor de Killing temporal (K = 0,
é nulo no horizonte), a defini¢gio dos modos de frequéncia
positiva com relagdo a essa superficie torna-se ambigua.
Como estamos interessados nas medidas realizadas por
observadores distantes ndo vamos utilizar os modos hq.
Isso porque esses modos eventualmente atravessam o
horizonte de eventos HT e nunca alcancam o futuro
infinito nulo Z*. Além disso, como veremos a seguir,
o resultado do espectro térmico esperado é alcangado
sem a utilizacdo dos mesmos. Mais ainda, satisfazemos
(90, ha) =0, (9o, hg) =0e (g5, ha) = 0.

Finalmente, dados os modos f,,, ga e hq, temos dois
conjuntos completos e ortogonais de fungoes: {f., f*} e
{90,985} U {hq, hi} de forma que podemos expandir, ja
quantizando os campos nessas regioes, como

6= [ o (auta +aliz) aeinidoom 7 (73)
I,m

¢ = Z/dﬂ (bage + bhgiy + caha + i)

definido em ZT U H™. (74)
satisfazendo as relagdes de comutagio [dy,, G.] = [&L L } =
0, [bosbor| = [Bh.8 ] = [0,e0] = [ch.ch] = 0.

dw,&L,] =f(w—-w)e [IA)Q,ZA)}L), = CQ,CQ/:| = 46(Q

Q). Juntamente os estados de vacuo ficam \Opass)7 tal
que dy,|0pass) = 0,Vw e [Opye), bem como ba|Ofy) =
Ea|0fue) = 0, VAL

A pergunta a ser feita agora é: quantas particulas um
observador no futuro infinito nulo vé no vacuo do passado
infinito nulo? Para responder a essa pergunta vamos fazer
uso das transformagoes de Bogoliubov. Porém, antes de
respondé-la temos que responder a outra pergunta, que
¢é intrinsecamente relacionada ao colapso esfericamente
simétrico: como podemos relacionar os modos futuro go
com o0s modos do passado f,? Podemos simplesmente
dizer que um modo gq, que chegou no infinito futuro
nulo Z%, viajou pelo espaco-tempo apds abandonar o
infinito passado nulo Z~ apenas passando pela estrela
colapsando?

2. De volta para o passado

Para descrever a radiacdo Hawking precisamos entender
como a formacdo do buraco negro leva a criagdo de
particulas no futuro assintético, juntamente com seu
espectro térmico. Traduzindo essa ideia para a formulacao
que fizemos precisamos expandir os modos do futuro
assintotico nulo go em termos dos modos do passado
assintdtico nulo f,, [6]. Vamos construir essa ideia agora.

Qual seria a trajetéria de um sinal luminoso que fosse
emitido no infinito passado nulo Z—, passasse pela es-
trela colapsando e chegasse no infinito futuro nulo Z7?
Podemos dizer que os modos f,, e gn seguiriam essa tra-
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Horizonte
de Eventos

singularidade r = 0

YH

Estrela
Colapsando

Figura 3: Representacio do colapso esfericamente simétrico de
um buraco negro no espaco-tempo t X r. Est3o representados
raios de luz préximos da formacdo do buraco negro. O raio g
forma o horizonte de eventos e marca o limite entre os raios que
ficam presos dentro do buraco negro e aqueles que alcancam o
infinito.

jetéria? Devido a existéncia do colapso gravitacional o
tratamento da propagacao de geodésicas nulas nao é tao
simples, principalmente para aquelas que passam pelo
centro da estrela em tempos cada vez mais préximos
da formacao do horizonte de eventos. Essas geodésicas
demoram cada vez mais para conseguir escapar para o
infinito (¢ — oo e 7 — 00), até o limite em que nunca
escapam. Assim, algumas geodésicas adentram o buraco
negro e ficam presas para sempre dentro do mesmo. Ou-
tras escapam para o infinito com um enorme desvio para
o vermelho (representamos por v a geodésica que alcanca
It com t — o). E ainda hd aquelas que ficam tao
préximas da singularidade que acabam por “formar” o
horizonte de eventos do buraco negro (representada por
~vu ). Essa ideia é expressa na figura

Como estamos interessados nas geodésicas que alcan-
cam ZT com influéncia do colapso, estamos interessados
naquelas com altissimas frequéncias (aquelas capazes de
enfrentar e sobreviver ao enorme desvio para o vermelho
gravitacionaﬁ) e que se acumulam proximas ao hori-

160 desvio para o vermelho gravitacional faz com que a frequén-
cia de uma onda recebida por um observador muito distante seja
menor do que a frequéncia emitida. Para mais detalhes ver refe-
réncia . Vale comentar que, como as frequéncias recebidas pelo
observador distante sdo menores do que as emitidas temos que
ter, na regiao perto do horizonte de eventos, frequéncias muito
altas (inclusive acima da escala de Planck e, por isso, chamadas de
trans-Planckianas). Nesse limite a TQCEC perde a validade, com-
prometendo a dedugdo apresentada no presente trabalho. Porém,
as referéncias mostram que, mesmo quando as frequéncias
trans-Planckianas sdo desconsideradas, ainda sim temos a produ-
¢ao da radiagdo Hawking, ou seja, suas propriedades, em especial
sua caracteristica térmica, continuam vélidas e ndo dependem dos
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Figura 4: Diagrama de Penrose representando o colapso esfe-
ricamente simétrico de uma estrela e as geodésicas nulas v e

VH.

zonte de eventos. Elas sdo representadas como superficies
de fase constante e nos permitem o uso da aproximacgdo
de optica geométricaE A utilizagao dessa aproximagao
nos permite visualizar os modos f,, ox e~ e g,, ox e WY
percorrendo trajetorias retilineas, ou equivalentemente
geodésicas nulas, ao longo de v = cte e u = cte. Essas
trajetorias podem ser vistas na figura[dl Note que, porque
estamos trabalhando com frequéncias elevadas, os modos
possuem altas energias, de modo que podemos negligen-
ciar o potencial V(r) (vide equacao ) na equacgao
. Além disso, o fato de que o campo gg é livre, implica
que o mesmo nao interage com a matéria do interior da
estrela em colapso.

Para lidarmos com essa questdo, vamos analisar a fi-
gura 4l A mesma equivale ao diagrama de Penrose do
colapso esfericamente simétrico (ver figura [2]), apenas
sem a representacao da estrela colapsando de modo que
possamos analisar as geodésicas nulas que percorrem o
diagrama. Nessa figura vemos que o passado infinito nulo
7~ representa a superficie a partir da qual as geodésicas
nulas se originam e é descrito pelo pardmetro v. O futuro
infinito nulo I+ representa a superficie onde as geodési-
cas nulas terminam e é descrito pelo pardmetro u. Temos
uma geodésica nula entrando no buraco negro e descrita

modos trans-Planckianos. Veja uma discussdo mais completa nas
referéncias @,

Y7 A aprozimacdo de dptica geométrica consiste no fato de que, dada
uma solugio de onda geral da forma ¥ = Ae*!’| com uma superficie
de fase constante F'(z), temos A variando lentamente com relagdo a
fase F. A equagdo de onda O = 0, nos diz que (V,F)(V*F) =0,
ou seja, as superficies F(z) s@o nulas .
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pelo pardametro v = v; e outra saindo da matéria colap-
sando e descrita pelo parAmetro u = u;. A superficie H T
representa o horizonte de eventos do buraco negro que se
formou, ou seja, a geodésica nula que comeca em r =0 e
alcanca Z* terminando no futuro infinito tipo tempo i+.
E, por fim, temos as duas geodésicas nulas v e vy (com
a correspondéncia para a figura . A geodésica nula vy
se origina em Z~ com parametro vy, passa pelo centro da
estrela colapsando e fica presa no horizonte de eventos (se
tornando seu gerador) em dire¢io a Z+ com pardmetro
u = u(vg). J& a geodésica nula 7 se origina em Z~ com
parametro v, passa pelo centro da estrela colapsando e
emerge em diregdo a ZT com parametro u = u(v). Note
que geodésicas nulas que partem de Z— com v > vy en-
tram no buraco negro e terminam na singularidade r = 0
e vale repetir que estamos interessados nas geodésicas
nulas tipo 7y que passam muito préximas do horizonte de
eventos alcancando ZT para tempos muito longos.

Dito isso, vamos relacionar o pardmetro v com o para-
metro v encontrando u = u(v). Faremos uma andlise das
geodésicas nulas, tal como apresentado na subsegao [2.1.1]
utilizando alguns de seus resultados. Atentando-nos a
geodésica com v = v = cte (ver figura |4 que cruza o
horizonte de eventos, entrando no buraco negro, podemos
encontrar u = u(A), sendo A o pardmetro afim ao longo
da mesma. Tomando a derivada de u com relacdo ao
parametro afim A obtemos

du _d(t—r.) _ dt
dx  dA

dr, dr
=D dr v (75)

Utilizando a equagao @, com a escolha do sinal negativo
e com F > 0, temos

dr
Y _E
™ (76)
dt oM\
“-(1-=) E
d\ < r > ’
dr. () 2\
dr r
encontrando
du oM\ !
_o(1-2) E
dA ( r ) (77)

Com o intuito de integrarmos a equacao ([77)), em termos
de u e A, precisamos reescrever o termo de dependéncia
em r. Entao, utilizando novamente a equacao (@, inte-
gramos a equagao de r = 2M até um r qualquer de
modo que o parametro afim A seja nulo para r = 2M.
Assim,

r—2M = —FE), (78)

onde A < 0 para r > 2M. Dessa forma, podemos reescre-
ver a equagao como
du AM
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E, integrando a equacao obtemos

w(\) = 2EX — 4M In (é) : (80)

sendo C; uma constante de integracao negativa. Os valo-
res de u(\) nas regides de interesse sao
— 2 5xi +(\ =
u(\) ~ 4M In (Cl) , proximo de H' (A = 0) (81)
2FE )\, distante de H1 (A < 0).

Vale notar que a coordenada nula u vale —oo no passado
infinito nulo Z~ e oo no horizonte de eventos H™.

Mas como vamos obter u = u(v) a partir de u = u(\)?
O pardmetro A é o pardmetro de distancia afim ¢ entre as
geodésicas que saem da estrela colapsando percorrendo
u = u(vg) e u = u(v) e é constante ao longo dessas
geodésicas por todo o espago-tempo em questdo. Podemos
entender isso pensando na geodésica nula v = v; que
entra no buraco negro. A geodésica v, cruza a geodésica
u(v) antes de cruzar o horizonte u = u(vg), logo existe
um pardmetro afim A = A(v) tal que

A(v)

u[Mv)] = —4M In <Cl> , (82)

e AMvg) = 0 j& que u[A(vp)] = oo no horizonte. Portanto
a separacdo afim 0 entre as geodésicas u(v) e u(vg) é
d = Aw) — Avo) = A(v).

Tal como fizemos para a geodésica nula entrando no bu-
raco negro podemos definir uma geodésica com u = u; =
cte, saindo da estrela colapsando, de modo que a coorde-
nada v seja funcdo de um novo parametro afim, ou seja,
de forma que v = v(\’), sendo A’ o pardmetro afim dessa
geodésica. Seguindo os mesmos passos que tomamos para
encontrar u = u(A), na regiao bem distante da estrela
colapsando, ou seja, no passado infinito assintotico Z—
(que equivale ao limite r — o0 e t = —00), a coordenada
v pode ser escrita em fungao de X' como

v(N) ~2EN. (83)

Tomando A = X (v) e ' = X (vg) como os pardmetros
afim quando a geodésica u = wu; cruza as geodésicas
entrando na estrela colapsando v e vy respectivamente,
podemos definir sua separacdo da forma

vV —1 Vg — U

§=MN()—XN(v) = E O (84)

tal que Co = —2F < 0.

Portanto, se pensarmos que estamos percorrendo as
geodésicas u e ug de volta para o passado, passando
pelo colapso gravitacional e chegando até as geodésicas v
e vy a separacdo afim entre as geodésicas deve permanecer
constante ao longo de todo o percurso, de forma que

Vg — U

0=Av) = G

(85)
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Finalmente, substituindo a equacao na equagao
obtemos a tao esperada relacdo entre u e v como

u(v) = —4M In (”05 “) :

tal que C' = C1C5 > 0. Essa mesma relacdo é encontrada
por Hawking, em seu artigo original [14], fazendo uma
analogia com o espago-tempo de Schwarzschild estendido,
na qual ele realiza o transporte paralelo de vetores de-
finidos préximos aos horizontes de eventos futuro HT e
passado H~ e os relaciona ao vetor de Killing K = 0.

Dessa forma, chegamos a relagdo necessaria para rela-
cionar os modos g o< e~**" com relagdo ao pardmetro
afim v em Z~, possibilitando que escrevamos

(86)

i In (05 para v < vy,

(87)
0, para v > vy,

ga X

onde ja substituimos o fator ﬁ pela gravidade superficial
K que possui tal valor para o buraco negro de Schwarzs-
childlﬁ Esse resultado confirma o que supomos desde o
comego dessa analise, de que ndo ha modos que alcancem
Z7 oriundos de dentro do buraco negro.

4.3. Calculando o numero de particulas

Apoés todos esses cédlculos, voltamos a pergunta: quantas
particulas do vdcuo do passado assintotico sao esperadas
no futuro assintotico? Para tanto, vamos utilizar os mo-
dos f,,, ver equacao , definidos sobre 7~ e expandir
os modos gq, ver equagao , na coordenada v e no
espaco das frequéncias w. Assim, utilizando a equagéo
(A1) no continuo, expandimos

go(v) = / dw (Auafe + Buaf?)
0
:/ dw <AwQ1/ﬂe_“"”
0 2m\ w
+Bwﬁi ﬂ-eiwv> ,
2 \/ w

Essa expansao tem total semelhanca com a expansao de
Fourier de go(v) pois

(88)

1 [ ,
@) =5 [ dee ), )
onde | oo
dow) =5 [ dvergat). (o0)
7(- — 00

18 A gravidade superficial k representa um escalar associado a um
horizonte de Killing. Um horizonte de Killing é uma superficie
Y tipo nula para um dado vetor de Killing K*. Assim, dado um
vetor normal n#, satisfazendo n#V, n¥ = 0, a um horizonte de
Killing, de modo que seu vetor de Killing possa ser escrito como
KH* = h(z)n*, sendo h(x) uma fun¢io suave, definimos x por meio
da equagao: KV, K" = kK", de modo que k = K¥V, [log h(z)].
No caso de um buraco negro de Schwarzschild, o horizonte de
Killing é o horizonte de eventos, o vetor de Killing é K = 9; e
pode-se mostrar que Kk = ﬁ |18H201[22}[23].
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Assim podemos reescrever a equacao (88) como

i /Ooo d [e—i‘””gg(w) + ewgg(—w)] , (91)

90(v) = 2w

onde trocamos o sinal de integracdo da varidvel w —
—w no segundo termo devido ao sinal da exponencial.
Portanto, comparando as equagoes e podemos
escrever os coeficientes de Bogoliubov da forma

Avo = \/fﬁ@(w)

w1 > Wv
= \/;ﬂ/_oodve ga(v), (92)
w
Buo =/ Zga(~
0 —ga(-w)
= HEL/OO dve™" go (v) (93)
S Vror ) garv)-

Como discutimos na subsegao [4.2] u estd diretamente
relacionado com v por meio da equagao 7 entao po-
demos escrever gq(u,v) com relagdo & coordenada v tal
que

1 2 (e
ga(v) = o Hin()
iQ

1 Vg — U
, v <. 94
— (") 0 (99)

Substituindo nos coeficientes de Bogoliubov, ver equagoes
(19

(¢ , temos

vo , vg— v\ *
A,o=D dy etov [ 22— 7 7
! /_oo e ( C )

i
vo . _ K
BwQ:D/_OOdU i <”°C U) :

_ w1l 1 . .
sendo D = \/; 5% Vimo Vamos focar nos céalculos re

(95)

(96)

lacionados ao coeficiente A,q. Fazendo uma mudanca
de varidveis da forma V = vy — v para a equagéao (95)),
ficamos com

i
e e] ) . V "
Ava = D/O v e o eV <C>

D oo [0 (2 vy
= o ewvo/ av (w) e
KC = 0

sendo que integramos por partes apds a segunda igual-
dade. Essa integral nédo é trivial e, para resolvé-la, faremos
uso de uma série de passos.

Primeiramente, dada a definicdo da fungdo Gamﬂ

(97)

I(2) = o° /0 dt et 41, (98)

9Ver referéncia [41], equacio 8.312.2.
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valida para Re [z] > 0 e Re [z] > 0, podemos escrever
t/ dt e 1 = 3T (z) = e~ T(2).  (99)
0

Porque z, z € C temos que nos atentar que o logaritmo
de um nimero complexo x = A + ¢B é indiferente por
rotagoes de 2w, ou seja,

Inz=1In [|A +iB| ¢ [aman(g)ﬁm]] ,n€Z. (100)

Assim, ja pensando no uso da equagao , definimos

B
Inaz =1n|A+ iB| + i sinal (B) arctan <A|) , (101)
valido para A > 0.
Para resolvermos a equagio vamos fazer a seguinte

mudanca de varidveis

T =€+ iw, (102)

= —, 103
z e—i—zﬁ (103)

sendo € < 1 e € > 0, de forma a utilizarmos a funcao
Gama, ver equagao , no limite em que € — 0. Assim,
utilizando tal equacao e as variaveis definidas nas
equacoes e podemos reescrever a equacao
da forma

0 .
Awﬂ = %eiwv@ (Q) / dve—iwvv%_
kC'= w 0
= D iwv 9 —zlnz
B /-@C’i%e ’ (w) el_1>r(§l+ [e F(Z)]
_ DIQ eiwvo (Q)
kC w
1i%1+ |:€_ (e+i%) [In Ve Fw2tisinal(w) arctan(%)]
e—

o)

_ DZQ 190 (Q) efi% [ln |w\+isinal(w)%} T (’LQ)

kC= w K
D Q
= —Zevv <> sinal(w)
kC™~ ||
e—i% In \w\e%sinal(w)%l-\ <’LQ> ] (104)
K
Note que deixamos explicito o termo “sinal(w)” na ex-

pressdo acima para clarificar a obtencdo de B,q, veja
equagao (|106). Portanto, obtemos

D ; Q) 0 Q
— etwvo ek In \w|e?%
w jwl

kC'™=

(2

AwQ =
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Assim, escrevemos o coeficiente de Bogoliubov A, em
funcdo de B,q como
|[Aual?® = €2/5| B, al?. (107)

Portanto, usando a equagdo (A3) na forma continua
temos

oo
/ do (Auo ALy — BuoBla ) = 32— ). (108)
0

Se 0(£2 — ) for escrita como
e ﬂei(Q—Q/)t
-T/2 2w

5(Q— Q) = lim

109
T—o00 ( )
podemos reescrever formalmente a equagdo (108 para
Q= tal que

> T
/ dw (|Awal® — |Bual?) = lim o (110)
0

O resultado obtido na equagao é suficiente para
respondermos nossa questao inicial: quantas particulas
do vdcuo do passado assintético sGo esperadas no futuro
assintdético? Portanto, basta substituirmos o mesmo na
equacao , obtendo finalmente o valor esperado do
operador Ng da forma

oo T 1
Akgzt/‘ dw|Bow|? = lim (111)
0

M 3 (e 1)

Este resultado destaca o ponto que levantamos com a
discussdo da interpretacao fisica do operador nimero
definido no continuo: o mesmo retoma sua interpretagao
fisica, como quando definido no discreto, como “nimero
de particulas”, quando tomamos sua densidade. Por isso
reescrevemos o fator divergente §(0) (ver equagdo (110)) e
comentario feito na nota de rodapé 10| da subseg,
de forma que podemos escrever a densidade média de
particulas

_ Ng 1
CT/2m (e2m2/n — 1)’

no (112)

representando exatamente a densidade de particulas por

unidade de tempo e de frequéncia. Esse é o espectro
de Planck, de particulas que obedecem a estatistica de

Bose-Einstein, com temperatura Hawking

K 1
Typ=—= .
H=9r 8t M

(113)

Portanto um buraco negro é visto como um corpo que
emite particulas e, entdo, radiacdo no futuro assinté-
tico com temperatura Ty proporcional ao inverso de
sua massa M. Vale dizer que esse resultado nao possui
nenhum detalhe remanescente do colapso esfericamente
simétrico.
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5. Consideragoes finais

Nao podemos deixar de comentar sobre a descri¢ao picto-
rica da radia¢io Hawking. Segundo a mesma, a radiacio
Hawking é produzida no horizonte de eventos de um
buraco negro. Podemos enxergar um “mar de particulas
virtuais’m ao redor de um buraco negro: quando um par
de particula e antiparticula é produzido nos arredores do
horizonte de eventos diz-se, por exemplo, que a antipar-
ticula pode cair no buraco negro, sendo absorvida pelo
mesmo, enquanto que a particula pode, entao, escapar
para o infinito, sendo medida por observadores muito
distantes, que veem-na como radiagao Hawking. Embora
esta descricdo seja amplamente divulgada, até mesmo
pelo préoprio Hawking em seus livros de divulgacao cien-
tifica [48/49], podemos dizer que a mesma é muito mais
complexa do que como é tomada. Isso porque, tal como
mostramos no decorrer do presente artigo, a emissao de
particulas se d& devido a diferente nocdo de particulas
para observadores distintos (muito antes da formacao do
buraco negro e muito apés a formagao do mesmo). Além
disso, artigos como o de Steven Giddings [50], mostram,
por meio de célculos da taxa de emissao total de radia-
¢ao e do tensor de energia momentum, que a radiacao
Hawking provém dos arredores do horizonte de eventos
dos buracos negros e nao diretamente do mesmo.

O resultado do espectro de Planck que obtivemos na
equacio representa o espectro de um corpo negro
perfeito. Isso porque utilizamos uma série de aproxima-
¢oes para alcancarmos tal resultado, como a desconsi-
deracao do retroespalhamento pelo potencial V(r) (veja
equacao @) Caso quiséssemos considerar o mesmo, ao
imaginarmos a propagacdo de volta para o passado de
um modo go teriamos que considerar que uma parte do
mesmo ¢é espalhada g (correspondente a uma fragio
1 —Tgq, de ga) pelo potencial V(r) para fora da estrela
colapsando e alcanca o passado infinito nulo Z~ com
praticamente a mesma frequéncia §2; e outra parte entra
na estrela colapsando gg (correspondente a uma fragao
I'q; de ga), passa pelo centro r = 0 e se propaga de volta
para o passado até alcancar Z~ [6l[7]. Assim, a equagdo
A3 na forma continu seria interpretada como uma
conservacao de probabilidade de modo que ficasse escrita
como

/ dw (AwQ,lAwQ’,l - Bwﬂ,lBLQf,l)
0

=5(Q— )T, (114)

20 Devido ao principio de incerteza de Heisenberg no vicuo quantico é
permitido violarmos momentaneamente o principio de conservac¢do
de energia, contanto que essa variacdo de energia acontega por
um intervalo de tempo suficientemente curto. A essas flutuagoes
quénticas da energia do vacuo sdo dadas o nome de particulas
virtuais.

21Note que representamos o indice [, relacionado ao potencial V(r)
(ver equagzi), nos coeficientes de Bogoliubov A,,q; e By,
da equagdo (|114).
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Tabela 1: Cilculo das temperaturas para buracos negros com
determinadas massas.

M (kg) T (K)
Massa de Planck 22.10°8 5.6 - 1030
Sol 2.0-1030 6.2-10°8
106
Buraco Negro do 4.5-10 M@ 14.10-14
centro da Via Lactea 9.0 - 1036

O fator I'g; faz com que o espectro da equacdo ((112)
fique
I,

ng = (827"9/5 — 1) ’ (1]‘5)

de forma que se torne um espectro de corpo cinza. Ex-
pressoes analiticas desse fator sao dificeis de se obter
(para mais detalhes ver discussoes nas referéncias [7}/18]).
Entretanto, para o tratamento de “carater didatico” que
propusemos neste artigo, o resultado aproximado da
equagao ja é suficiente.

Recuperando as unidades da temperatura expressa na

equagao (|113)), obtemos
B acd 1
- GkB 87TM

Ty (116)

Calculando a temperatura para buracos negros com deter-

minadas massas, como a massa de Planck | mp = 4/ ’Z?)

[51], a massa do Sol [51] ou mesmo a massa do bu-
raco negro do centro da Via Léctea [52], obtemos a
tabela (1l Vemos que buracos negros com massas realis-
tas ou de objetos conhecidos possuem temperaturas de
radiagdo Hawking baixissimas, temperaturas tais que
T < Trer ~ 2.7255K |51 (sendo Trer a tempera-
tura da radiagdo cdsmica de fundo). Como a radiagdo
césmica de fundo permeia o espago-tempo, qualquer va-
lor de temperatura muito menor que a mesma ¢é dificil-
mente mensuravel. J4 buracos negros com massas ex-
tremamente pequenas possuem temperaturas altissimas,

\ /GFL;;B ~ 1.4 -10*2K (sendo Tp a

temperatura de Planck).

Outro ponto importante a ser notado é que, dado um
buraco negro de Schwarzschild de massa M e temperatura
T, de acordo com a equagao (116) no espago vazio, i.e,
sem a radiacdao cosmica de fundo, podemos considerar
a lei de Stefan-Boltzmann |§| e calcular sua massa em

tais que T' ~ Tp =

22 A lei de Stefan-Boltzmann descreve a poténcia emitida por um
corpo negro em termos de sua temperatura. Considerando um
buraco negro de Schwarzschild como um corpo negro perfeito, ela
pode ser escrita como

hic® 1
L=cAT* = — < _ ~_ (117)
153607 G2 M2
2.4
onde o = % é a constante de Stefan-Boltzmann, A = 47rr§

é a area do buraco negro de Schwarzschild de raio rg = 2?72M

temperatura T' dada pela equagao (116]).
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fun¢ao do tempo de acordo com [5,53]

dM At 1
- L= 11
dt 153607G2 M? (118)

A solugao para a equagdo (118]) pode ser escrita da forma

t

1/3
M(t) = Mo (1—t) delty),  (119)

\%4

sendo ty = 512071’%]\463 o tempo de vida do buraco
negro, ou seja, o tempo necessario até que sua massa
inicial My “se anule’@ Assim, podemos dizer que o
buraco negro emite radiagao e diminui sua temperatura
até uma possivel “evaporacio completa”. E claro que o
fato do buraco negro evaporar completamente ainda é
uma questao em abertﬂ Até porque a mesma leva a
paradoxos como o da perda de informagdﬂ

Embora nao tenhamos nenhum tipo de medida direta
da radiagdo Hawking, andlogos tedricos e experimentais
ao efeito ndo faltam. Ja em 1981 William George Unruh
se prop0s a modelar, teoricamente, o movimento de ondas
sonoras em um fluxo convergente de ondas [55]. Nesse
modelo haveria a observacdo de um espectro térmico de
ondas sonoras, tal como o espectro térmico de particulas
da radiacdo Hawking, saindo de um horizonte sénico, re-
presentando o horizonte de eventos de um buraco negro,
criado em um fluido. Em 2010, um grupo de pesquisado-
res, incluindo o préprio Unruh, fez a primeira observagao
experimental da radiagdo Hawking na dgua [56]. Mais
recentemente, em 2016, Jeff Steinhauer observou experi-
mentalmente a emissao de radiacdo Hawking emanando
de um condensado de Bose-Einstein atémico [57]. Em
todos esses andlogos, tedricos e/ou experimentais, o prin-
cipal ponto é a existéncia de uma métrica efetiva que
proporcione o surgimento de um horizonte. Portanto,
além dos inimeros modos de dedugao da radiacao Haw-
king, temos motivos mais do suficientes para firmarmos
a mesma como um fenémeno chave para a TQCEC, para
a termodinamica de buracos negros e como fenémeno
teste para o que esperamos de uma teoria quantica da
gravitagao.

Por fim, acreditamos que este artigo condensou os
principais pontos para estudos introdutérios em TQCEC
e fornece, de modo simples, a deducao da temperatura
de buracos negros de Schwarzschild. Vale comentar que
ele sintetiza a dissertacdo de mestrado da autora, que
pode ser consultada para mais detalhes [5§].

230 tempo de vida de buracos negros em geral é muito longo. Veja
que, para um buraco negro com a massa do Sol M~ ~ 2.0-103°Kg,

O
préprio universo tyn; ~ 4.4 - 1017s [51).

24Uma possivel alternativa seria que os mesmos evaporariam até a
escala de Planck [54].

25 Ao evaporar, um buraco negro perde seu horizonte de eventos,
a entidade que “esconde” seus estados internos. Assim, toda a

informacdo que entrou no mesmo “desaparece” com a evaporagio
do mesmo [54].

~ 6.6 - 107s, o que é muito maior que o tempo de vida do
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