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Entre 1924 e 1925 Einstein escreveu uma série de trés artigos onde aplicava, para um gas de particulas macigas
nao interagentes, o novo método da estatistica quantica desenvolvido por Bose, cujo trabalho ele traduzira para
o alemao e fizera publicar na Zeitschrift fiir Physik. No segundo artigo da série Einstein previu o fendémeno da
condensacdo das particulas no estado fundamental a partir de uma certa densidade critica, fen6meno este que
veio a ser posteriormente conhecido como Condensagio de Bose-Einstein (CBE). Neste trabalho discuto o artigo
de Einstein bem como a polémica por ele suscitada, tracando também um paralelo entre a teoria da CBE a a
teoria de condensagdo em gases reais.
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Between the years of 1924 and 1925 Einstein wrote a series of articles where he applied the methods of quantum
statistics as developed by Bose to a gas of noninteracting massive particles. In the second of these articles
Einstein predicted that after a certain density threshold had been reached, particles would condense into the
ground state - a phenomenon which later came to be known under the name of Bose-Einstein Condensation
(BEC). Here I discuss Einstein’s article as well as the polemics it brought about. The theory of BEC is also

explored in conjunction with the theory of condensation in real gases.
Keywords: statistical mechanics, Bose-Einstein condensation, history of physics.

1. Introducao

Em 1925 Einstein publicou o artigo Quantentheorie des
einatomigen idealen Gases II (teoria quantica do gas
ideal monoatomico II) no qual dava sequéncia a um
trabalho onde estudara a aplicacao da mecanica es-
tatistica a um gas de particulas quanticas nao intera-
gentes [1]. Em seu primeiro artigo, partindo de uma
nova formulacao da mecanica estatistica que incorpo-
rava as idéias da recém-descoberta mecanica quantica
e que S.N. Bose desenvolvera para tratar do problema
da radiagao do corpo negro [2], Einstein fora capaz de
deduzir a equacao de estado de um gés ideal quantico.
Para o segundo artigo foram deixadas a analise mais
detalhada das equacoes e suas implicagoes fisicas. E foi
nele que Einstein fez aquela que é, na opiniao de espe-
cialistas da area, uma de suas mais importantes con-
tribuictes a fisica estatistica: a previsao de que a partir
de uma certa densidade critica as particulas se conden-
sam no estado fundamental, um fenémeno de origem
puramente quantica e que hoje é conhecido como Con-
densagao de Bose-Einstein [3].

O fendémeno da “condensagao sem interagao”
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reteve, por muitos anos, um certo carater de algo pura-
mente imagindrio [4]. Para isto contribuiram néo ape-
nas a critica de G.E. Uhlenbeck, que questionou a rea-
lidade do fendmeno previsto ao atribuir sua origem a
uma passagem matemaética nao devidamente justificada
por Einstein [5], mas também a prépria divida do fisico
alemao, que em carta a seu amigo Paul Ehrenfest mani-
festou sua hesitacao quanto a realidade do fenémeno:
“...A partir de uma certa temperatura, as particulas
se > condensam < sem forgas atrativas, ou seja elas se
acumulam [no estado de] velocidade zero. A teoria é
bonita mas haverd nela alguma verdade?” [6]. Eins-
tein, referindo-se ao trabalho de Bose que lhe serviu
de inspiracao, disse ainda que “...sua deducdo € ele-
gante mas permanece, em esséncia, obscurda’ [7]. O
ponto central da objecao de Uhlenbeck, que iremos ex-
plorar mais detalhadamente neste trabalho, residia no
fato que Einstein recorrera a um artificio matematico ao
transformar uma somatoria simples em uma somatoria
dupla - até ai nao havia nada a objetar - para de-
pois entdo transformar uma destas somatérias em uma
integral. Esta integral por sua vez poderia, através



284

de uma simples troca de variaveis, ser transformada
numa conhecida expressao para a funcao I', cujos valo-
res e propriedades eram amplamente conhecidas. E
al estava o problema: ao substituir a integral pela
funcao I', Einstein modificou as propriedades de con-
vergéncia da somatoéria que ainda restava. A partir da
discussao do comportamento da somatoria para valores
das grandezas fisicas além do raio de convergéncia, ele
é levado a concluir pela condensacao do gas - embora
fosse esta uma condensacao de um carater diferente da
usual. O mais significativo porém, na opiniao do autor,
é o fato que para melhor elucidar o fenomeno Einstein
recorre, ainda que de maneira sucinta, a uma analogia
com uma condensagao em gases reais, nao obstante sua
condensagao tenha uma origem fisica distinta. Mas,
como é comum na Fisica, uma analogia pode ser o
ponto de partida para toda uma nova abordagem a um
problema ja bem estabelecido ou servir de catalisador
de novas idéais. E neste ponto a analogia de Einstein é
bastante profunda pelas consequéncias que teve no de-
senvolvimento da mecanica estatistica das Transicoes
de Fase, algo comumente pouco explorado na literatura
especializada. O presente artigo tem assim por objetivo
discutir detalhadamente o artigo original de Einstein a
respeito da CBE com particular énfase nesta analogia.
Mas ha também uma outra motivagao neste trabalho:
o de poder com ele trazer para préximo do leitor o tra-
balho de Einstein como ele originalmente veio a publico,
servindo de guia a sua leitura [1].

Mas até que ponto se justifica a leitura de um origi-
nal? O leitor interessado em aprender sobre a CBE
dispoe hoje de uma vasta literatura: o artigo de V. Bag-
nato é uma excelente porta de entrada [8] e nele se dis-
cute, em particular, as sofisticadas técnicas experimen-
tais empregadas na obtencao de condensados “puros”
em 1995 pelos grupos liderados por W. Ketterle no MIT
e C.E. Wieman e E.A. Cornell no JILA [9, 10]. Em
um nivel mais especializado, os artigos de revisao de
F. Dalfovo et al. [11], A.J. Legget [12] e A.F.R. de
Toledo Piza [13] sdo também bastante completos. Os
principais livros-texto de mecanica estatistica trazem o
assunto quando discutem a estatistica de bésons. No
entanto, e observadas obviamente as dificuldades ine-
rentes de um texto original e o fato que algumas de suas
partes podem estar ultrapassadas - e aqui Einstein nao
é uma excecao - a leitura de uma obra original pode ser
muito enriquecedora na medida em que nela podemos
aprender pelos olhos do autor e entender seu modus
operandi. A leitura de um artigo original é uma tarefa
que requer, via de regra, uma certa maturidade no as-
sunto e isto pode sem divida representar uma barreira
para o leitor. Este artigo procura assim facilitar esta
tarefa, discutindo detalhadamente os passos seguidos
por Einstein. H4 uma outra questao de ordem pratica:
por ter ele escrito seu segundo artigo como continuagao
formal do primeiro, a sua leitura nao é tarefa das mais
simples caso nao se tenha em maos os calculos ou dis-
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cussoes aos quais Einstein constantemente se reporta
ao longo do texto. H4 também o fato que para melhor
apreciar o trabalho de Einstein é necessario entender
as questoes que o motivaram. A contextualizagao de
seu trabalho, o método de Bose e quao diferente este
método era da mecanica estatistica classica foram dis-
cutidos em um trabalho anterior [14].

Para facilitar a compreensao do texto de Einstein,
procuro enfatizar a analogia de FEinstein acerca da
condensacgao de um gés real e a CBE, explorando os
paralelos formais entre ambas. Para isto é necessario
tomar uma certa licenga histodrica, pois a teoria geral da
condensacao em gases interagentes é posterior ao tra-
balho de Einstein. Na realidade, e ai reside também a
relevancia do trabalho do fisico alemao, foi a partir das
consideragoes de seu artigo que a teoria de transigoes de
fase ganhou um novo impeto: ao questionarem a reali-
dade do fendmeno previsto por Einstein, G. Uhlenbeck
e B. Kahn lancaram as bases para um melhor entendi-
mento das condigoes de surgimento de singularidades
das fungoes termodinamicas que sempre estao associ-
adas a transicoes de fase. Einstein nunca se refere ex-
plicitamente a condensagao como sendo uma transi¢cao
de fase (Phasenumwandlung ou Phasenibergang) mas
foi seu trabalho em grande medida a mola propulsora
dos trabalhos pioneiros Becker e Déring, Mayer, Kahn e
Uhlenbeck acerca da transigao gas-liquido [15] [16] [17].
E importante chamarmos aqui a atencao para o fato
que embora sob o ponto de vista formal a CBE se en-
caixe perfeitamente dentro do esquema geral da teoria
de condensagao gas-liquido em gases interagentes, ela
tem na sua origem um efeito puramente quantico: o
surgimento de uma correlagao entre particulas imposta
pela simetria da funcao de onda. A condensacao gés-
liquido tem como origem a interagao atrativa entre as
moléculas.

Este artigo estd assim dividido: na se¢ao 2 sao apre-
sentados os cédlculos do primeiro artigo de Einstein. Na
secao 3 discuto detalhadamente o processo da passagem
da soma para a integral até chegar a equagao com a qual
Einstein inicia seu segundo artigo. Na segao 4 sao apre-
sentados o segundo trabalho de Einstein bem como a
analogia com a condensagao real. A énfase é dada a
interpretacao fisica da analogia, sendo que os aspectos
formais entre a CBE e a teoria cldssica de condensagao
em gases interagentes foram incluidos na forma de um
apéndice, ao final do trabalho. A se¢ao 5 trata dos
outros resultados obtidos por Einstein em seu artigo.
Concluo o trabalho com a secao 6, tecendo algumas
observagoes a respeito do impacto do trabalho de Eins-
tein e perspectivas atuais.

2. Einstein e o primeiro artigo: Um
caminho inevitavel

Em 1924 Einstein ja era um fisico de renome - ganha-
ra o Prémio Nobel em 1921 pelo seu trabalho sobre o
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Efeito Fotoelétrico - e se encontrava inteiramente en-
volvido com a teoria geral da relatividade e a teoria da
unificacdo. Porque haveria ele entao deixado de lado
por algum tempo sua linha de pesquisa para retornar a
mecanica estatistica? Como ele afirmou em uma breve
nota ao final de sua traducgao do trabalho de Bose, o
método que este introduzira na Fisica era um impor-
tante avango e seria possivel obter dai uma teoria do
gas ideal quantico, como ele mostraria futuramente.
Em seu primeiro artigo Einstein segue os passos de
Bose, aplicando mutatis mutandis as idéias do fisico
indiano. O ponto de partida é considerar um sis-
tema formado por um ntumero n fixo de moléculas
monoatomicas nao interagentes e de massa m. O sis-
tema tem uma energia total média dada por g, também
fixa [18]. Partindo da hipStese de que estas moléculas
nao tenham graus de liberdade internos (como spin, que
nao havia sido descoberto ainda) e uma vez que nao
interagem, a unica contribuicao a energia E de uma
molécula vem dos graus de liberdade translacionais:

2 2 2
Dz Py Dz

= — 4+ = . 1
2m+2m+2m ( )

E

O objetivo de Einstein é chegar a uma expressao para
a entropia S e assim a equacao de estado do gés.
Uma vez que a Entropia esta relacionada pelo Principio
de Boltzmann ao nimero de microestados W com-
pativeis com os vinculos (n e € fixos) através da equagao
S = kgInW, é necessario primeiro calcular W. Esta
grandeza por sua vez, como mostrara Bose, é calculada
mediante a determinagao das possiveis distribuigoes de
particulas pelos estados de modo que a soma das ener-
gias reproduza a energia total. Isto se faz inicialmente
calculando o volume ® do espago de fase ocupado por
todos os estados de energia F/ < E. Em funcao da
isotropia dos momenta, este volume sera dado pela pro-
duto do volume da esfera de raio Rg = (2mFE)'/? no
espago de momenta e volume V' (o volume do géds) no
espago de posicoes

4
/ dx dy dz dp, dp, dp. =V —~(2mE)> . (2)
E'<E 3

Portanto o niimero de estados (células elementares de
volume h3) dentro da “casca esférica” de raio entre E
e E + AF ¢ obtido dividindo-se o volume da casca por
um volume elementar

dRp=d[(2mE)?]

Ly (2mE) 1(Qm)%E*%dE
h3 —_—— 2

Area da esfera

21V
= % (2m)3E3dE . (3)

Segundo Einstein, se agora imaginarmos que deste total

de As células temos

po°As células com zero moléculas
p1°As células com uma molécula
p2°As células com duas moléculas

onde os p,° representam a fragao de células que contém
r particulas (3>, p.° = As), entdo o nimero de
possiveis arranjos de As células dos quais p,°As s@o
iguais entre si é dado pela equacao
As!
~IL.pesAst

A tarefa de Einstein é agora maximizar

w=]]w*, (5)

we (4)

sob os vinculos [19]

n = E nS:E rp.° = constante;
S

s,T

o]
I

Z E,.°p,® = constante. (6)

s,r

Ha alguns detalhes dignos de nota nestas expressoes:
inicialmente, no célculo de W, a hipdtese da in-
dependéncia estatistica de estados entra de maneira
implicita, pois tanto Einstein quanto Bose nao dizem
nada a esse respeito. Esta omissao levou Ehrenfest, en-
tre outros, a levantar uma objecao que é respondida por
FEinstein em seu segundo artigo, e sobre a qual falare-
mos mais adiante. Também, na expressao da energia,
E,° representa a energia média das moléculas que se en-
contram na regiao s do espago de fase. O que Einstein
usa, e antes dele Bose o fizera, é a idéia da chamada
“estatistica grossa” de Gibbs (do alemao grobe Sta-
tistik) em contraposi¢do a “estatistica fina” de Boltz-
mann (do aleméo feine Statistik) [20]. Como o préprio
nome diz, trata-se de um processo de divisao de esta-
dos em niveis de energia onde no primeiro caso agru-
pamos niveis préximos em torno de um valor médio e,
no segundo caso, cada nivel é contado individualmente.
As diferencas a que estas definicoes levam sao bastante
sutis e se fazem sentir, em particular, no calculo da en-
tropia. Uma discuss@o mais detalhada destas diferencas
foge do escopo do presente artigo, mas o leitor interes-
sado pode encontra-la no tratado de P. e T. Ehrenfest
e no livro de P.T. Landsberg [20, 21].

Para maximizar (5) toma-se o logaritmo e utiliza-se
a Férmula de Stirling para grandes ntiimeros

lnN!%(N—F%)lnN, (7)

chegando-se assim a expressao

an:ZAslnAs—ZZprslnprs. (8)
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Para fazer a variacao de p,® sujeita aos vinculos (6]) usa-
se o método padrao dos multiplicadores de Lagrange
(¢f. [14]). O primeiro multiplicador, que é introduzido
para manter o nimero de particulas fixo, estd rela-
cionado ao potencial quimico p e o segundo, devido
ao vinculo da energia, é o conhecido fator (kpT)~!
[22]. Apds uma manipulacdo algébrica simples Einstein
chega finalmente & expressao da entropia

—1 —
S =kp Z |: In (]_ _ e(es_u)/kBT):| _ %n + % ) (9)

Para o ntimero n de particulas e energia € temos

1
no= ) e —m/EsT _ 1 (10)

S

B h? /4 B 52
e = % <37TV> Z —6(65—/1.)/kBT 1 . (11)

S

Wl

Mantivemos aqui a notagao original e pouco usual de
Einstein para os niveis de energia pois ele a usa em seu
segundo trabalho [23]. Resta determinar a equacgao de
estado, que Einstein obtém pelas conhecidas relagoes
da termodinamica

F = z-T8S,
OF

p = -
v

Destas expressoes segue
3

Comparando esta expressao com a equagao para &
obtém-se diretamente uma relagao entre as grandezas
macroscopicas P, V, T e pu.

Einstein chega deste modo ao ponto-chave de seu
trabalho: ao transformar a Eq. (10) de uma soma sim-
ples em uma soma dupla, ele toma o limite continuo
na variavel s - que entra na somatéria via £° - obtendo
assim uma integral que ele reconhece como sendo uma
expressao matemadtica conhecida. Mas, ao fazer isso,
ele muda o raio de convergéncia da primeira somatoria
e assim conclui que existe uma regigo de valores das
grandezas termodindamicas a partir das quais a maior
parte das particulas encontrar-se-do no estado funda-
mental (no caso de Einstein essa varidvel, como vere-
mos a seguir, é a densidade). Da mesma maneira que
ao comprimirmos um gas além da pressao de saturagao
fazemos com que parte do gés passe para o estado
liquido, haveria aqui um efeito andlogo a uma con-
densacao em um estado de momento 0. Nao seria este
“efeito” assim um mero fruto desta particular manipu-
lacao matematica, ou seja, da passagem de uma soma
para uma integral, como afirmou Uhlenbeck? Afinal, ao
fazer isso - e parecia nao haver um motivo légico para
tal, que nao apenas uma questao de praticidade - Eins-
tein é levado a concluir pela existéncia de um fenémeno
que na realidade nao existiria.
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3. Einstein e a condensagao sem in-
teragcao: Uma questao de pratici-
dade?

O ponto levantado por Uhlenbeck em sua tese de
doutorado pode ser resumido em poucas palavras: se
fosse possivel de alguma maneira somar explicitamente
a expressao (10), a CBE ainda existiria? Para me-
lhor entendermos esta polémica, é necessario discutir-
mos mais detalhadamente as dedugoes apresentadas por
Einstein ainda em seu primeiro artigo. Ele comeca
chamando a atencao para o fato que, se o nimero de
particulas é conservado, entéo na expressao (10) obriga-
toriamente o potencial quimico p deve ser um ntmero
nao positivo. Em outras palavras, a fugacidade deve
satisfazer a desigualdade

0<et/ksT <7 (13)

pois caso u seja positivo, ao estado de energia €° = p
corresponderd um numero infinito de particulas, con-
tradizendo assim a hipotese inicial da finitude de n.
Mas, observa Einstein, se a fugacidade (que ele chama
de \) é menor que 1, entdo “ ... Pelas consideragoes
feitas no § 4, a grandeza e, por nds represen-
tada por A\, € uma medida da > degenerescéncia< do
gds. Podemos entao transformar as somas (18) e (19)
[aqui (10) e (11) resp.] em duplas somatdrias’. Ein-
stein refere-se aqui ao conhecido fato que a soma de
uma progressao geométrica de razao ¢, primeiro termo
ap = lelimj_.a; =0 ¢ dada por

> 1
D aj=—. (14)
= 1o

Comparando esta expressao com (10) vemos que aquela
nada mais é que a soma de uma p.g. de razao exp[(p —
e®)/kpT] e portanto é possivel “desfazer” a soma de
modo a obter

o 1 0 O s
r
Ze(as—u)/kBT_l = ZZ“BT
s=0 s=071=1
SIS 2/
- YT )
s=071=1

onde, na ultima linha, retomamos a notacao do artigo
original. Mas Einstein continua: “... podemos agora
transformar a somatoria em s numa integral, mudanca
esta justificavel em funcdo da lenta variagdo da expo-
nencial em s”. Ele se refere aqui ao fato que, se fizer-
mos AE/E suficientemente pequeno, é possivel tomar o
volume V' do gés suficientemente grande de tal modo a
tornar o niimero de estados praticamente infinito. Com
este argumento obtemos, na equagao para n, a integral

ii)fei T — i)\T /OO e,c}:%?, ds (16)
T=1 0

s=071=1
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Vale a pena notar que Einstein nunca escreve esta inte-
gral explicitamente em seu primeiro artigo, mas apenas
o resultado final [24]. Isto se deve provavelmente ao fato
de ela ser a representagao integral da conhecida fungao
Gama

(z+1) = /OOO e "u*du (17)

Para vermos isto fagamos uma transformagao de
variaveis:

052/3
kBTT = u
3
3 5
—ds = 2<k:-T> wzdu .

A integral original pode entao ser escrita como

/‘X’ 7u52/37d 3( cT )_
e kBT s = =

Comparando o lado direito da equagao com (I17) temos

1 3
U, 5 _ e

Por outro lado, da propriedade de recorréncia da fungao
Gama I'(z + 1) = 2I'(z) temos

3)-4()

Utilizando o conhecido resultado matemaético que

r (;) = /7 chega-se finalmente ao resultado de Eins-

2rmkpT)3? V &
n = ( m™m 7;3 ) Z )\T 7_73/2 . (18)
T=1

Esta equacao é o ponto de partida para seu segundo
artigo

4. O segundo artigo de Einstein

Com a expressao (18) tomada em A = 1 Einstein inicia
seu segundo artigo e, de uma maneira um tanto direta,
afirma:

“- O que acontecerd porém se, para esta tempera-
tura, eu permitir que a densidade n/V da substincia
aumente ainda mais (por exemplo através de uma com-
pressdo isotérmica)? Neste caso sustento que um,
[com o aumento da] densidade total, sempre crescente
numero de moléculas passa para o primeiro estado
qudntico (estado sem energia cinética) enquanto as
moléculas restantes distribuem-se de acordo com o valor
do parametro A = 1. Esta afirmagdo conduz assim [a
conclusao] que algo semelhante & compressao isotérmica
de um vapor acima do volume de saturagcao acontece.
Uma separacao surge; parte [do gds] »>se condensa<, o

resto permanece como um > gas ideal saturado< (A =0,
A=1)7[1].

O que Einstein quis dizer? A somatéria (18) con-
verge para valores de A < 1 e cresce monotonicamente
com A. O limite A = 1, que é chamado de raio de con-
vergéncia da série, corresponde assim ao valor maximo
possivel para a densidade de particulas p = n/V. Neste
limite a somatéria reduz-se a4 Y. 7732 = ((3/2) =
2.612... onde ¢(m) é a célebre funcdo Zeta de Rie-
mann. Em outras palavras podemos reescrever (18],
para A = 1, como

n 2.612
PEY T A (19)

2 l 7 .
onde A = (hi)"’ é o chamado comprimento de
B . 2rmkpT . -
onda térmico. Mas as mesmas consideragoes valem para
a equacao de estado que, embora Einstein nao explicite
em seu artigo, pode ser obtida utilizando-se o mesmo

procedimento matemadtico que o levou a Eq. (18)

p 1 = T _—5/2
T=1

Esta equacao tem as mesmas propriedades de con-
vergéncia que (18). Mas o que ocorreria se, seguindo
a sugestao de Einstein, aumentassemos a densidade
para um 7' fixo e A = 1?7 Uma vez que (19) e (20)
(para A = 1) representam, para um dado 7', os valores
maximos de densidade e pressao, respectivamente, nao
resta entao as moléculas do gas outra opgao que nao a
de irem para um estado sem energia cinética (momento
zero) pois assim elas nao contribuem para a pressao nem
ocupam qualquer volume adicional: “-A parte>conden-
sada< da substancia nao requer qualquer volume adi-
cional, uma vez que nao contribui para a pressao’. Em
outras palavras, ao comprimirmos o gis “um, com [o
aumento] da densidade total sempre crescente, nimero
de moléculas” passa para o estado fundamental.

4.1. A questao dos limites

As Egs. (18) e (19) foram obtidas considerando-se
que poderiamos supor os niveis de energia como for-
mando um continuo, quando na realidade o espectro
serd sempre discreto caso o volume V' seja finito. Além
disso o limite A — 1 é valido apenas se n — 00. As-
sim, do ponto de vista rigorosamente matematico do
modelo, o fendmeno da condensagao sé ocorre quando
V — o0 en — oo de modo que n/V — constante,
ou seja, no chamado limite termodinamico. Embora
Einstein nao tenha em momento algum usado o termo
“transicao de fase” em seu artigo, sua comparagao com
a condensacao de um gés real leva o leitor a essa con-
clusao e a critica de Uhlenbeck dizia respeito justa-
mente ao fato desta transicdo depender de um limite
continuo quando Einstein, na verdade, nao precisaria
té-lo feito. O problema que Uhlenbeck levantou era
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mais profundo e dizia respeito a propria definicao do
que era uma transicao de fase e sob quais condigoes ela
poderia ocorrer. Hoje sabemos que transicoes de fase
sao caracterizadas pelo surgimento de singularidades
nas fungoes termodinamicas de um sistema, tais como
o volume especifico na transicao do gelo para a agua
sob pressdo atmosférica, que é descontinuo na linha de
transicao, ou da magnetizacdo de um ferromagneto no
chamado ponto de Curie [25]. Porém, se sob o ponto de
vista fisico podemos entender bem as transicoes, pela
Otica rigorosa da Matematica a pergunta que se coloca
entao é: se as funcoes termodinamicas sao obtidas na
mecanica estatistica a partir da funcdo de particao,
como pode ela apresentar singularidades uma vez que
é formada pela soma de fungoes analiticas? Embora
a resposta rigorosa a esta questao s tenha sido dada
por C.N. Yang e T.D. Lee em 1952 na forma de um
teorema [26], uma fungido que seja uma soma infinita
de fungbes analiticas nao necessariamente é também
analitica, podendo apresentar singularidades. Este fato
ja era conhecido desde o século anterior, em particular
pelos trabalhos do matematico alemao K. T. Weierstrass
[27]. Ao tomarmos o sistema no limite termodinamico,
onde seu volume V — oo e o numero de particulas
n — oo de tal modo que a razdo n/V permanega finita,
a funcao de partigao sera dada por uma soma infinita de
termos, podendo entao apresentar singularidades. Vale
a pena lembrar que o teorema de Lee e Yang (e de
trabalhos subseqlientes) toma como premissas algumas
condigoes sobre o tipo de interagao entre particulas e
nos mostra como, sob estas condigoes, surgem singula-
ridades. Na época em que Einstein escreveu seus artigos
e Uhlenbeck levantou sua critica, estes fatos eram obvi-
amente desconhecidos e a polémica em torno da reali-
dade da CBE foi uma das molas propulsoras na busca de
uma fundamentagao mais rigorosa para o problema das
transicoes de fase em mecanica estatistica. Por ocasiao
de uma Conferéncia em homenagem ao centenario do
nascimento de van der Waals, em 1937, foi colocada a
questao se a fungao de particao teria toda a informacao
necessaria para descrever uma transicao de fase e as
descontinuidades a ela inerentes [28]. Uma vez que nédo
se conseguiu chegar a uma conclusao, o chairman da
conferéncia, Kramers, colocou a questao em votacao e
o resultado foi um empate [29]. Kramers sugeriu ent&o
que a resposta deveria estar no limite termodinamico
e no ano seguinte Uhlenbeck e seu aluno Boris Kahn
publicaram um trabalho onde discutiam a questao - e
onde também a critica ao trabalho de Einstein foi re-
tirada [17]. A primeira prova rigorosa da existéncia de
uma singularidade numa funcao de particao foi publi-
cada em 1944 por Onsager, quando ele apresentou a
solugao exata do chamado Modelo de Ising em duas
dimensoes [30].

Retornando ao trabalho de Einstein, o ponto chave
estd assim o fato que ao passarmos da Eq. (15) para
(18) devemos ter cuidado com o limite 4 — 0.
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Isto pode ser visto no fato que o numero n de
particulas, como ja explanado, é aproximadamente
igual an = (V/A=3)exp(u/kpT) para pequenos va-
lores da fugacidade A = exp(u/kpT') e cresce monotoni-
camente até que em A = 1 ela atinge seu valor maximo
dado pela Eq. (19). Para valores de A > 1 (ou seja,
p > 0) a soma diverge, de modo que n* = 2.612 V/A?
representa um limite intransponivel para o nimero de
moléculas do gés, como representado na Fig. 1. Mas
isto obviamente nao condiz com a realidade fisica pois a
quantidade de gas pode obviamente ser controlada num
experimento.

n |

0 1 A

Figura 1 - O nimero n de particulas como fungao da fugacidade
A =exp(u/kpT). Observe que a curva termina no valor méximo
possivel de n dado pela Eq. (19) n* = 2.612 V/A3.

Na realidade o que ocorre é que antes de passarmos
ao limite integral deveriamos ter atentado para o fato
que em p — 0 o primeiro termo da soma (s = 0) diverge
e se torna infinitamente maior que qualquer um dos ter-
mos restantes. Portanto, & Eq. (18) devemos acrescen-
tar um termo que leve em conta esta divergéncia

1 V = AT
=~ It T (21)
. , —
no

Um célculo simples nos mostra que a equagao de es-
tado (20) ndo muda, e por isso o primeiro termo do
lado direito da equacao acima nao contribui para a
pressao - termo este que corresponde justamente a ng,
as moléculas no estado fundamental. A nova equagio
para n, como podemos ver pela figura 2 d4 assim conta,
de maneira satisfatéria, da dificuldade matematica en-
contrada em (18). Nela podemos ver que n agora vai
continuamente a infinito e somente no caso em que
0 < —p/kpT < 1/n. Para valores de —u/kpT 2 1/n o
termo para ng em (21) é pequeno. Para A = 1 qualquer
valor de n > n* é possivel e compativel com (21) e o
nimero de particulas no estado fundamental serd dado
por ng =n — n*.
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0 1 A

Figura 2 - O nimero n de particulas como fung¢ao da fugacidade
X = exp(p/kpT) obtido pela correta extensao da curva (19) pela
consideracdo do estado fundamental. Observe que para efeito de
visualizagdo a divergéncia para n — oo foi suavizada.

Podemos aqui fazer uma objecdo & maneira pela
qual se corrigiu a Eq. (18) pois se acrescentamos a
ela explicitamente um termo para levar em conta ng,
porque nao fazer o mesmo para ni, ne € assim por di-
ante? Um célculo relativamente simples nos mostra que
isto nao é necessério [31} [32]. Consideremos a inclusao
do termo para o nivel de energia £; acima do estado
fundamental

1 1 V = A"

e—n/ksT _ 1 " glei—p)/ksT —_1 ' A3 — 5

n =

Apenas para valores de —u/kpT e e1/kpT muito pe-
quenos é que suas contribuigdes, quando comparadas
ao resto da somatdria, serao significativas. Neste caso
elas valem aproximadamente

1 1

Tu/keT - kel

A energia 7 vale, no entanto

h? 4r?
3 = —
! 2m V3
€1 A3 % 1
— = - T2
k’BT v ns

onde introduzimos a conhecida expressao do volume es-
pecifico v = V/n. Na regiao de interesse no entanto
temos que A®/v ~ 1 e —u/kgT ~ n~!. Portanto em
uma primeira aproximacao

1 1
(e —w/keT s+

Wl

Assim, na regiao onde ambos os termos sao relevantes,
o termo correspondente ao primeiro estado excitado é
menor que o do estado fundamental por um fator n=s.
Para um sistema de aproximadamente n ~ 1020 isto
implica que ele é de um fator de 10~7 menor e por-
tanto desprezivel. Basta entao adicionarmos um termo
de correcao a Eq. (18) da maneira que o fizemos desde
que o numero total de moléculas seja suficientemente
grande.

Concluindo, enquanto estivermos abaixo da den-
sidade de transigao, apenas uma pequena fracao das
particulas ocupard o estado fundamental, fazendo com
que (18) e (21)) sejam praticamente idénticas. Contudo,
acima da densidade critica a segunda equagao é a cor-
reta, sendo que a primeira nao é mais valida.

4.2. A CBE: uma condensagao real?

A Condensagéo de Bose-Einstein como fendémeno fisico
é hoje um fato indiscutivel. No entanto, com que
tipo condensagao estamos tratando? Seria a CBE uma
condensacao real no sentido de uma condensagao gés-
liquido em um gas interagente? A CBE é normalmente
chamada de “condensacao no espago de momento” ,
pois acima da densidade de transigdo (ou equivalente-
mente abaixo da temperatura de transigdo) uma fragao
finita das particulas ocupa o estado de momento 0.
Numa condensagao “real” temos a separacao das fases
- podemos ver com nossos préprios olhos as goticulas
que se formam e se precipitam devido ao campo gravi-
tacional. No entanto, como W. Lamb e A. Nordsieck
mostraram em 1941 [33], ndo hé grandes diferencas en-
tre esta condensacao e a CBE, afinal o préprio Einstein
usou em seu artigo esta analogia para explicar a “con-
densacao sem interagao” . Lamb e Nordsieck argumen-
taram que se colocarmos o gas num campo gravitacional
suficientemente intenso, surgird uma separacao espacial
das fases. Vale neste ponto lembrarmos que nos mo-
dernos experimentos para obtengao de condensados a
segregacao espacial é obtida por confinamento 6ptico
ou magnético, uma vez que o campo gravitacional é
muito débil e estes métodos sao bem mais eficientes.
A idéia da segregracdo por campos gravitacionais é no
entanto interessante e bastante ilustrativa, pois nos per-
mite visualizar a analogia que Einstein fez no seu artigo
original ao falar de uma “...compressdo isotérmica do
gds.”.

Imaginemos, como ilustrado na Fig. 3, dois recipi-
entes (I e II) conectados, com paredes diatérmicas e
dispostos de tal maneira que haja, entre as moléculas
que se encontram em cada um deles, uma diferenga de
energia y devido a presenca de um campo de forcas -
no caso o campo gravitacional (y = mgh). Descon-
sideremos quaisquer diferencas de energia potencial en-
tre moléculas que estejam no mesmo recipiente. Nesta
situagao nds teremos,
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Figura 3 - Condensagao do gés de Bose-Einstein em um campo
gravitacional (da ref. [31]).

Se fizermos x/kpT suficientemente grande, o gds no
recipiente II terd, para —u/kpT > 0, o comportamento
de um gas ideal

n\ 1 ker ks _ (P
V), A3 kT ) ¢y

Por uma compressao isotérmica do émbolo do recipiente
11 é possivel aumentar (n/V); de tal maneira a trazer p
para proximo do valor 0. Préximo deste valor do poten-
cial quimico haverd em I n;* = 2.612 VI/A3 moléculas.
Se continuarmos pressionando o émbolo nunca atingire-
mos o valor de y = 0, mas a pressao se mantera cons-
tante e um numero cada vez maior de moléculas passara
para o recipiente I (de menor energia). Este comporta-
mente porém é exatamente idéntico ao de um gas real
em um dispositivo idéntico ao descrito acima. Obser-
varemos um aumento da pressao até o momento em que
for atingida a pressdo de saturagdo do vapor em I. A
partir deste ponto, toda a molécula que for comprimida
neste recipiente passard para o estado liquido a pressao
constante. Para um gés real, a isoterma no plano P-V
estd esquematicamente representada na Fig. 4.
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Figura 4 - Isoterma de um gés real para uma temperatura abaixa
da temperatura do ponto critico. A medida que o gés vai sendo
comprimido, atinge-se a pressao de saturagao do vapor Ps, a par-
tir da qual as moléculas do gds comecam a passar para o estado
liquido e a pressao se mantém constante. Durante esta transicao
de primeira ordem ha a coexisténcia de fases. Apés liquefeito, a
pressao passa a variar novamente.

As equagdes do gas de Bose-Einstein adquirem uma
forma bastante instrutiva se definirmos a quantidade
n, por meio de

V emsT” 1

B A T R — 24
" A3 T% 1o eik};T_l ( )

Com estas defini¢oes temos assim

n = no—i—irnT,
3 "
g = ik}BT;nT,
P 1 &
m = V;RT

Podemos interpretar n, como o nimero de goticulas
de 7 moléculas entao pelas expressoes acima vemos que
cada goticula contribue para os valores da energia e
pressao com o mesmo valor, de maneira andlogo aquela
obtida na teoria do gds cldssico (¢f. Apéndice). Esta
interpretacao da grandeza n, pode ser ainda reforcada
por um outro argumento: a férmula barométrica da
mecanica estatistica cldssica.

A férmula barométrica nos diz qual a distribuigao de
altura das moléculas de um gas em fungao da sua ener-
gia potencial: no caso do aparato descrito na Fig. 3,
uma molécula no recipiente superior possui uma energia
potencial adicional x = mgh em relagao as moléculas
abaixo, ou seja, o fator (e —pu)/kgT deve ser substituido
por (e +x — u)/kpT. Com esta modificacao a Eq. (24)
nos déd, para a concentragao n,/V

mah mr_on
(pr)n = (pr)oe™sT" = (PT)OekBTg

ou seja, as goticulas comportam-se como se fossem
particulas de massa Tm.
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5. Outros resultados

Apés discutir o fendmeno da condensacao Einstein se
volta, no §7, a rebater a critica feita por Ehrenfest
quanto a independéncia estatistica de niveis, neste que
é talvez o mais “didatico”de todos os paragrafos do se-
gundo artigo. O préprio titulo que Einstein deu a esta
parte de seu trabalho deixa clara a intencao do autor
[34].

A questao na verdade remonta a uma importante
mudanga feita ainda por Bose em seu artigo e ja discu-
tida na secao 3: a de que, diferentemente de Boltzmann,
a independéncia estatistica diz respeito a niveis e nao
a particulas. Pelo que podemos depreender do sucinto
comentario de Einstein, a critica parecia ser simples-
mente o fato de tanto ele quanto Bose nao chamaram a
atencao para este fato devidamente. Como afirma Eins-
tein, a questao é fundamental pois caso se utilizasse o
método de Boltzmann chegar-se-ia a equagao do gas
ideal (no caso de Bose, & lei de Planck-Wien). Eins-
tein, em um mais um exemplo de seu poder intuitivo,
diz que diferentemte de Boltzmann, a contagem de Bose
“expressava indiretamente uma certa hipotese acerca
da influéncia miutua de moléculas que por hora tinha
uma origem misteriosa”. Essa origem misteriosa é na
verdade a correlagdo induzida pelo simetria (ou antis-
simetria, no caso de férmions) da funcao de onda e a
chave para o fenomeno da condensagao. Para enfatizar
a diferenca entre as contagens de Boltzmann e de Bose,
Einstein deduz novamente a equac¢ao para o nimero de
estados W, mas de uma maneira diferente da que fizera
no primeiro artigo, onde seguiu os passos de Bose. Ele
chegou assim a expressao

W Hn,,—&—z,, 1)! (25)

nyl(z, —1)!

que ¢ aquela usado nos livros-texto atuais [35].

Para corroborar o método de Bose frente ao de
Boltzmann, Einstein mostra finalmente que o primeiro
é condizente com a terceira lei da Termodinamica (Teo-
rema de Nernst de 1914), que afirma que no limite de
T — 0 a entropia S tende para uma constante univer-
sal que independe de quaisquer parametros fisicos que
caracterizam o sistema em estudo, o0 mesmo nao ocor-
rendo caso utilizemos o método de Boltzmann. Esse
resultado segue diretamente da expressao acima, pois
no limite T" = 0 todas as particulas vao para o estado
fundamental (ng = n, n, = 0 para v # 0) e portanto
W = 1. Como S = kpInW segue imediatamente que
neste limite S = 0.

Um outro resultado importante neste artigo mas ao
qual se faz pouca referéncia quando se discute o se-
gundo artigo de Finstein é a sua deducao, no paragrafo
8, da dualidade onda-particula de L. De Broglie. Eins-
tein chega aqui a dualidade por um caminho diferente
daquele trilhado por De Broglie, a quem se refere de
maneira bastante elogiosa em uma nota de rodapé.

Einstein comega o pardgrafo intitulado Propriedades
da flutuagcdo do gds ideal aplicando uma teoria de
flutuagbes por ele desenvolvida em um importante
trabalho de 1909 sobre a radiagdo de Planck [30].
Naquele ano Einstein mostrou que a flutuagao no valor
quadratico médio (E?) — (E)? da energia F da radiagao
de um corpo negro em equilibrio térmico a temperatura
T era dada por é dada por

3
(E*) — (E)? = ( hvp + s p? )udz/

onde p = wu(v,T) representa a fungdo espectral de
Planck. O primeiro termo na flutuacao nao aparece
caso usemos a distribuicao de Wien, mas apenas o
segundo. Em seu famoso trabalho de 1905 Einstein
afirma, de maneira muito andloga ao que diz no presente
artigo “Se este termo aparecesse sozinho ele correspon-
deria a flutuacdes que surgiriam caso a radia¢Go com-
sistisse de quantas puntuais independentes se movendo
com energia hv”. A equacao por ele deduzida em seu
artigo é

2

v L + E (26)
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&)

ny

«

Como diz Einstein O quadrado do wvalor médio
da flutuagao relativa das moléculas do tipo selecionado
é formado pela combinagdo de dois somandos. O
primeiro apareceria sozinho caso as moléculas fossem
mutuamente independentes. A isto, soma-se uma con-
tribuicao da flutuagdo quadrdtica média, [contribuicdo
esta] totalmente independente da densidade média de
moléculas e determinada apenas pela regidgo elementar
AE e pelo volume. Ela corresponde no [contexto] da
radiacao a flutuacdes na interferéncia. Pode-se inter-
pretd-la de wma certa maneira também no gds em se
associando a ele, de maneira adequada, uma radiacdo
e em se calculando as flutuagoes na interferéncia a ela
associadas” . Einstein repete entao o calculo de De
Broglie e conclui finalmente que “... Vé-se deste modo
que a um gds se pode associar um campo oscilatorio
escalar e convenci-me através de cdlculos que i repre-
senta a flutuacdo quadrdtica média deste campo desde
que ele corresponda o regido de emergia AE por nds
acima estudada.”

Esta dedugao é seguida de uma discussio (paragrafo
9) onde Einstein discute os efeitos da interferéncia entre
ondas materiais na viscosidade de gases. O paragrafo 10
¢é de interesse mais historico pois Einstein discute nele
a relacao entre a teoria por ele deduzida e a teoria de
elétrons em metais. O conceito de férmions ainda era
desconhecido de Einstein, vindo a ser introduzido na
Fisica ainda em 1925 e 1926 por Pauli e Dirac. No en-
tanto, é curioso notar que Einstein comenta sobre uma
possivel relagao entre um CBE e a supercondutividade.
Embora a condensagao nao seja a base fenomenoldgica
da supercondutividade, os pares de Cooper sao bdsons e
portanto sujeitos aos principios que regem a fisica deste
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tipo de particula. Apods feitas estas discussoes, Einstein
encerra o artigo com uma expansao da equacao de es-
tado do gés ideal quantico para mostrar como obter a
equagao do gas ideal no limite de comprimentos de onda
térmico muito pequenos.

A questao da dualidade onda-particula e a priori-
dade na sua descoberta - teria sido ela fruto do tra-
balho de De Broglie ou houvera Einstein pensado nisto
antes? - é o assunto de uma interessante discussao de
A. Pais [37]. Pelo que lhe contou De Broglie, Einstein
estava a par de seus trabalhos de 1923 pois Langevin,
seu orientador, antes de aceitar sua tese, houvera man-
dado uma cépia a Einstein para que este emitisse uma
opinido sobre o assunto. Einstein respondeu que o tra-
balho de De Broglie lhe parecia bastante interessante
(e isto podemos confirmar pela nota de rodapé de Eins-
tein). Langevin aceitou entdo a tese de doutorado de
De Broglie. Para Pais isto torna Einstein o tinico e
verdadeiro “padrinho” da mecanica ondulatéria.

6. Conclusoes

O trabalho de Einstein, ndo obstante decorridos 80 anos
desde sua publicacao, é de extrema atualidade. Em
1995, com a obtengao de condensados pelos grupos de
W. Ketterle no MIT e Wieman e Cornell no JILA, a
area ressurgiu de maneira bastante vigorosa e o nimero
de publicagoes sobre o tema CBE explodiu vertiginosa-
mente. A CBE, seja por nos remeter a questoes de fun-
damentos da fisica, ou por suas possiveis praticas na
fabricacao de “laser” de matéria [9] ou na realizagao de
protocolos de swapping na computagdo quantica [38],
tornaram o tema uma &area de intensa atividade expe-
rimental. Embora os condensados “reais” ocorram em
condicoes longe de ideais e os métodos de tratamento
do problema devem levar em conta interagoes entre os
atomos [11}, 8], este fato ndo enfraquece de modo algum
a atualidade das idéias de Einstein. No entanto, o cam-
inho percorrido foi longo, e a Condensagio permaneceu
durante muitos anos, como um fenémeno no minimo
exético. A mudanga comegou a ocorrer apenas 13 anos
apos o trabalho original de Einstein, quando Fritz Lon-
don, em uma breve nota publicada na edigao de 9 de
abril da revista Nature, sugeria que a transicdo do *He
para a fase superfluida poderia ser entendida como uma
condensacao de Bose-Einstein [4]. Coincidentemente,
neste mesmo ano, em um trabalho em colaboracao
com Boris Kahn, Uhlenbeck retirou sua critica, mas
em funcao de um outro argumento que, nas palavras
do préprio Uhlenbeck, devia-se a uma questao sobre a
qual ele e Einstein até entao nao sabiam ser mais pro-
funda: a existéncia de uma transicao de fase sé é rigo-
rosamente possivel no chamado limite termodinamico
onde N — o0, V. — oo com N/V fixo [17]. A proposta
de London foi seguida por Laszlo Tisza, que em 2 tra-
balhos desenvolveu uma teoria de Bose-Einstein para
o hélio superfluido [39]. Porém em 1941 o fisico russo
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L.D. Landau questionou esta interpretacao: partindo
de uma abordagem totalmente diferente (e tdo bem
sucedida que é utilizada até os dias de hoje), Landau
introduz uma teoria de um fluido quéantico, em contra-
posigao & teoria de dois fluidos de Tisza [40]. Segundo
Landau, o problema fundamental na teoria de Tizsa é
que ha uma forte interagao entre os dtomos de hélio e
portanto seria impossivel que o condensado fluisse sem
viscosidade (ou seja, sem colisdo) por entre os dtomos
nao condensados. A polémica arrastou-se por anos. A
solucao do aparente paradoxo coube a N.N. Bogoliubov
e R.P. Feynman [41],[42], o primeiro desenvolvendo uma
teoria perturbativa de gas de bdsons interagentes (1947)
e o segundo mostrando, por meio de suas integrais de
caminho, que na realidade o potencial interatomico nao
exclufa a existéncia da condensacao (1953) e portanto
as duas teorias eram compativeis. Mesmo assim, a cer-
tificagao inequivoca da existéncia de um condensado no
4He ocorreu apenas em 1995 [43], o mesmo ano em que
Ketterle, Cornell e Wiemann publicaram seus trabalhos
(e pelos quais foram laureados com o Prémio Nobel de
Fisica em 2001). A condensagao de Bose-Einstein é hoje
um fato e, pelo que podemos prever, continuard sendo
um tema de grande interesse por muitos anos.

7. Apéndice: A teoria classica da con-
densacao em gases interagentes se-
gundo Mayer

A teoria cléssica e quantica da condensagao em gases in-
teragentes foi em grande medida impulsionada pelo tra-
balho de Einstein aqui discutido e as polémicas que ele
suscitou. Embora nos pareca mais justificavel, do ponto
de vista logico, desenvolver aqui uma teoria quantica da
condensagao, para efeitos didaticos desenvolveremos a
teoria cldssica como feita por J.E. Mayer [16]. O for-
malismo de Mayer foi estendido para o cendrio quantico
por B. Kahn [44].

O gas ideal cldssico nao tem fases e portanto nao
se condensa, diferentemente do caso quantico, onde o
gés ideal estd sujeito a uma condensagao de uma na-
tureza diferente. Em ambos os cenérios, seja ele classico
ou quantico, a condensagao gas-liquido se da pela pre-
senca de forcas atrativas entre moléculas. Assim, para
desenvolvermos uma teoria de gases interagentes intro-
duzimos interagoes entre particulas por meio de um po-
tencial U. Exigimos que este potencial seja fungao ape-
nas da distancia r entre particulas, ou seja U = U(r).
Além disso ele tem as as seguintes propriedades: (a)
U(r — oo) = 0; (b) para grandes valores de r o poten-
cial é atrativo e (c) para valores de r < r’ o potencial é
fortemente repulsivo, onde 7’ é da ordem das dimensoes
de uma particula. Para um sistema de n particulas o
Hamiltoniano do sistema passa a ser assim

1 n n
H= % Zpl2 + Z U(rij) + Uparede (27)
=1

1<i<j<1
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onde o termo Upgreqe Tepresenta o fato que o sistema
estd confinado em um recipiente. Introduzimos a fungao
de particao cléssica devidamente normalizada [47]

1
h3nn)

Z(T7 ‘/7 N) = /eiﬁHdpl e dpndrl o drn

(28)
onde = (kgT)~!. O potencial da parede pode ser
incluido apropriadamente nos limites de integracao das
variaveis r;. A integracdo no espaco de momenta é di-
reta e nos resta assim

1
A3npl

1 .
= W/ H e PV gy, - dr,
n!

1<i<j<1

P
Z(T,V,N) = / e P Ulalgr, ... dr,

A integral nas posi¢ées nao tem solugdo exata a nao
ser em casos triviais. A idéia é assim buscar uma
solugao aproximada, e para isto introduz-se, no lugar
dos U(r;;), as funcoes de Ursell [45]

fij = f('rij) = 6_BU(TU) —1. (29)
Na Fig. 5 mostramos como essa fungao se comporta

para um potencial com as caracteristicas discutidas
acima.

U(r) A
T r’
-
f r A
(r) T,<T,
T

, >
. r
_1J r

Figura 5 - A energia potencial U(r) de interagdo entre duas
moléculas e a funcéo f(r) = e~PU(r) _ 1 para dois valores difer-
entes de temperatura. r’ representa uma distancia da ordem do
tamanho de uma molécula.

O integrando da Eq. (29) pode ser escrito assim na

forma

1<i<j<n

Multiplicando termo a termo temos
P
e VD — (L Y fiy+ > figfug ) (30)

A expansao da produtdria nos deixa evidente que
um célculo da funcdo de particdo para a maioria das
situagoes fisicas reais s6 é possivel de maneira aproxi-
mada. Em nosso auxilio, podemos recorrer a uma repre-
sentacao grafica de um termo da soma, associando a
ele um grafo da seguinte maneira: representamos cada
molécula por um ponto e ligamos as moléculas ¢ e j de
cada f;; que aparece explicitamente no termo.

® @06 ® @
® 19—9)

® ® & ®

® © ® O
S
9!

@t G&—
@

i Tik fi fi

fl] fik fij fik fik
Figura 6 - Do lado esquerdo da figura ilustramos
um grafo tipico, neste caso associado ao termo

f2,3f4,5f4,10f13,14 16,17 f16,23 f17,23 f18,26 f20,21 f20,27 f20,28 X
f21,28 f27,28 da Eq. (30). Temos trés complexos de 2 moléculas,
dois complexos de 3 moléculas e um complexo de 4 moléculas.
Ao lado direito da figura vemos as diferentes maneiras de
construirmos complexos de 3 moléculas. Da Ref. [46].

Ao primeiro termo da expansao (30), ou seja, ao fa-
tor 1, associamos um grafo sem arestas. Aos n(n—1)/2
diagramas com um sé termo f;; estdo associados to-
dos os n(n — 1)/2 grafos de uma s6 aresta. Na Fig. 6
ilustramos um termo tipico da soma e um grafo a ele
associado. Uma vez que as fungoes f;; decaem rapida-
mente para moléculas muito distantes umas das outras
(cf. Fig. 5), os tnicos termos que dao uma contribuigéo
significativa sao aqueles em que as moléculas estao fisi-
camente préximas - dai a terminologia para este tipo
de expansao: clusters ou aglomerados. O nimero de
moléculas de um cluster é representado pela letra [, e o
numero de clusters de [ moléculas por m;. Para a Fig. 6
temos assim

my =12, mg=3,

m3=2, 7’)14:17
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de tal maneira que vale

n
Zlml =n.
=1

Porém, na representacao acima, devemos levar em
conta que ha varias maneiras de ligar um mesmo aglo-
merado, como representado para o caso de um cluster
do tipo | = 3 no lado direito da Fig. 6: ha 4 possiveis
maneiras de conectar as 3 moléculas. A medida que va-
mos construindo termos com [’s maiores, o nimero de
combinacoes cresce rapidamente e aqui o método dos
clusters se mostra extremamente pratico, por nos per-
mitir representar a expansao em uma forma matemaética
fechada.

7.1. Somando sobre aglomerados

Por motivos de clareza vamos tratar de um caso sim-
ples e, a partir deste caso, extrair conclusoes mais gerais
sobre o método de clusters. Tomemos um exemplo de
n = 7 e em particular, olhemos para os termos que en-
volvam os indices 2, 3, 5, 6 e 7. Fatorando inicialmente
os termos da somatéria (30) que tenham o complexo
f23f35 em comum, temos a soma parcial

f23f35 (++)

Nao hé razao especial para escolhermos estes indices,
pois quaisquer outros poderiam ter sido escolhidos.
Mas, como podemos ver na Fig. 6, ha diversas maneiras
de combinarmos os indices acima. Considerando entao
todas elas temos:

f23f35(..._|_ .._|_...)’
f23f25(...+...+...>,
f25f35(..._|_ .._|_...)’
fosfosfas (oot )

Os termos entre chaves nas quatro expressoes sao
idénticos e podemos assim adiciona-los de modo a obter

(f23f35 + fa3fos + fosf35 + foz fosfas)(- -+ 4+ +)

Porém, com o segundo termo desta expressao podemos
proceder da mesma maneira, fatorando, por exemplo,
todos os termos que contém os indices 6 e 7. Teremos
assim a soma

(f23f35+"')f67 (++)’

onde o ultimo termo nao mais contém os indices 2, 3, 5,
6 e 7 mas somente os indices 1 e 4. Introduzindo agora
uma notacao mais compacta na forma

J23f35 + fasfas + fos fas5 + fasfos f35 = Z Hfij

2,3,5

Dahmen

onde 22’375 representa uma soma sobre todos os
possiveis complexos de indices 2, 3 e 5, teremos que
a soma (30) pode ser escrita na forma

©1,92,13 14,15 16,17,18,19

Definimos ainda uma notagdo mais pratica para as
diferentes integrais que aparecem na definicao de Z

%/drlzl,

1
/ f12dI‘1 dI‘Q

21V
= 7/47r7’2(67’8U(r) — 1)dr,

by =

by =

1
2
by = ﬁ/(f12f23+f13f23+f13f12

+f12f23 f13)dridradrs |

1
%

_ % (S TIfdes--do. (32)
l

1,2,3,-,

/(f12f23"'fl—1,l + -2 )dry - dry

Os termos I! e V! sao introduzidos por questdo de con-
veniéncia, como veremos posteriormente. Os indices
que aparecem nestas definicbes foram escolhidos por
uma questao de clareza pois, convém lembrar, hé por
exemplo varias integrais do tipo bs que sao obtidas de
todas as possiveis combinagoes dos indices ij tal que
1<i<j<n.

Estas integrais recebem o nome de integrais de clus-
ters (aglomerados) em referéncia aos grafos anterior-
mente discutidos. Tomemos como exemplo o céalculo
de by para um potencial U(r) que seja do tipo carogo
duro para pequenas distancias e atrativo para outros
valores de r, tendendo a 0 quando r — oco. Este tipo
de potencial representa a situagao em que as moléculas
sao esferas rigidas de raio rg, de tal maneira que para
r < 2rg o potencial é fortemente repulsivo. Além disso,
para r > 2rq o potencial é fracamente atrativo, quando
comparado com kg7 e portanto a funcao de Ursell se
comporta como

fry= -1 se r<2rg

. v(r)
T kgT

se 1> 2rg

Para o potencial em questao, consideremos inicialmente
a integral [ fiodridrs. Ela serd praticamente igual a
zero a menos que estejamos nas proximidades de rq, de
tal maneira que

/flzdl‘1d1‘2 = /f(r)47rr2dr
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é independente de r;. A contribuicdo do somando fio
a integral (29)) é portanto

V"_l/ f(r)47rr2dr
0

Nesta expressao o termo V"~ ! surge das integrais sobre
o volume das variaveis restantes. Para o potencial de
caroco duro temos assim para by a equagao

= —7/ f(r)anridr = — 74—(27"0)2

573
_ 2k;BT /Z G Vamr2dr .

O primeiro termo do lado direito da equacao é igual
a —4vg, onde vy representa o volume da molécula e o
sinal negativo deve-se a repulsao do caroco. O segundo
termo, que é positivo, decorre do carater atrativo do
potencial U(r) na regido de integragdo, contribuigao
esta que aumenta com a temperatura. Fisicamente, se
parassemos o calculo de Z em by, 0 que obteriamos
seria uma primeira correcao a equagao do gas ideal
PV = nkpgT por dois fatores: o primeiro estd rela-
cionado ao fato que as moléculas tem um volume finito
- no gas ideal elas sdo puntuais - e portanto ha o volu-
me do gds nunca sera zero, como no caso do gas ideal.
O segundo termo da corregao corresponde a diminuigao
da pressao em virtude da atracao intermolecular. Em
outras palavras, obteriamos a equagao de van der Waals

nkBT_i
Vb V2’

onde a relacao entre by e os parametros a e b de van der
Waals é dado por

P =

(33)

by=——+—3. (34)
As integrais de cluster sdo tais que para grandes
distancias entre moléculas os integrandos sao proximos
de 0 e portanto o valor da integral sobre as | — 1
coordenadas sao independentes da posicao da [-ésima
molécula. A integragao sobre [ nos dd um fator V que
assim se cancela com o fator de normalizacao. Esta
aproximagao s6 vale obviamente se o volume no en-
torno de uma molécula no qual o integrando é diferente
de zero for pequeno comparado ao volume V. Se o raio
de agao da molécula for pequeno, entao as integrais de
cluster serao independentes de V' e teremos que no li-
mite termodindmico os b; sdo bem definidos e finitos

lim b;(V) =20 .
Vgnoo l( ) !
Podemos afirmar, pelas consideragoes acima, que

contribuigdo de um somando de (30) a funcdo de
partigao sera

11 .
WEH(V by )™ . (35)
Tl

Falta ainda determinar quantos termos deste tipo
aparecem na soma, ou seja, de quantas diferentes
maneira é possivel arranjarmos n moléculas em com-
plexos de mq, ms, - -+, m; moléculas. Por exemplo con-
sideremos o caso representado abaixo

12 34 56 78 91011 121314
o O o O o O o O O O O O O O
~—~

m1:2 m2:3 ngQ

A partir das n! possiveis permutagoes de n moléculas
nao se obtém uma nova distribuicao. Isto porque se tro-
carmos os 2 complexos m; ou os 3 complexos do tipo mo
entre si, nada acontecerd. Além disso néo se obtém uma
nova configuragao quando dentro de cada complexo se
faz a troca entre moléculas, como por exemplo pela
permutagao das moléculas 9, 10 e 11 no complexo ms.
Deste modo, a soma caracterizada pelas configuragoes
do tipo descrito acima entra com o fator

n!

L™

na contagem total, de modo que a configuragao (31)
contribui com o fator

1 Vi)™
rel! o (36)

Finalmente, temos que somar sobre toda a sequéncia
de nimeros compativeis com ), lm; = n, de modo que
ficamos, ao final, com a fungao de partigao

_ I W)™
Z(T,V,N)—WZ HTI' (37)
onde Zl representa a soma sobre todos os
mi, Mg, - -+ ,my tais que >, lm; =n.

A dificuldade do método dos clusters esta nao ape-
nas nos calculos dos b, mas também em calcular a
soma em (37) em funcdo da restrigdo imposta pelos m;.
Este problema pode ser contornado pelo emprego do
chamado ensemble grande candnico onde, ao invés de
trabalharmos com a funcao de particao, trabalhamos
com a grande funcao = definida por

== f: Z(T,V,N)e (38)

Esta simples generalizagao traz consigo uma importante
consequéncia: ao somarmos sobre todos os possiveis
valores de n, a soma restrita sobre os m; em (37)
passa a ser uma soma irrestrita. Isto porque sendo
exp(un/kpT = exp(pu ), Imy/kpT) a soma sobre n im-
plica que agora podemos sobre sobre os m; de 0 a oo
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independentemente e portanto a funcao = poder ser es-
crita como

ul
—_ VbleW 1
== H(Agl )

wl
kT
A soma sobre m; reproduz exp(‘/b’/imB) e portanto

— =V b
In= = Fe BT (39)
1=1
Das conhecidas relagoes
Oln= Oln=
= kgT ;. P=kgT
n B (‘3u 3 B Ei%

e utilizando a notagao de Einstein para a fugacidade
(= \), obtemos finalmente

=V
n = R — (40)

P

kT Z = (41)

Para o gés classico nao interagente by = 1 e b; = 0 para
I # 1, de onde segue trivialmente que PV = nkgT.
Comparando estas equagoes com as equagoes funda-
mentais (18)) e (20) do gés de Bose-Einstein, podemos
dizer que ele é andlogo ao um gas cldssico interagente
cuja integral de cluster b; vale

AS(l—l)
l

b= (42)

N

A andlise do raio de convergéncia das expressoes obtidas
nos levarao, da mesma maneira que Einstein, a deduzir
as propriedades de analiticidade destas somas. Essa
discussao é relativamente mais complexa em funcdo
dos termos da somatéria. Para tanto faz-se uso dos
métodos da anélise funcional, em particular do teorema
de Cauchy e do método do ponto-de-sela, que podem
ser aplicadas estendendo-se A para o plano complexo. O
essencial esta no fato que a argumentacao fisica é muito
préxima aquela que fizemos na secao 5. Aos leitores in-
teressado nos detalhes mateméticos indicamos a tese de
doutorado de B. Kahn [44] ou o excelente livro de A.
Miinster [47], uma vez que devemos abrir mao de uma
discussao detalhada deste ponto por motivo de espaco

Lembramos aqui que o tratamento de clusters, como
apresentado, foi desenvolvido para particulas classicas.
A extensao para o caso quantico foi feita por Kahn e
Uhlenbeck em [17] e, surpreendentemente, chega-se a
uma expressao para b; idéntica a Eq. (42) mesmo na
auséncia de interagoes! Como pode entao o gas de Bose
e Einstein, que nao é interagente, exibir as propriedades

Dahmen

como se o fosse? Uma maneira de vermos isto é com-
parando a funcao de particado Z classica e quantica. Z
pode ser escrita de uma forma bastante geral [48]

Zy = Zg{np}e_ﬁE"P ) (43)

onde definimos

E{np}zz:epnp; nzZnP.
P P

Para o gés classico ou o gis de Bose np pode ser qual-
quer numero entre 0 e co. Porém, o niimero de estados
g{np} correspondente & ocupagao {np} é dada por

g{np} =1

n' 7’ .
H no caso classico.
Np

Para o gas classico de Boltzmann temos assim

no caso de Bose;

g{n p}

—pBnoeo ,—PBnier
e e
chass = Z (71()'711')
no,Mny1,
G R R AT L (7

onde na ultima passagem usamos o teorema multino-
mial. Ha uma interpretacao simples para Z.,ss: uma
vez que as particulas nao interagem, a funcao de
particao é dada por um produto de n fungoes de
particao de uma particula. Ja no caso do gas de bdésons

quant Z eiﬁEnp ’ (45)

Mo,y

é impossivel fazer explicitamente a soma sobre as con-
figuracoes {np} devido a restricdo n = > np. A
fatorizagdo aqui é impossivel pois, contrariamente ao
caso cléssico, as particulas nao sao estatisticamente in-
denpendentes. Esta fato, fruto das propriedades es-
tatisticas dos boésons, é o responsavel pelo surgimento
da correlacao estatistica entre particulas e em tltima
instancia pelo fendmeno da CBE.
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