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Sei permitido, no contexto do @odo dos multiplicadores de Lagrange, supor gnewos rdo-hobnomos

ja eséio em vigor durante a constg da lagrangiana? Este procedimento, embora aplicado com sucesso ao
problema da moeda rolante num livro recent&g tem validade geral, como demonstramos por meio de um
contra-exemplo. Em muitos casos, o uso tieulos rdo-hobnomos no processo de constiaga lagrangiana

€ permitido, mas as equags de movimento correta8sas equdies de Voronec.

Is it allowed, in the context of the Lagrange multiplier formalism, to assume that nonholonomic constraints are
already in effect while setting up Lagrange’s function? This procedure, although successfully applied in a recent
book to the problem of the rolling penny, is not valid in general, as we show by means of a counterexample.
In many cases the use of nonholonomic constraints in the process of construction of the Lagrangian is allowed,
but the correct equations of motion are Voronec’s equations.

No formalismo dos multiplicadores de Lagrange apli- As equades de inculo $i0
cado a sistemas aw-hobnomos, a lagrangian& es-
c[ita como se Nbo houvesse iaculos.  Os inculos & = Rw, = Rf'sen — Ry serd cos ¢,
nao-hobnomos &o levados em conta na formuax das
equa@es de movimento, masaa durante a constraQ . .
da lagrangiana. Construir a lagrangiana admitindo que os Y= —Rw, = —ROcosg — Rpsendsenp . (2)
vinculos p esiio em vigoré completamente equivalente ~ )
a substituir as equaes de inculo na lagrangiana escrita EM termos dosingulos de Eulep, 0, ¢ a lagrangiana (1)
como se @0 houvesseiuculos. E tentador admitir como ~ toma a forma
verdadeiro que, juntamente com as e@ascde inculo re-
levantes, a lagrangiana reduzida resultante sempre fornece B2
as equages de movimento corretas do sistema. O procedi- 1 — @($2+y-2) + mi((p +602+4)? +2¢1 cos ) . (3)
mento que acabamos de descrévasado com sucesso num 2 5
livro recente [1] para resolver o problema de uma moeda ro- .
lando sem deslizar sobre um plano inclinado. Infelizmente, D€ acordo com o &todo empregado em [1], que leva
ao contéario do que o referido livro parece sugerir, esta abor- €M conta o rolamento sem deslizamento na corétrata
dagem Aoé valida em geral, como passamos a demonstrarlagrangiana, a energia éticaé escrita exclusivamente em
com a ajuda de um contra-exemplo. termos dos_grgus de I|be~rdade rotacionais tomando 0s mo-

Considere uma esfera hontawea rolando sem deslizar mentos de iércia em reI_a@o ao ponto de contato da esfera
num plano horizontal. Este problergaratado pelo todo €0 0 plano. A lagrangiana passa a ser
dos multiplicadores de Lagrange em [2]. Sejany, Z ei-
X0s cartesianos fixos no espacgo, com o éxaerpendicular
ao plano. Os momentos principais déticia em relago ao I = 1
centro da esferad® todos iguais @nR?/5. Sex,y S0 2 5
as coordenadas do centro da esfera, a lagrangiana, que
confunde com a energia ética,é dada por

TmR?, ,

1 2mR?
(wx+wy)+7 = 2

wi .
2 5 g

(4)

se . , .

EGStae exatamente a lagrangiana que se&obinserindo as
equa@es de inculo (2) na lagrangiana (1), que foi escrita
2 como se Ao houvesseinculos. Em termos ddsngulos de

R ; )
L= %(:f +9%) + m?oﬂ . 1) Euler a lagrangiana reduzida (4) torna-se
]

2 2
L= L’;{? (0% + )% sertd) + %((f + )2 cos? 0 + 2¢n) cos B) . (5)
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Como as vadveisz e y nao aparecem na lagrangiana reduzigae acordo com o raciguio usado em [1] as equdes
de vinculo (2) rao si0 mais relevantes para a formilagdas equdies de movimento. Em particular, a eqaagle Lagrange
parad &

d (0L OL " . ..
—[=)-= =0 = 70— 5¢?semcosf + 2¢sed =0 . 6
dt(%) e 7 senfcos 6+ 20 (6)
|
O tratamento deste problema pelétwdo dos multipli- vinculos, mas neste caso as ediescde movimento corre-
cadores de Lagrange mostra que os dois multiplicadores dé¢as €0 as equdies de Voronec. Dado um sistemaatimico
Lagrange &o nulos [2]. Segundo a equEx(58d) de [2], a  descrito pela vaaveis configuracionaig, . . . , ¢,, suponha
equa@o de movimento correta pafa@ gue asn primeiras velocidades sejam independentes e que
ask = n — m velocidades restantes possam ser expressas
0+ gihsed =0 , 7) em termos das demais por meio das edeag

m

gueé completamente diferente da eqaa¢6). As equaies ) )
diferenciais (6) e (7) em geral fornecem diferentes Si#sg Im+1 — Zaz]‘qj =0, 1i=1....k, (®)
parad porque¢, 0,1, ¢, 0,1 podem ser arbitrariamente es- =1

colhidos em qualquer instante particutgr E claro, por- em que os coeficientes; sao fun@es das coordenadas ge-

tanto, que a abordagem sugerida emg tlesprovida de ge- neralizadasg;, . . ., ¢,.

neralidade, pois funciona para a moeda rolante mas fracassa Sejal a lagrangiana escrita sem levar em considarac

para a esfera rolante. as equages de inculo (8). Se a¢ Ultimas velocidadess®
Num trabalho anterior [3], observamos g@eossvel eliminadas da lagrangiana por meio das eea8), uma

efetuar uma red@p da lagrangiana levando em conta os lagrangiana reduzida resulta:

J

L(qla"qua(jla"wq.nat) :I_’(Q17"'7Q’rl7q'17"'>q'mat) . (9)
As equades de movimento de Voroneas|[3,4]

d (0L\ 0L <~ 0oL " &L OL
J— - _——_—= 7@1/2‘—"— 7bly, i:1,...,m, 10
dt <a%) aQi ; an—O—u uZ:l ]; 8(]m+u i ( )
em que
da,;  Oay; k day; day;
by = LA £ ( AT — Y _q 1> . 11
J 8Qj 8Qi Z 8qm+u #J 8qm+u " ( )

pn=1

Fazenday, = ¢,q2 = 0,93 = ¥, q4 = x,q5 = y, Nno caso da esfera rolante = 3 e k = 2. As equades de inculo (2)
podem ser escritas na forma (8) com

al] = 0, aip = RSGnQﬁ, aiz = —Rserﬂcosqﬁ, ags1 = 0, a9 = —RCOS¢, ag3 = —Rsemsen(ﬁ . (12)

A definicao (11) fornece imediatamente @sicos coeficientesao nuloshy;:

bly = —byy = —Rcosp , bj;=—by, = —Rsendsenp , bsy = —bs, = Rcosfcos¢ , (13)
bl, = b3, = —Rseny , bi, = —b3, = Rsenfcosp , ba; = —biy = Rcosfsenp . (14)
Segue-se que a equE;de Voronec par@é
2. . 2mR2 . . . . . .
TmAG mR?1)* serd cos 0 + mh P send = mi (b, é + bisih) + my (b3, d + b2g0)) . (15)
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O uso das equdes de inculo (2) e um pouco dalgebra fornecidas pelo mtodo dos multiplicadores de Lagrange.
reduzem estaltima equago a
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0+ ¢ppsend =0 (16)
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