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Neste artigo é apresentado um método numérico que pode ser utilizado por alunos de graduacao para a
solugao de problemas em fisica quantica de poucos corpos. O método é aplicado a dois problemas de dois corpos
geralmente vistos pelos estudantes: o dtomo de hidrogénio e o déuteron. O método porém, pode ser estendido

para trés ou mais particulas.

Palavras-chave: problemas de poucos-corpos, método variacional.

In this paper it is presented a numerical method that can be used by undergraduate students to solve quan-
tum few-body problems in physics. The method is applied to a couple of two-body problems that are usually
seen by students: the hydrogen atom and the deuteron. However, the method can be extended to three or more

particles.
Keywords: few-body problems, variational method.

1. Introducao

O estudo do riquissimo campo denominado “fisica de
poucos corpos” pode ser encontrado em diversos con-
textos da fisica: sistemas subnucleares (quarks), siste-
mas nucleares (nucleos exéticos), estudo de moléculas,
e mais recentemente o estudo dos a&tomos no interior de
armadilhas atémicas. Todavia, é dificil precisar exata-
mente a quantidade a que se refere a palavra “pou-
cos”. Esta pode ser definida levando-se em conta as
limitagbes atuais (tanto computacionais como também
em relagao as técnicas para a resolugao dos problemas),
desta forma podemos considerar como “poucos corpos”
os sistemas constituidos por até 5 particulas.

Obviamente a complexidade para a resolucao dos
problemas aumenta com o nimero de particulas: po-
demos ir de um problema completamente solivel ana-
liticamente, como é o caso de alguns problemas envol-
vendo dois corpos, até problemas complicadissimos en-
volvendo trés ou mais corpos. Nestes sistemas é im-
prescindivel a utilizacao de métodos numeéricos para re-
solvé-los.

Existem iniimeras técnicas numéricas que podem ser
utilizadas. A utilizacao delas varia conforme a con-
veniéncia para o problema que se estd tentando resol-
ver: calculo do estado fundamental ou excitado, espaco
dos momentos ou configuracoes, etc.
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Neste trabalho apresentamos uma técnica numérica
bastante poderosa que pode ser utilizada para resolver
alguns problemas de poucos corpos no espago das con-
figuragoes. Ela funciona razoavelmente bem tanto para
os estados fundamentais como excitados. Uma des-
crigdo mais detalhada deste método (e nao tao acessivel
a alunos de graduagdo) pode ser encontrada na Ref. [1].
Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: na
secao 2 fazemos uma descrigao do método, nas secoes
3 e 4 mostramos a aplicacao do método para o dtomo
de hidrogénio e o déuteron. Finalmente, na secao 5
apresentamos as conclusoes.

2. Método numérico

Considere a equagao de Schroedinger HV = EV. A uti-
lizagdo de um método numérico é geralmente necessaria
quando nao sabemos como diagonalizar o hamiltoniano
H exatamente. O método descrito a seguir utiliza uma
expansao da funcao de onda ¥ para resolver a equagao
de Schroedinger

U=> ci¢:. (1)
i=1

Podemos demonstrar que a energia E é dada por (a de-
monstracao pode ser encontrada em livros de mecanica
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quantica. Ver, por exemplo, Ref. [2, p. 1148] ou Ref. [3]
p. 203))
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(2)
onde

hij = (¢ilH|$;), bij = (pil@y)- (3)

De acordo com a Eq. (2) temos agora um problema
de autovalor e autovetor do tipo hc = Ebc

n

> _(hij = Ebij)e; =0

j=1

(i=1,2,...n). (4

A solucao do problema pode ficar mais ou menos
complicada de acordo com a base ¢ escolhida, pois te-
remos que calcular os elementos de matriz dados pela
Eq. (3). Desta forma, a utilizagdo de uma base do
tipo gaussiana é conveniente, pois os elementos de ma-
triz podem ser calculados analiticamente. Assim, con-
siderando um problema em 3 dimensoes que dependa
somente de uma componente radial, podemos utilizar
uma funcao do seguinte tipo

i(r) = e TUT (5)

onde os parametros a; podem ser calculados utilizando-
se uma progressao geométrica a; = agp'~'. O parame-
tro ag e a razao da progressao p devem ser escolhidos
de acordo com o problema a ser resolvido, pois ambos
estao diretamente relacionados com o tamanho do sis-
tema, ou em outras palavras, com a extensao da fungao
de onda.

Os resultados abaixo para as integrais gaussianas
podem ser 1teis para o calculo dos elementos de matriz
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Utilizando as Eqgs. (6) e (7) acima os elementos de
matriz dados pela Eq. (3) podem ser facilmente calcu-
lados
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3. O atomo de hidrogénio

O atomo de hidrogénio é formado por um préton e um
elétron interagindo pelo potencial coulombiano dado
por
2 2
qg° 1 e
V(r)=— -=—— 11
(r) dmeg T T (11)

onde g é a carga elementar igual a 1,6 x 1071 C e
e? = ¢?/4meg. Aqui r representa a separacio entre o
préton e o elétron.

Utilizando as Eqs. (6) a (10), temos que os elemen-
tos de matriz para o atomo de hidrogénio sao dados
por

32 aja, 4me?
hij = 5= ——by = ——, (12)
Woa; + aj; a; + a;
3/2
2
a; + aj

onde u é a massa reduzida do sistema. Devido a dife-
renca entre as massas do préton (m,,) e do elétron (me)
temos que [~ me.

Aqui é interessante discutirmos um pouco sobre o
aparecimento da massa reduzida. Geralmente, quando
consideramos os problemas de poucos corpos estamos
interessados somente no movimento relativo entre as
particulas, ou seja, nao levamos em conta o movimento
do centro-de-massa. Suponha duas particulas sujeitas
a um potencial v. Assim, o hamiltoniano para esse sis-
tema pode ser escrito como

2 2
o L WL S (14)
2m1  2meo
onde ki e ko sao os momentos das particulas 1 e 2 de
massas mq € mo. Introduzindo o momento relativo p e
o momento do centro-de-massa k dados por

k =k; + ko, (15)
mok; —miks

= 16

p T (16)

na Eq. (14), conseguimos separar o movimento refe-
rente ao centro-de-massa

H=—— 47 +u, (17)

onde g = mymsa/(my + ms) é a massa reduzida do sis-
tema. Para o d4tomo de hidrogénio temos m; = m,, e
Mo = M.

As energias para o atomo de hidrogénio calculadas
analiticamente sao dadas por

Z%e4 Z2 13,6
pZe pZ* oo 13

- 2h2n2 = n?
(n=1,2,.). (18

E, = eV,

men?
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A constante R = mee*/(2h%) = 13,6 eV é chamada de
constante de Rydberg [3]. Z é o nimero de prétons que
para o atomo de hidrogénio ¢é igual a 1.

A resolucao do problema de autovalores e autoveto-
res pode ser resolvido utilizando-se qualquer sub-rotina
de diagonalizagao de matrizes. A Tabela 1 compara
os valores das energias obtidos pela Eq. (18) e pelo
método numérico. Os parametros utilizados para o
método numérico foram ay = 9 e p = 0,25, a escolha
desses parametros, assim como o tamanho da base esco-
lhida, esta relacionada diretamente com a extensao da
funcao de onda do sistema, conforme podemos observar
na Eq. (5). Todavia, a escolha destes parametros pode
ser otimizada (para se conseguir um resultado igual ou
melhor com uma base menor) utilizando-se, por exem-
plo, um método variacional [1] (os valores 9 e 0,25 fo-
ram escolhidos arbitrariamente somente para ilustrar o
método).

Tabela 1 - Tabela comparativa entre as energias do atomo de
hidrogénio calculadas através da Eq. (18) e numericamente. A
primeira coluna mostra o estado que se estd calculando. Todas
as energias estao em eV. Os nimeros entre parénteses indicam o
tamanho da base utilizada.

n  Analitica Numérica
1 -13,6 -13,59 (20)
2 -3,4 -3,37 (22)
3 -1,5 -1,43 (23)

4. Deéuteron

O déuteron consiste em um sistema de dois corpos for-
mado por um néutron e um préton. Em fisica nuclear
os nucleos costumam ter isdtopos. Isétopos sao niicleos
formados pelo mesmo nimero de prétons, mas que pos-
suem um numero diferente de néutrons. O déuteron é
um is6topo do nicleo de hidrogénio, o qual é constituido
por apenas 1 préton. Além do déuteron, o nicleo de
hidrogénio também possui outro isétopo chamado de
tritio que é constituido por 1 préton e 2 néutrons. To-
dos esses is6topos podem ser nicleos do dtomo de hi-
drogénio eletricamente neutro.

No caso do déuteron o hamiltoniano é dado por
H = % + V(r), onde u é agora a massa reduzida do
préton e néutron. Para V(r) adotaremos o seguinte
potencial

V(r) =Vie " + Voe P (19)

onde V; = 200 MeV, p; = 1.487 fm =2, V5 = —178 MeV,
p2 = 0.639 fm~2. Aqui r representa a separacao entre
o préton e o néutron.

Geralmente em livros-texto de fisica nuclear [4] o po-
tencial utilizado para se calcular a energia de ligagao do
déuteron é um poco quadrado. Isso nos permite sim-
plificar bastante o problema e extrair também varias
conclusoes qualitativas do problema. Na Fig. [1lo pogo
quadrado estd representado pela linha trago-ponto (a
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profundidade do pogo e a largura sao, respectivamente,
35 MeV e 2,1 fm).

20 p _

T :

V (eV)
5
T

r(fm)

Figura 1 - A linha trago-ponto mostra o potencial (pogo qua-
drado) usualmente utilizado nos livros de fisica nuclear para des-
crever o déuteron. A linha tracejada mostra o potencial dado pela
Eq. (19) utilizado neste trabalho. A linha pontilhada mostra a
energia do déuteron.

Todavia, qualquer potencial pode ser sempre melho-
rado no sentido de reproduzir os dados provenientes de
experimentos (podemos, por exemplo, introduzir ter-
mos no potencial que dependam de spin, ou uma parte
tensorial). Experimentos de espalhamento ntcleon-
nticleon mostram uma mudanga no sinal do desloca-
mento de fase para onda-s de positivo para negativo
em energias da ordem de 300 MeV. Isso sugere que o
potencial nuclear deve ser repulsivo a curtas distancias e
atrativo para distancias maiores, o potencial dado pela
Eq. (19) satisfaz essas exigéncias, sendo portanto, um
pouco melhor que o poco quadrado. A forma do poten-
cial (19) é mostrado na Fig. [Il com linha tracejada.

A linha pontilhada na Fig. [1l mostra a energia de
ligagao do déuteron (-2,20 MeV). Podemos ver que ela
encontra-se bem préxima do zero. Isso mostra como a
fisica nuclear pode ser tratada como um problema de
baixas energias. Podemos ir mais longe ainda e dizer
que toda a vida no nosso planeta se deve em parte a
essa pequena energia de ligagdo, pois a formacao do
deutério a partir do hidrogénio é uma das etapas para
a producao de energia pelo Sol [4].

O elemento de matriz do potencial é dado agora por

P05+

a; + a;
2
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1

Voo
25 (p2 +
A energia obtida através do programa é -2,18 MeV
para uma base de tamanho 6. Aqui vale um comentdrio
a respeito da diferenca de tamanho entre as bases uti-
lizadas para o atomo de hidrogénio e o déuteron. Em-
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bora ambos os potenciais dados pelas Eqs. (11) e
(19) se anulem para r — oo, o potencial coulombiano
néo é um potencial de curto alcance (podemos chamar
de curto alcance um potencial que satisfaz a condigao
lim, oo 7V (r) = 0 - veja Ref. [3, p. 251]). Desta
forma, o potencial coulombiano se estende a distancias
muito maiores que o potencial do déuteron, isso faz com
que tenhamos que utilizar uma base muito maior para
descrever o atomo de hidrogénio.

5. Conclusao

Através dos exemplos utilizados pudemos ver que o
método é relativamente simples de ser utilizado e bas-
tante eficiente. Obviamente, a complexidade do pro-
blema aumenta bastante quando consideramos mais
particulas ou ondas superiores, ou ainda potenciais
mais complicados (com termos dependentes de spin,
por exemplo). Dependendo da sub-rotina de diagona-
lizacao que se utiliza, este método também ja fornece as
funcoes de onda do sistema das quais podemos extrair
outros observaveis importantes como, por exemplo, o
raio quadratico médio dos sistemas, isto porém, esta
além do objetivo deste trabalho que é apenas a apre-
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sentagao do método.
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