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Nesse artigo, apresentamos varios paradoxos aparentes da relatividade restrita e suas respectivas solugoes. Esse
paradoxos aparecem desde o advento da relatividade, em 1905, e de fato nunca sdo paradoxos. Do ponto de vista
didatico, os paradoxos s@o uma excelente ferramenta de aprendizado. Eles levam o estudante a confrontar, e
abandonar, varios conceitos centrais da teoria Galileana, como a simultaneidade e a rigidez dos corpos extensos.
Particularmente, revisaremos uma nova e simples solugdo para o paradoxo dos gémeos, encontrada recentemente
por um dos presentes autores [I]. Ela ndo necessita considerar referenciais acelerados ou sinais de luz, que sio as
solugdes apresentadas na literatura.

Palavras-chave: Relatividade especial, simultaneidade, contracdo de lorentz.

In this article, we present several apparent paradoxes of special relativity and their respective solutions. These
paradoxes have appeared since the advent of relativity in 1905, and in fact they are never paradoxes. From a
didactic point of view, paradoxes are an excellent learning tool. They lead the student to confront, and abandon,
several central concepts of Galilean theory, such as simultaneity and rigidity of extended bodies. In particular, we
review a new and simple solution to the twin paradox, recently found by one of the present authors [I]. It does

not need to consider reference accelerators or light signals, which are the solutions presented in the literature.
Keywords: Special relativity, simultaneity, lorentz contraction.

1. Introducao

Desde o advento da Relatividade Especial (RE), em
1905, muitos paradoxos foram propostos. A expressao
“paradoxos da relatividade” nao é precisa, ja que, de
fato, ela é inteiramente consistente. Por “inteiramente
consistente”, queremos dizer que qualquer dos paradoxos
pode ser resolvido somente com as transformagoes de
Lorentz. Esses paradoxos, de fato, emergem da tentativa
de aplicar conceitos Galileanos em problemas intrinse-
camente relativisticos. Do ponto de vista didatico, os
paradoxos sao uma excelente ferramenta de aprendizado.
Veremos como cada paradoxo leva o estudante a con-
frontar, e abandonar, varios conceitos centrais da teoria
Galileana, como a simultaneidade, a rigidez dos corpos
extensos e a possibilidade de sinais se propagando com
velocidade maior que a da luz. Nas préximas segoes,
apresentaremos as solugdes a alguns desses paradoxos.
Antes disso, faremos uma breve revisao do espago-tempo
Galileano, do espaco-tempo da RE, e da histéria de
alguns desses paradoxos.

1.1. As transformacgoes de Galileu

Considere referenciais S e S’, com velocidade relativa v.
Chamaremos de eventos as coordenadas (¢, ) e (¥, ),
como descrito na Figura m
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A fim de encontrar as transformacoes de Galileu, que
relacionam os eventos, como descritos por S e S’, preci-
samos da hipdtese de que o tempo flui igualmente para
os dois referenciais. Supomos, portanto, sem submeter ao
crivo da experimentacao, um tempo absoluto e universal,
ou seja, t = t'. Apds Galileu, Newton e todos os fisicos
usaram essa hipdtese, que somente foi contestada por
Einstein. Chamamos de hipdtese pois, como veremos
na proxima se¢ao, isso s6 vale aproximadamente, para
velocidades pequenas comparadas com a da luz. Na
Figura |1} vemos claramente que a posicao de um ponto
visto por S é a posicdo do ponto visto por S’ somada a
Torigem- Lemos, entao, a expressao

(1)

Essas sao as transformacgoes de Galileu. Elas também
podem ser escritas na forma de diferencas, relacionando
dois eventos

x:x'—kxomgem:z’—|—vt—>x’:z—vt; =t

Az = Ax' +vAt; At = At, (2)
Ax' = Az —vAt; At = At. (3)

Acima, demos as transformagdes e suas inversas.
Vejamos algumas consequéncias das transformagoes
acima. Primeiramente, temos uma que At = 0 —
At = 0. Portanto, se dois eventos sao simultaneos
em S’, também o serao em S. Outra consequéncia
diz respeito ao comprimento de uma barra. Apesar de
parecer simples, é importante definir de forma precisa o
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Figura 1: Relac3o entre S e S'.

que é um comprimento. Consideremos uma, barra em re-
pouso em relagdo a um certo referencial inercial S’, com
extremidades nas posicdes x4 e x| respectivamente. Para
que um observador nesse referencial mega o comprimento
da barra, basta colocar uma régua sobre ela e marcar as
extremidades. Dizemos que Az’ = ), — 2} = L’. Para
um referencial S, que observa S’, e portanto a barra, com
velocidade v, é necessario que as posigoes dos extremos
da barra sejam marcadas simultaneamente. Ou seja, o
comprimento da barra em S é definido por At = 0. Com
isso, a transformagao implica Az’ = Az e portanto
L' = L. Podemos dizer, portanto, que o espaco e o tempo
Galileanos sdo absolutos. Na proxima secdo veremos o
caso relativistico

1.2. As transformacgoes de Lorentz

Podemos dizer a descoberta de Maxwell em 1861, de
que a luz é uma onda eletromagnética, inaugura a
relatividade especial. O fato é que, a partir de 1861, se
desenrolaram varios debates que culminaram, em 1905,
na teoria da relatividade especial. Em sua formulacéo
final, Einstein postula o principio da relatividade de
Galileu e que a velocidade da luz no vacuo é a mesma em
todos os referenciais inerciais. Com isso, ele encontras as
transformacoes de Lorentz e suas inversas[2] (para uma
demonstracao acessivel ao ensino médio, ver a Ref. [3],
livro de um dos presentes autores.)

Az = y(Az" + vAt);
(4)

vAz’

Atzv(At'—F ); Az = A2,

2
Az' = v(Ax — vAt);

vAx
2

(5)

At'z’y(At— ); Az = A7,

onde
1

N

Uma importante propriedade das transformacoes acima
é que, no limite ¢/v — 0, elas recuperam e .
Portanto, para baixas velocidades, e como esperado, po-
demos descrever o espago-tempo com as transformagoes
de Galileu. As transformacoes de Lorentz modificam

(6)
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profundamento nossa compreensao do espaco-tempo.
Vejamos algumas dessas consequéncias.

1.2.1. Simultaneidade, dilatagdo do tempo e o
paradoxo dos gémeos

Vejamos algumas consequéncias das transformagoes
relativas ao tempo. Primeiramente vejamos a simultanei-
dade. No caso Galileano, vimos que At’ =0 — At = 0.
Portanto, se dois eventos sdo simultaneos em S’, também
o sdo em S. Considere agora o caso relativistico. Ao
substituir At’ = 0 na Eq. (4) obtemos

vAx'

At =7—3 (7)

Portanto, diferente do caso Galileano, o fato de dois
eventos serem simultdneos para S’ nao implicam na
simultaneidade para S.

Outra consequéncia das transformacoes Lorentz é a
dilatacdo do tempo. Considere um relégio na origem
de S’ e portanto Az’ = 0. O tempo medido por esse
referencial é chamado de tempo préprio At' = Ar.
A fim de comparar o tempo proprio, para os mesmos
evento, com o tempo no referencial S, devemos usar as
transformagoes de Lorentz. Da Eq. , podemos ver que
Az’ = 0 implica

At = yAT.

Portanto, o tempo, do ponto de vista de S, se dilata. Isso
vai de encontro com nogao Galileana de tempo absoluto.

A dilatacdo do tempo deu origem ao paradoxo dos
gémeos, certamente o mais famoso dentre todos. O ponto
central desse paradoxo é que, do ponto de vista do
referencial S/, o tempo de S é que deveria se dilatar.
Imagine que Bob, o irmdo gémeo de Alice, parta da
Terra para uma viagem intergaldtica. Para Alice, o
tempo de Bob se dilata e portanto ele fica mais jovem.
Do ponto de vista de Bob, o tempo de Alice dilata e
ela é quem deveria ficar mais jovem. Ao retornar de
viagem e compararem os relogios, quem sera mais jovem?
Esse paradoxo apareceu poucos anos apoés a formulagao
da Relatividade Especial(RE), em 1905. Ele tem sido
continuamente discutido desde sua formulagao padrao
por Langevin, em 1911 [4]. Uma solugdo completa, que
nao envolva referenciais acelerados, sinais emitidos entre
o0s gémeos e que utilize somente , foi apresentada, bem
recentemente, por um dos autores desse artigo [I]. Vere-
mos como a auséncia de simultaneidade é suficiente para
resolver esse paradoxo. Essa sera a solucao apresentada
na segao[J]

Apesar de bastante contra intuitivas, a auséncia de
simultaneidade e a dilatacdo do tempo sdo consequén-
cias diretas da Relatividade Especial. Como veremos
nas proximas segdes, a auséncia de simultaneidade,
particularmente, é central na resolugdo de muitos dos
paradoxos.
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1.2.2. Contracao de Lorentz e os paradoxos da
contracao

Outra consequéncia das transformagoes é a contragao
de Lorentz. Imagine uma barra horizontal, em repouso
em relacao ao referencial S’. Definimos o comprimento
proprio da barra como o comprimento medido nesse
referencial, ou seja, Ly = Ax’. Para o referencial S,
a barra tem velocidade v e as extremidades da barra
devem ser medidas simultaneamente, ou seja, At = 0.
No caso Galileano, vimos que isso implicava que L = L.
Todavia, das transformacoes , temos que At = 0
implica

Az’ =yAz. (8)

Como Az = L, concluimos que L = Lgy/v e portanto
que S observa a barra contraida.

Um questionamento semelhante ao do paradoxo dos
gémeos pode ser feito aqui: do ponto de vista de S’, os
comprimentos de S é que devem se contrair. E deveras
curioso que, apesar da semelhanca, somente a partir dos
anos 60 apareceram os primeiros paradoxos da contra-
¢do. Em 1961, W. Rindler apresenta o primeiro deles [5].
Ele consiste em uma barra de comprimento préprio de
10 cm, que desliza sobre uma mesa horizontal, com uma
velocidade tal que v = 10, enquanto se aproxima de
uma fenda com mesmo comprimento préoprio da barra.
Ao levarmos em conta o referencial de repouso da fenda,
a barra estard contraida, com um comprimento de lem
e, evidentemente, caird na fenda. Porém, ao tomarmos
o referencial de repouso da barra, a fenda é vista com
apenas lcm, e a barra nao caird. Um pouco depois, a
fim de evitar complicagoes do campo gravitacional, R.
Shaw prop6e uma versao simplificada desse paradoxo em
1962 [6]. O paradoxo é bem similar ao de Rindler, com a
diferenca de que a barra e a fenda possuem velocidades
constantes, nas dire¢cdes x e z respectivamente. Devido
ao movimento ser em duas dimensoes, as solugdes para
esses paradoxos envolvem, em geral, outras sutilezas da
relatividade, como a mudanga de angulos.

Como é comum na ciéncia, as versdes mais simples
dos paradoxos da contracido apareceram posteriormente.
Somente em 1963, em uma debate sobre o paradoxo
das Naves de Bell, Dewan prop6s uma versdo unidi-
mensional [7]. Por unidimensional, queremos dizer que o
paradoxo envolve somente movimentos e comprimentos
em uma dire¢do. Este ficou conhecido como o paradoxo
do celeiro e da barra [7]. Ele consiste no seguinte: con-
sidere uma barra e um celeiro, ambos de comprimento
préprio Lg. A barra se move com uma velocidade tal
que, para o referencial do celeiro, ela terd comprimento
Lo/2. Portanto, a barra cabe dentro do celeiro e a porta
pode ser fechada apés ela entrar. Todavia, do ponto de
vista da barra, o celeiro deve ter comprimento Lg/2
e seria impossivel fechar a porta. Apds Dewan, outros
paradoxos unidimensionais foram propostos. Dentre eles
podemos citar o da fechadura e da chave. A versao
unidimensional é a apresentada na maioria dos livros
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de relatividade. Muitas vezes com algumas variagoes,
considerando um carro e uma garagem, ou guilhotinas
cortantes.

Consideraremos também paradoxos menos abordados
nos livros textos: o das naves de Bell e, por fim, o das
tesouras. Esse tltimo, particularmente, é importante,
pois envolve a nocdo de propagacao de sinais com
velocidades maiores que a da luz.

2. Uma Nova Solucao para o Paradoxo
dos Gémeos

O paradoxo dos gémeos, ou paradoxo do relégio, é um
problema que apareceu poucos anos apos a formulagao
da Relatividade Especial (RE), em 1905. Ele tem sido
continuamente discutido desde sua formulagdo padréo
por Langevin, em 1911 [4]. O préprio Einstein achou
uma solugdo qualitativa baseada na Relatividade Geral
(RG), mas ndo encontrou um consenso. Nos anos 50,
aconteceu um longo debate sobre o tema [8]. Embora
a resposta correta nunca esteve em questao, muitas
solucbes foram encontradas na literatura. Portanto, a
questao de como resolver o aparente paradoxo parece
longe de um consenso. Para uma revisdo ver a Ref. [9].
Muitas solugdes acompanham Einstein e apelam para a
aceleragdo do foguete [I0]. Outras solugdes se baseiam
somente na RE e nossa solugdo é dessa classe. Em
geral, essas solucoes sdo de dois tipos: um envolve
sinais de luz mandados pelo viajante para o gémeo na
Terra e o outro usa a relatividade da simultaneidade.
Em ambos os casos diagramas do espago-tempo séo
utilizados para resolver o problema. Estas solugbes sao
apresentadas, por exemplo, no famoso livro do Taylor e
Wheeler [11]. As solugdes que apelam para a aceleragiao
parecem sugerir que a RG é necessaria para resolver o
paradoxo. Todavia, a RE é consistente por si s6 e alguma
solucao deveria existir sem apelar para a RG. Em certo
momento, uma forma de evitar a aceleracdo do gémeo
foi encontrada [I2]. Todavia, o tltimo autor nido deu
uma solucdo simples e analitica para o problema. Uma
solucao que, de uma vez s6, nao envolva qualquer tipo de
aceleracdo, sinais de luz ou diagramas do espago tempo e
seja baseada somente nas transformacoes de Lorentz foi
apresentada recentemente por um dos presentes autores
na Ref. [I].

Vamos definir o problema. Temos dois gémeos na
Terra, Alice e Bob. Bob ird viajar para o planeta “Ar”
e voltard para a Terra. A distdncia prépria, da Terra
ao planeta Ar, é medida por Alice e dada por L. Os
eventos relevantes sdo mostrados na Fig. [2 (Retirada da
Ref. [3]).

Devemos ter muito cuidado pois, de acordo com refe-
renciais diferentes, cada reldgio marca tempos diferentes.
Portanto, sempre que falarmos em medidas de tempo,
devemos indicar o relégio e o observador. Vejamos
primeiramente os eventos segundo Alice. O tempo de
viagem de Bob, marcado no relégio de Alice e de acordo
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Figura 2: Os eventos relevantes, como descritos por Alice: I)
Bob parte da Terra, II) Bob chega em Ar e I11) Bob encontra
Alice na Terra.

com ela, é dado por
ATA = 2L/”U, (9)

onde v é a velocidade do foguete. Todavia, para Alice,
o relégio de Bob tem velocidade v e, devido a dilatagao

do tempo, marcara
AT 2L

_ ATy _2L (10)
vy

ATpg

onde v é o fator de Lorentz. Portanto, Alice afirmara
que Bob estarda mais jovem quando voltar. E o que Bob
acha? Do ponto de vista dele, devido & contracao de
Lorentz, a distancia entre a Terra e o planeta Ar é dada
por L/~. Portanto o relégio de Bob, segundo ele, marcara
um tempo de viagem dado por

2L
ATy = —. (11)
vy
Ambos concordam, portanto, com o tempo de viagem
de Bob. Todavia, para Bob, o relégio de Alice é que tem
velocidade v e deve dilatar pelo fator

AT

2L
AT, =228 - 22
Y

vy2

(12)
Quando eles se encontrarem, o relégio de Alice ird

mostrar 2L /v (Eq. @) ou 2L/(vy?) (Eq. )? Este é o
paradoxo. Alice diz que Bob voltara mais jovem devido
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Figura 3: Os eventos relevantes, como descritos por Alice: I)
Bob e Marcos partem da Terra e “Fogo”, II) Bob e Marcos
chegam em “Ar” e III) Marcos encontra Alice na Terra e
Marcos chega em Fogo.

a sua velocidade. De acordo com Bob, é Alice quem tem
velocidade e portanto serd a mais jovem. O ponto é:
quando eles encontrarem e compararem o relégio, quem
estara correto?

Como dito antes, nés evitaremos aceleragdo e uti-
lizaremos somente as transformacoes de Lorentz. A
forma de fazer isso foi apontada por Romer [12]. Nés
utilizaremos uma configuracdo um pouco diferente. A
fim de evitar referenciais acelerados, consideraremos um
terceiro gémeo, Marcos, viajando de um terceiro planeta,
chamado “Fogo”. Este também estd em repouso em
relagio a Terra. Os planetas Ar e Fogo estdo a uma
distancia L e 2L da Terra. Os eventos relevantes estdao
na Fig. 3| (Retirada da Ref. [3]).

A fim de sermos mais precisos, usaremos a notacgio I
para o evento I na Terra, no referencial da Alice. Uma
linha, I, significard o mesmo evento no referencial do
gémeo Marcos. Para Alice, as partidas de Bob e Marcos
sdo simultdneas, com velocidades v e —v respectiva-
mente. Portanto, os eventos It e Ir sdo simultdneos para
ela. Desta forma, Marcos chegard na Terra ao mesmo
tempo que Bob chega em Fogo e os eventos III7 and
II1r também sdo simultaneos para ela. Claro, Alice dird
que Bob e Marcos tem a mesma idade. Isso se deve
ao fato de que as velocidades relativas, em relagdo a
ela, sdo as mesmas. Isso simplifica bastante o problema,
ja que Marcos nao tem aceleracao e os reldégios que
serdo comparados sdo os de Alice e Marcos, no evento
I1I. Claro, poderiamos imaginar outra situacido, em
que Bob para em Ar e volta para a Terra. Todavia,
isso é irrelevante, ji que, para Alice, ambos devem ser
mais jovens e ter a mesma idade. Af reside a solucéo,
que usa, portanto, somente referenciais inerciais. Vamos
focar, entao, em Alice e Marcos.

Como dito acima, para Alice, os eventos I7 e Ir sao
simultaneos e portanto AT = 0. Todavia, para Marcos,
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a Terra e Fogo tem velocidades —v. Para ele, temos de
acordo com as transformagoes de Lorentz temos

AT = ~(AT + C%Am) :72%. (13)
Na segunda igualdade usamos AT = 0 e Az = 2L.
Portanto, de acordo com Marcos, o inicio da marcagao no
seu relégio (evento T7 Iv)’ e no de Alice (evento T’,T), nao
sdo simultaneos. A diferenga de inicio, devido a auséncia
de simultaneidade, é dada pela equagao acima. De forma
mais detalhada teremos

2Lv

Esta é a diferenca de tempo no relégio de Marcos.
Lembre agora que, segundo ele, o tempo no relégio de
Alice se dilata por um fator 1/v. Portanto, quando
Marcos parte, ele diz que o relégio de Alice estard
marcando 2Lv/c?. Para descobrir quanto estard marcado
o relégio de Alice, na chegada de Marcos, devemos agora
adicionar o tempo de viajem. Como dito antes, do ponto
de vista de Bob, esse tempo é dilatado e dado pela
Eq. . Ao somar os tempos teremos

2L 2L 2L
ik e ) (15)
c2 vy2 v

Quando Marcos encontra Alice, o relégio dela estara
mostrando 2L/v. J4 o relégio de Bob, segundo ele,
marcard somente o tempo de viagem, dado por .
Podemos afirmar, entao, que:

Do ponto de vista dos dois referenciais, ambos
concordas que o relégio Alice estarda marcando
2L/v e o de Marcos 2L/(vy).

Noés concluimos que, apesar de Marcos ver o tempo do
relogio de Alice passando mais lentamente, todos con-
cordam com o fato de que Marcos, e portanto Bob, sao
mais jovens. Isso se deve a auséncia de simultaneidade
e, portanto, para Marcos o reldgio de Alice comegou a
marcar o tempo antes. Para ele, ela estard mais velha.
E deveras interessante que, para Marcos, a auséncia
de simultaneidade compense exatamente a dilatagdo do
tempo de Alice, de tal forma que todos concordem que
ela estard mais velha. Paradoxo belamente resolvido!
Finalmente, devemos assinalar que Romer alcangou
um passo importante ao evitar aceleragao [12]. Todavia,
neste artigo, ele somente sugere que a simultaneidade
deveria resolver o problema, mas ndo apresenta o
calculo exato, nem a explicacdo detalhada dos eventos.
Essa atitude esta presente praticamente todas a solugoes
encontradas na literatura. Os autores nunca mostram
que a simultaneidade é exatamente suficiente para
resolver o paradoxo. Isso foi sanado na Ref. [I], por um
dos presentes autores, e aqui apresentamos a solucao.
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3. Paradoxos da Contracao em uma
Dimensao

Como dissemos na introduc¢ao, devemos primeiramente
considerar os paradoxos da contracdo unidimensionais,
por serem de mais facil resolucdo. Apresentaremos a
solugao para trés paradoxos da contracao. Dois deles sao
protétipos para a resolucao de muitos outros paradoxos.
A versao apresentada aqui foi dada na Ref. [3], de um
dos presentes autores. Diferente do caso do paradoxo dos
gémeos, muitos livros e artigos apresentam boas e deta-
lhadas solugdes[13]. O terceiro, o da chave e fechadura,
pode ser considerado uma aplicacao dos anteriores.

3.1. Paradoxo da madeireira relativistica

Imagine que uma madeira, de comprimento préprio Ly,
esteja em uma esteira relativistica. A madeira passard
entre duas guilhotinas, com distancia prépria também
L. Alice opera a guilhotina e Bob, aventureiro, sobe na
esteira para observar o que ocorre. O paradoxo consiste
no seguinte: De acordo com Alice, a madeira teréd velo-
cidade v e, devido & contragao de Lorentz, comprimento
Lo /~. Portanto, ela serd menor que a distancia Ly entre
as guilhotinas. Alice diz que a madeira passa pelas
guilhotinas sem ser cortada. Ja para Bob, é a guilhotina
que tem velocidade —v e, portanto, comprimento Lg /7.
Para ele, a madeira tem comprimento Lo e, sendo
maior que a distancia entre as guilhotinas, serd cortada.
A madeira seré cortada ou nao?

A solucdo para esse paradoxo, assim como no caso
do paradoxo dos gémeos, reside na simultaneidade.
Veremos que, se para um referencial a madeira é cortado,
para o outro ela também deve ser cortada. Vejamos
a situagdo em que, para Alice, ela ndo seja cortada.
Imagine que, para Alice, a guilhotina da direita baixe
no exato momento em que a extremidade direita da
madeira chegue nela. Para Alice, as guilhotinas baixam
simultaneamente, e, devido a contracdo da madeira, a
guilhotina da esquerda nao vai corta-la. Isso é mostrado
na Fig. [4] (Retirada da Ref. [3])

Vejamos o que ocorre para Bob. Segundo ele, a
distdncia entre as guilhotinas é Lg/y e a madeira
tem comprimento Ly. Todavia, para ele, as guilhotinas
nao baixam simultaneamente. O problema é bastante

Figura 4: Configuracdo do sistema em S.
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Figura 5: Configuracdo do sistema em S'.

semelhante ao tratado na secao anterior. Vimos que a
diferenca de tempo é dada pela Eq. , ou AT =
(vLov)/c?. Nesse caso utilizamos Az = Lg. Ou seja,
a guilhotina da direita baixa antes da guilhotina da
esquerda. No caso dos gémeos, foi o relégio de Alice que
comecou a marcar o tempo antes. A situacdo como vista
por Bob, é mostrada na Fig. 5| (Retirada da Ref. [3])

A pergunta é: até que a guilhotina da esquerda baixe,
teremos tempos suficiente para que a madeira passe
sem ser cortada? Vejamos. Claro que, tanto para Bob
quanto para Alice, a guilhotina da direita baixa no
mesmo momento em que extremidade direita da madeira
chega la. Sao eventos que ocorrem no mesmo ponto.
Portanto, no momento em que a extremidade direita
baixa, o comprimento da madeira, que estara para “fora”
da guilhotina, é dada por

dl :LQ—Lo/’y. (16)

Todavia, vejamos a distancia ds que a madeira anda
até que a guilhotina da esquerda baixe. Isso é um
problema muito simples: temos a velocidade da madeira
e o tempo total. Com isso, teremos

’}/LQU2
2

L
dy = vxX AT = 27L0—70—>d2—d1 = Lo(y—1).

(17)

Como v > 1, ds > d; e a madeira passa sem
ser cortada. Maior quanto? Tanto quanto se queira,
basta que consideremos uma velocidade v cada vez mais
proxima de c.

E possivel ainda considerar que, para Bob, as guilho-
tinas baixem simultaneamente e portanto a madeira é
cortada. Nesse caso, é possivel mostrar que, apesar de
ver a madeira menor que a distancia entre as guilhotinas,
Alice concorda que ela serda cortada. Esse é um bom
exercicio.

3.2. A guilhotina emperrada

Consideraremos o caso em que a guilhotina da direita
emperra. Esse seria o equivalente ao paradoxo original,
do celeiro e da barra, proposto na Ref. [7]. Também
é equivalente ao do carro e da garagem e a muitos
outros propostos em livros textos. Para Alice, a madeira
continua sem ser cortada. Todavia, para Bob, se a
guilhotina emperrar, ela deve “arrastar” a madeira para
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a esquerda. Quando a segunda guilhotina baixar, ela ira
cortar a madeira?

A solugéo para esse paradoxo reside na nao rigidez de
corpos extensos na relatividade. No nosso caso, isso se
deve ao fato de que nada pode viajar mais rapido que a
velocidade da luz. Portanto, até que a informagao de que
a extremidade da esquerda dever ser “arrastada”, a da
direita ja caminhou uma distancia dy. Podemos imaginar
o corpo formado por varias camadas de atomos. Ao se
chocar com a guilhotina, a primeira camada empurra
a segunda, na sequencia a segunda camada empurra a
terceira, e assim por diante, até chegar a extremidade
esquerda.

Mas o tempo serd suficiente, do ponto de vista de Bob,
para que a madeira fique entre as guilhotinas e néo seja
cortada? Podemos considerar o caso limite, em que, ao
bater na extremidade direita, a informacao se propague
para a extremidade esquerda com a velocidade da luz.
Portanto, essa extremidade s6 é arrastada depois de um
tempo T7 = Lg/c e, portanto, percorre a distancia

dg = LO% (18)

Agora podemos avaliar se essa distancia é maior que
o excesso de comprimento da madeira, dado por d; na

Eq. . Temos

Lo 1
d—di=—[1———— ] >0. 19
2= d1 7< a+zw) (19)

A disténcia percorrida pela extremidade esquerda, até
que a guilhotina baixe, é maior que o excesso de tamanho
da madeira. Do ponto de vista de Bob, portanto, ela
também nao é cortada. O paradoxo acima levanta uma
questao importante na relatividade, que é a modificagao
da nocao de corpo rigido na relatividade especial.

3.3. Paradoxo da chave e fechadura

Esse paradoxo é mais uma versao do paradoxo celeiro
e da barra. De autoria desconhecida, ganhou maior
projecao ao ser apresentado como exercicio no famoso
livro de E. F. Taylor e J. A. Wheeler, em 1992 [I1]. Mais
recentemente, ele é discutido em 2007, por E. Pierce [14].
Ele consiste em uma chave em T e em uma fechadura
em U, com um botdao na extremidade interna. A porta
se abre apenas se a chave tocar o botao. Em repouso,
ambas, a chave e a fechadura, possuem comprimentos
préprios Ly e portanto a chave tem o tamanho exato
para apertar o botdo, como na Fig. [Bh. Portanto, a
porta se abre. Considere agora que exista uma velocidade
relativa entre a chave e a fechadura. No referencial de
repouso da chave, a fechadura se contrai, e o botao
ainda ¢ alcangado, como no caso da Fig. [6p. Todavia,
no referencial em que a fechadura estd em repouso, a
chave se contrai e o botdo nao é pressionado, como visto
no caso da Fig. [6k. Nisso consiste o paradoxo.

Sua solugdo é bastante semelhante a da guilhotina em-
perrada, na se¢ao [3.2] Baseia-se, portanto, na velocidade
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Ly ——

f— L ]

(a) Sistema no referencial de repouso de
ambos

Ly —

—Lo/y—

(b) Sistema no referencial de repouso da
chave

— Lo/y—

L —

(c) Sistema no referencial de repouso da
fechadura

Figura 6: Configurac3o do sistema chave e fechadura.

finita de propagacao da informacao ao longo da chave.
Considere a situagao da Fig. [fc. No momento em que a
haste horizontal da chave atingir a borda da fechadura,
a ponta continuard se movendo brevemente até que a
informacao a alcance. A pergunta, mais uma vez, é:
esse tempo serd suficiente para a extremidade da direita
pressionar o botao? Vejamos.

A chave, de comprimento préprio Lg, viaja a uma
velocidade v, no referencial S. Sua extremidade traseira
é subitamente freada até o repouso. A distancia entre a
chave e o botdo portanto serd exatamente igual a .
Assumindo que a informacdo viaje na velocidade da
luz ao longo da chave, o tempo para que ela atinja a
extremidade dianteira da barra é:

Ly

o

Lo
ct=—+vt=>1t=
Y

Nesse intervalo, a extremidade dianteira viajou uma
distancia dada por:
’ULO

dy = vt = ——9
2 v(c—w)

(21)
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Portanto, se do — d; > 0, nosso paradoxo estd resolvido.
Vejamos.

’ULO LO LO
= R g B0 2
T R T A T R
ou
v
dg—dl—L0{7(1+E)—1]>0 (23)

Portanto, até que a informacdo de parar chegue na
extremidade direita, ela ja tocou o botdo e a porta se
abriu. O paradoxo esta, portanto, resolvido.

4. Paradoxos da Contracao em Duas
Dimensoes

Nessa se¢ao, abordaremos os paradoxos que envolvem
movimento em duas dimensoes. Eles possuem algumas
sutilizas que nao aparecem no caso unidimensional.
Primeiramente iremos considerar o caso que nao envolve
aceleracao, como apresentado em 1962 por Shaw [6]. S6
posteriormente trataremos do artigo seminal de Rindler,
que envolve aceleracdo, e é o primeiro dos paradoxos da
contracdo [5].

4.1. Barra e fenda sem efeito da gravidade

Considere uma barra, de comprimento préprio Lg e
velocidade v, que se move ao longo de seu comprimento,
na diregao x do referencial S’. Para o mesmo referencial,
uma plataforma com uma fenda de comprimento proprio
Ly e paralela a barra, realiza um movimento vertical
para cima com velocidade u. Essa situagao é ilustrada
na Fig. [} Como a barra possui movimento na direcéo
do seu comprimento, ela terd comprimento Lg/v. Por-
tanto, a barra deve passar pela fenda. Imagine agora o
referencial em repouso com a barra. Para ele, a fenda
terd comprimento Lg/~ e, portanto, a barra ndo deveria
passar.

A solugdo para esse paradoxo envolve uma nova
sutileza da relatividade: a modificacdo da inclinagao

u
B

Figura 7: Configurac3o do sistema no referencial inicial.
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de uma barra em movimento. Como ilustragio imagine
que, para o referencial S’, uma barra possui um angulo
tan6’ = Lo, /Lo, com o eixo x. Para o referencial S a
barra se move para a direita, e portanto a componente
horizontal se contrai L, = Lg./v, j& a componente
vertical ndo e L, = Lg,. Portanto, para o referencial
S o angulo se modifica para tanf = ytanf’. Note que
0" =0 — 0 = 0 e que essa sutileza nao aparece nos casos
unidimensionais.

Existe alguma situagdo em que, mesmo tendo 6 = 0
para S’, teremos 6 # 0 para S? A resposta é sim, e
al reside a solugdo para nosso paradoxo. Isso ocorre na
situagdo descrita na Fig. Do ponto de vista de S’,
a plataforma terd uma inclinagdo e isso propiciara que
a barra passe pela fenda. Vejamos, matematicamente,
como isso ocorre. Lembre que, para o referencial S’,
a plataforma e a fenda devem ser medidos de forma
simultanea. Considerando as extremidades A e B da
fenda isso significa, para esses eventos, At’ = 0. Essa foi
a mesma estratégia usada, na introdugdo, para obter a
contracdo de uma barra que se move horizontalmente.
Substituindo isso nas transformagtes de Lorentz (4]
obtemos

Az =yAz' — Az’ = Lo /vy (24)

Na segunda igualdade acima, usamos o fato de que o
comprimento préprio é medido em S, logo Az = L.
Portanto, temos a contragao usual, devido ao movimento
a longo de um comprimento.

Vejamos agora o que ocorre com as componentes
Y4,YB € Yy, yp. Das transformagdes de Lorentz vimos
que y = 7/, e portanto temos

Yu =ya =uta, yp =yp = utg = Ay’ = Ay = ut
(25)

Em um primeiro momento, somos levados a pensar que
At=tp —ta=0— Ay =Ay=0 (26)

Portanto, nao terfamos inclinacio no referencial S’.
Todavia, At = 0 é a descricao da plataforma pelo
referencial S. A fim de S’ medir a plataforma simul-
taneamente, tivemos que impor At' =tz —t/; = 0. Das
transformacoes de Lorentz isso implica, necessaria-
mente, que
, v vLg

At =~ (At - 0—2Ax) —At=200 ()
Na tdltima igualdade usamos mais uma vez que Ax = L.
Com isso, obtemos nosso resultado final, dado por

uvLg

Ay = ult = ——;
c

Ax' = Lo/v. (28)

Analisando as equagdes acima, é possivel perceber que a
orientagao da barra no referencial S’ difere da orientacao
observada em S, devido & auséncia da simultaneidade.
Logo, podemos calcular a inclinagdo da barra em S’.

Ay uvy

N (29)

tana’ =
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Outro detalhe importante é a mudanca na diregao
da velocidade u’. Suas componentes sao relacionadas,
utilizando a transformagao de velocidades relativistica,
por

U
u, = —v; Uy, = 5 (30)
Portanto, obtemos
u’ u
tanf' = —— = — (31)
ul, vy

A Fig. |8 esquematiza o sistema visto pelo referencial S’,
de modo que a inclinagao é dada por .

Com os resultados acima podemos analisar, de acordo
com S’, o movimento da fenda. Consideremos que, em
' = 0, a extremidade D da barra passe bastante
proximo da extremidade B da fenda, como na Fig. [§
Por simplicidade, coloquemos a origem do eixo z’ na
extremidade esquerda da barra, o ponto A. Depois de
um tempo, que chamaremos t}, a extremidade A da
fenda cruza o eixo 2’ na posigdo x}. Essa configuragio é
descrita na Fig. [0

Fica claro, portanto, que a barra passa pela fenda se
xh, < 0. Para obter isso, primeiramente precisamos do
tempo necessario para a extremidade A cruzar o eixo z’.

Figura 8: Configurac3o do sistema no referencial de repouso da
barra.

u'

~
N~

Figura 9: Configuracdo do sistema apds um dado intervalo de
tempo.
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Ay x

u' %
|

v %
Figura 10: Configuracdo do sistema quando o fator de Lorentz
tende ao infinito.

Utilizando as Egs.(28) e (30]), obtemos facilmente

Ay Lovy

/
iy 5

(32)

/

Uy

c

Para determinar a posicio x}, precisamos da posigio
inicial do ponto A. Na configuragdo acima, e utilizando
(128), vemos que ela é dada por

!/
Ty, :L0—7. (33)
Das Eqs. e obtemos, entdo, qual a posi¢do x4

L Lov?
-2t = L1 —9) (39)

!/ / [y
Xy = Ty, tuyty = Lo —

Como v > 1 temos x5, < 0, e sempre a barra passard
pela fenda.

Um caso interessante ocorre quando v — ¢, e, por-
tanto, v — oo. Nesse caso, a Eq. implica que tan o’
tenderd ao infinito. Isso resulta em uma rotagao de /2
e a plataforma fica na vertical. J4 a Eq. nos da que
Az’ =0 e Ay = uLg/c. Desse modo, a plataforma fica
vertical e a abertura da fenda serd uLg/c. Essa situagdo
¢ descrita na Fig.

4.2. Barra e fenda com efeito da gravidade

Finalmente, vamos tratar do artigo seminal, de 1961, de
Rindler [5]. Devido & sua importéncia, discutiremos duas
solugoes. A dada pelo préprio Rindler, no artigo em que
propoe o paradoxo, e uma versao simplificada discutida
por Leo Sartori [I5].

4.2.1. Solugao de Rindler

Nesse caso, originalmente proposto pro Rindler, temos
uma barra horizontal deslizando, com velocidade v, sobre
uma plataforma que possui uma fenda. A barra e a fenda
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Figura 11: Queda da barra horizontal nos referenciais S (a) e

S’ (b).

possuem comprimento proprio Lg. Seja S o referencial
de um observador parado em relagdo a plataforma e S’
o referencial que viaja horizontalmente junto & barra.
Além disso, para evitar que a barra sofra rotagao durante
a queda, considera-se que a fenda estd coberta por um
alcapdo que abre imediatamente quando a barra esta
inteiramente sobre ele. Dessa forma, todos os pontos
da barra caem igualmente, e ela permanece horizontal.
Assume-se ainda que o campo gravitacional pode ser
tratado como uniforme.

Seja P a extremidade traseira da barra e QQ a extremi-
dade dianteira (Fig. . Toma-se como origem comum
x =2’ = 0 a posicao de Q no momento ¢t = ¢’ = 0 em
que o alcapao se abre. Em S, a barra estard contraida e
inteiramente sobre o vao; em S’, o vao estara contraido
e apenas uma parte dela estard sobre ele, conforme a
figura. Assim, aplicam-se as transformacoes:

!
2=z, t=n <t' + 1;2) (35)
No referencial S:
gt?
z2=0 para t<0, z==- para t>0 (36)

Utilizando as transformagoes, tem-se as coordenadas
em S’

2./
Z=0 para t' < 70213 ) (37)
2 N\ 2 2.
r_ 97 ;) vx ’ cx
= — _ >
z 5 (t + 5 ) para t > » (38)
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Pode-se interpretar a trajetoria da barra em S’ como
uma parabola cuja distdncia do foco até o vértice é
2¢* /g2 2, com vértice inicialmente em Q. A medida que
a extremidade esquerda do vao viaja para a esquerda, ela
“puxa” o vértice da pardbola e a barra se distorce. Em
S’, a barra deixa de ser rigida.

E f4cil observar que, em S, a extremidade esquerda do
vao estd inicialmente em x; = —L/~, e a extremidade
direita, em x5 = L(y — 1)/v. Assim, utilizando a
contracdo de Lorentz, suas coordenadas iniciais em S’
sdo:

oy =y = —L/y*, @y =qra=L(y—1)/7* (39)

Seja t; o momento em que P atravessa a extremidade
esquerda do vao e t3 0 momento em que Q toca a parede
da direita. Em S, é visivel que to > ty; contudo, em S’
a ordem dos eventos se inverte[10].

0=L(y=1)/7* —vty = ty=L(y—1)/vy* (40)
Em t}, a coordenada da borda esquerda sera:

ty=—L/y*—L(y-1)/v*=—-L/y (41)

2} < —L, significando que P ainda ndo estd sobre o
vao (ty < t}). Se a distancia entre as paredes do vao
se mantém constante em S’, a posi¢do da parede da
direita em ¢} serd —L(y — 1)/v < 0, indicando que a
barra sofrerd uma contragdo horizontal em S’ a partir
da extremidade Q devido a colisao.

4.2.2. Solucao de Sartori

Uma versao desse paradoxo é qualitativamente discutida
em Understanding Relativity, por Leo Sartori [I5]. Nela,
o alcapao em queda é substituido por cordas que sus-
pendem a barra e sdo cortadas simultaneamente em S
quando a extremidade P fica sobre o vao. O movimento
serd matematicamente idéntico a primeira versao do
paradoxo, mas essa modificacdo torna bastante visivel
a razdo da perda de rigidez da barra em S”.

O corte das cordas nao é simultdneo em S’, mas
comeca a acontecer na extremidade Q e “viaja” ao
longo da barra até P (Fig. . De forma semelhante
ao que foi apontado na discussao sobre o paradoxo da
guilhotina, pode-se pensar na barra como formada por
varios pedagos verticais, cada um ligado a uma corda. No
momento em que a corda em Q é cortada, o segmento
sai do equilibrio e comeca a cair de forma independente
dos outros; para que possa ser freado, é necesséria a acéo
das forcas de cisalhamento pelo restante da barra ainda
em repouso.

A informacdo de que Q estd caindo, contudo, néao
atinge o segmento seguinte antes que as cordas dele
sejam também cortadas, pois viaja abaixo da velocidade
da luz (na préatica, possui a velocidade do som na barra).
O corte do préximo segmento sempre acontecerd antes
porque todos os cortes sao simultdneos em S, indicando
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| | B Evento 1
P Q

(b)

Evento 3

(d);

™

V>

Pe Evento 2

(© P,

Q

Figura 12: Corte das cordas visto do referencial S

que o intervalo invariante entre cada um é de natureza
espacial:

As? = (cAt)? — (Ax)? <0 (42)

Dessa forma, a separagdo entre segmentos adjacentes
sempre serd maior do que a luz poderia percorrer no
intervalo correspondente; as forcas de cisalhamento,
portanto, nunca tém tempo de agir. Na pratica, cada
segmento entra em queda livre, formando a parabola
anteriormente deduzida.

5. Naves espaciais de Bell

Este paradoxo foi introduzido por E. Dewan e M. Beran
em 1959 [16]. Inicialmente tratado de forma qualitativa
por Dewan [I7] e Evett [I8], o paradoxo das naves espa-
ciais tornou-se mais conhecido apds a discussao realizada
por Bell [I9], e desde entdo discussdes a respeito de
diversas propostas como as de Flores [20], Franklin [21],
Redzi¢ [22] e Lewis [23] vém sendo publicadas até os dias
atuais.

Suponha uma dupla de naves idénticas, onde estao
Alice e Bob, respectivamente, inicialmente estacionarias
entre si e em relagdo a uma terceira nave, onde estd
Charlie. As naves de Alice e Bob estdo ligadas por
uma longa corrente inextensivel de comprimento préprio
Lgy. Seja S o referencial de repouso de Charlie. No
instante t = 0, conforme medido por Charlie, as naves
de Alice e Bob ativam seus motores simultaneamente e
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comecam a acelerar a uma taxa constante na mesma
direcdo e sentido, que consideraremos a direcao do
eixo x, no sentido positivo. Charlie observa as naves
de Alice e Bob acelerarem até atingir uma velocidade
final v em relacao a ele, e entdo a aceleragao de ambas
termina simultaneamente. Como, para Charlie, as naves
saem simultaneamente, a distdncia entre Alice e Bob
(xtp — x4 = Lo) se mantém conforme ambas aceleram.
Todavia, devido aos efeitos da contracdo de Lorentz, a
corrente que conecta as naves de Alice e Bob se contrai.
Assim, torna-se menor que Ly e arrebenta. Seja agora S’
o referencial de Alice e Bob. Para eles, a corrente esteve
sempre em repouso, mantendo seu comprimento proprio
Lg, e ndo deve arrebentar. Esse é o paradoxo das naves
de Bell. A corrente arrebenta ou néo?

A solucao para este paradoxo estd na simultaneidade.
Portanto, assim como no caso da madeireira relati-
vistica (3.1} a corrente arrebentar ou nao dependera
de que eventos escolhemos serem simultdneos. Vejamos
primeiramente o caso em que as aceleragbes comecem
simultaneamente para Charlie. Como exposto acima,
para ele a corda arrebenta. Vejamos o que ocorre para
Alice e Bob. Se as naves saem simultaneamente para
Charlie, temos At =0, e
_ () Lov (43)

c2

c2

At = ~(v) [At - vAx}
Em S’, os eventos A e B, o inicio da aceleragao das
naves de Alice e Bob néo sdo simultdneos. A falta de
simultaneidade para Alice e Bob se manifesta com a nave
de Bob comegando a acelerar enquanto a nave de Alice
ainda estd parada, resultando na ruptura da corrente
que as conecta.

Podemos agora pensar na situagdo em que a saida seja
simultdnea para Alice e Bob. Nesse caso, obviamente,
a corrente nunca arrebenta para eles. Entretanto, a
auséncia de simultaneidade agora ird se manifestar para
Charlie. Para ele teremos

~v(v) Lov
2

- (44)

!/
At = vy(v) {At' + vAz }

c2

Ou seja, a nave de Alice comega a acelerar antes. Dessa
forma, do ponto de vista de Charlie, a distancia entre
as naves deve se reduzir a medida que elas aceleram.
Ora, isso é exatamente o esperado para que a corrente
nao arrebentem, pois teremos a contracdo de Lorentz
da mesma. Isto é, a corrente se contrai, mas a distancia
entre as naves diminui na mesma proporgao.
Finalmente, o paradoxo de Bell merece algumas dis-
cussoOes adicionais. Considere o primeiro dos casos acima.
Um questionamento comum é o seguinte: por que o com-
primento da corrente sofre contracdo de Lorentz mas a
distancia entre as naves nao, levando, portanto, a quebra
da corrente? O ponto é que, em S’, o comprimento
da corrente é definido simultaneamente. Ao definirmos
que a naves partem simultaneamente para S, geramos o
problema exposto acima: para S’, a nave dianteira parte
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antes. Isso levanta pontos bastante interessantes sobre
aceleracdo de corpos rigidos. Imagine que, em vez de
cordas e naves, consideremos uma tnica nave, com Alice
na extremidade esquerda e Bob na direita. Ao acelerar,
tensbes podem romper um corpo rigido, no caso a nave?
Isso ¢ discutido em detalhes no livro do W. Rindler [2].

Imagine que queremos acelerar um corpo rigido de tal
forma que, para os sucessivos referenciais de repouso, ele
mantenha seu comprimento préoprio Lg. Ou seja, para
Alice e Bob a nave sem tem seu comprimento proprio. A
unica forma de obter isso é que cada extremidade siga a
trajetéria [2]

22— At =al =ct/al (45)

Na equacado acima, xg é a posicao inicial e a a aceleracao
propria. Como as posigoes iniciais de Bob e Alice sdo
diferentes, a Eq. implica que as extremidades devem
ter aceleragoes proprias diferentes. Portanto precisamos
que, mesmo para Bob e Alice, além de partir simultane-
amente, as aceleracoes sejam diferentes! Dessa forma, a
nave segue sem tensoes e sempre com o mesmo tamanho
para Alice e Bob. Para Charlie, a corpo se contrairé,
sucessivamente, exatamente pelo fator de Lorentz [2].

6. Paradoxo das tesouras

Esse paradoxo, que aparece na literatura desde 1960,
envolve a possibilidade aparente de velocidades super-
luminais [24]. Em anos seguintes, o aparente paradoxo
foi abordado por S. Chase [25] e, mais recentemente,
vem sendo discutido por N. Kaushal, R.J. Nemiroff [26]
e D. Faccio [27] em uma série de artigos, cuja relevancia
se estende para além de problemas classicos de da re-
latividade restrita, chegando & astronomia, onde ocorre
a observacao de uma classe de fenémenos de aparéncia
superluminal [28].

Imagine uma lamina que faca um angulo 6 com um
papel, como na Fig. A medida que desce, o corte
pode atingir uma velocidade maior que a da luz. Para
isso, basta imaginar uma situagdo em que a lamina esta
na horizontal. Nesse caso, a velocidade se torna infinita,
pois os pontos sdo cortados simultaneamente. Diferente
dos casos anteriores, a solucdo para esse paradoxo nao

x
-
.
, 7 ponto

.7 de corte
.

R

Figura 13: Guilhotina rigida.
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envolve as transformacoes de Lorentz. Basta notar que
o ponto de corte ndo é um ponto material que se
move propriamente pelo espago. Cada ponto em que
as laminas se cruzam pode ser considerado um evento
que ocorre localmente, sem interferir nos demais. Néao
havendo ligacao causal entre eles, nao hé transporte de
matéria nem energia acima da velocidade da luz.

O paradoxo acima aparece em diversos livros de relati-
vidade. Ele se torna interessante na medida em que leva
a conclusoes interessantes sobre os limites impostos ao
movimento de objetos com massa e informacao através
do espago-tempo. Aqui daremos algumas versoes dele,
de acordo com o descrito por Kaushal e Nemiroft [26].

Primeiramente vejamos o caso da Fig. [[3] A lamina
da guilhotina cai verticalmente sobre a lamina estdatica
com velocidade constante u, e o angulo entre ambas é
f. O ponto de corte se move ao longo do eixo x em
velocidade constante v. Por geometria simples, obtemos
que a relagdo entre essas grandezas é dada por:

v=mu cotf (46)

Substituindo v por ¢ na Eq. , obtemos que a condigdo
necessaria para que a velocidade do ponto de corte atinja
a velocidade da luz é dada por:

0. = arccot (2) (47)

A segundo caso é o de um par de ldminas infinitamente
longas e finas como um par de retas em um plano
cartesiano, como na Figura Uma delas é estatica
e permanece ao longo do eixo x do plano, e a outra é
movel. Esta tltima cruza a ldmina estatica com um certo
angulo 6 e o eixo y no ponto (0, —L), sendo que ela gira
em torno deste ponto, e a distancia L entre o ponto de
rotacao da lamina e a origem definimos como “distancia
da dobradica” O ponto em que as laminas se cruzam
definimos como o “ponto de corte”, e a distancia entre
a origem do sistema e o ponto de corte em determinado
instante é d.

Podemos imaginar a situac¢do inicial, em ¢t = 0 e
d = 0, em que a ldmina mdével estd paralela ao eixo
y, portanto perpendicular a outra lamina e comeca a
girar em sentido horario, fechando-se sobre ela. O ponto-
chave deste caso é considerar as laminas da tesoura

Figura 14: Lamina rigida em rotac3o.
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perfeitamente rigidas, assim a lamina mével cruza a
outra com uma velocidade angular constante w. Nesta
situacao, temos que a distancia d é:

d=L cotf (48)

Derivando a Eq. em relacao ao tempo, verificamos
que a velocidade do ponto do corte v é dada por:

v =wlL csc® 0 (49)

Com w e L constantes, v cresce muito rapidamente
conforme o dngulo 0 entre as ldminas da tesoura diminui,
e eventualmente, ao se fecharem, as ldminas tornam-se
paralelas e a distdncia d infinita. Como isso ocorre em
intervalo de tempo finito, a velocidade do ponto de corte
cresce ilimitadamente, eventualmente ultrapassando a
velocidade da luz, uma situacdo aparentemente para-
doxal. Substituindo v por ¢ na Eq. , obtém-se que
o angulo, o instante e a distdncia horizontal em que a
velocidade do ponto de corte se tornaria superluminal
sao dados respectivamente por:

) _4,
7§tc:(2) jde =
c w

L
6. = arcsin —(c—wl).
w

(50)

Podemos ressaltar que nesta situacgao, para quaisquer

w > 0e L > 0, o limite superluminal sempre sera
atingido.

7. Conclusao

Ao estudar a Relatividade Especial (RE), deve-se aban-
donar a nocao de espago-tempo absoluto, descrito pelas
transformagoes de Galileu. Todavia, mesmo apds um
primeiro contato com a RE, os conceitos Galileanos
ainda se fazem arraigados em muitos estudantes. Isso
pode ser notado na dificuldade que os mesmo tem em
resolver os paradoxos da relatividade. O fato é que,
com esses paradoxos, os estudantes sdo confrontados
com situagoes aparentemente contraditérias mas que, de
fato, demonstram a dificuldade em se adequar ao novos
conceitos de espaco e tempo da RE. Com objetivo de
preencher essa lacuna, esse artigo apresenta detalhada-
mente a solugao de diversos desses paradoxos.

Particularmente importante é a auséncia de simulta-
neidade. Na se¢ao [2] estudamos o paradoxo dos gémeos.
Com a solucdo apresentada, podemos afirmar que o
aparente paradoxo se deve & dificuldade de abandonar
o conceito Galileano de simultaneidade. O mesmo pode
ser dito sobre os paradoxos da madeireira na segao [3.1
das naves de Bell na secao e do fenda e barra
sob efeito da gravidade, segao [£.2] Esses trés ultimos
podem ser inteiramente resolvidos ao se abandonar a
simultaneidade absoluta.

Abordamos ainda paradoxos que envolvem o fato de ¢
ser uma velocidade limite de propagacao de qualquer
sinal. Isso coloca em xeque o conceito Galileano de
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corpo rigido. Abandonar isso foi a forma de resolver os
paradoxos da guilhotina emperrada na secdo [3.2] e da
chave na sec¢ao [3.3] Na segdo [6] abordamos o aparente
paradoxo de propagagdes superluminais.

Finalmente, na secgao abordamos o paradoxo
da fenda e barra sem efeito da gravidade. Esse caso
é particularmente interessante pois difere dos parado-
xo0s unidimensionais: Além da simultaneidade, devemos
abandonar a ideia de que adngulos sdo iguais. No caso
extremos vimos como, no limite ultrarelativistico, a
fenda se inclina até um angulo reto.
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