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Neste trabalho investigamos o padrao de difragdo no regime de Fresnel (campo préximo) e de Fraunhofer
(campo distante) para um conjunto de n fendas nao simétricas e de larguras diferentes. Partindo da férmula
de difragao de Fresnel-Kirchhoff conseguimos obter uma expressao para a intensidade da onda difratada por um
conjunto de n fendas de tamanhos arbitrarios onde é possivel observar a transi¢do do regime de Fresnel para o

regime de Fraunhofer.
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In this work we investigated the diffraction patterns produced by n nonsymmetric Fraunhofer and Fresnel
diffraction slits. Based on the Fresnel-Kirchhoff diffraction formula, we can obtain an expression for the irradi-
ance in terms of Fresnel’s integrals, which are calculated numerically.
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1. Introducgao

Quando um feixe luminoso atravessa uma abertura
num anteparo (com pelo menos uma das dimensoes da
mesma ordem de grandeza do comprimento de onda da
luz) hd um alargamento desse feixe com penetragao na
regiao de sombra geométrica e o aparecimento de fran-
jas claras e escuras na vizinhanga do limite da som-
bra, em outras palavras, aparece uma figura de in-
terferéncia conhecida como figura de difracdo. Esse
fenémeno acontece também quando a luz encontra um
obstdculo com dimensoes compardveis ao seu compri-
mento de onda, como um disco, por exemplo, que blo-
queia a passagem de uma pequena parte da frente de
onda. Assim, de modo geral, ocorre difragdo quando
uma parte de uma frente de onda for de alguma ma-
neira interditada.

A primeira observacao sistematica da difracao da
luz foi realizada pelo italiano Francisco Grimaldi no
Século XVII, que a descreveu num livro publicado pos-
tumamente. Esse fendmeno pode ser entendido, numa
primeira abordagem, fazendo uso do principio de Huy-
gens, o qual afirma que cada ponto de uma frente de
onda comporta-se como fonte de ondas esféricas se-
cundérias, conforme ilustrado na Fig. 1. Contudo, esse
principio nao explicava porque as ondas secundarias
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nao eram igualmente irradiadas em todas as diregoes.
Essa deficiéncia foi sanada pelo francés Augustin Fres-
nel que incorporou a esse principio o conceito de in-
terferéncia, o qual ficou conhecido como principio de
Huygens-Fresnel.

Frente de onda em t2

Frente de onda em t1

Fonte@

Figura 1 - Ilustracdo do principio de Huygens. Todos os pontos
da frente de onda no instante ¢ = t; se comportam como fontes de
ondas esféricas secundérias. A frente de onda no instante t = to
é determinada pela envoltéria de todas essas ondas secundérias.

Em geral classificamos o fendmeno de difracao em
dois tipos, de acordo com as distancias entre a fonte
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de luz, o objeto que produz a difragao e o anteparo de
observacao. Para distancias nao muito grandes falamos
em difracdo de Fresnel ou campo proximo. Quando
essas distancias sao grandes para que possamos consi-
derar as ondas incidente e difratada como ondas planas,
dizemos que se trata de uma difracao de Fraunhofer ou
campo distante.

A difracao de Fraunhofer é, do ponto de vista ma-
tematico, muito mais simples de ser descrita em com-
paracao com a difragdo de Fresnel. Por esse motivo,
a maioria dos livros textos de fisica bésica [0, B] trata
apenas da difragao de Fraunhofer, sendo a Ref. [8] uma
excegdo. Até mesmo os artigos publicados na RBEF
que tratam de difragdo [@,8] a abordagem se concentra
no regime de Fraunhofer.

Pouco depois da formulacao de Huygens-Fresnel,
Kirchhoff mostrou que este principio decorre direta-
mente da equacao de onda, formulando assim uma base
matematica segura para descrever o fenémeno de di-
fragdo, também conhecido como a teoria da difracao
de Fresnel-Kirchhoff, cujo resultado da onda difratada
serd dada pela superposicao de todas as ondas esféricas
produzida por um elemento difrator.

Neste artigo partimos da teoria escalar de Kirchoff
(Segdo 2) e em seguida (Secdo 3) analisamos a figura
de difragao para uma abertura retangular e, como caso
particular, analisamos a difracao produzida por uma
fenda. Essas situagoes sao apresentadas nos principais
livros textos de ética [@,8]. Contudo, no presente tra-
balho, generalizamos esse resultado para um caso de n
fendas de tamanhos arbitrarios. Estes problemas sao
de grande interesse e sao abordados nas Refs. [@,I].
A expressao da intensidade da luz difratada é expressa
em termos de integrais de Fresnel as quais sao calcula-
das numericamente. Os resultados s@o apresentados na
Secao 5 e nossas conclusdes sao mostradas na Secao 6.

2. Teoria escalar da difracao

A teoria de Kirchoff considera a funcao de onda que
representa o campo Otico uma fungao escalar, ou seja,
essa teoria nao leva em conta a natureza vetorial da
radiacao luminosa. Contudo, em situagoes em que a
polarizacao da luz nao é importante, essa teoria é uma
boa aproximagcao. No contexto da teoria de Kirchoff, o
campo 6tico escalar, F, obedece a equacao de ondas

9 1 O2E(r,t)

VZE(r,t) 2 52 0, (1)
onde V2 é o operador laplaciano e c é a velocidade de
propagacao da onda. Uma solucdo possivel da Eq. (D)
é da forma

E(r,t) = ¢(r) exp (—wt), (2)
onde 9 (r) s6 depende das varidveis espaciais e obedece
a equacao de Helmhotz
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V23 + k%) =0, (3)
onde k = w/c é o ntimero de onda que relaciona-se com
o comprimento de onda A pela relacao k = 27 /).

Para resolver a Eq. (B) vamos utilizar a segunda
identidade de Green. Se temos duas funcgoes escalares
Uy e Us, o teorema de Green pode ser expresso como

/(U1V2U2—U2V2U1)dV: ?{(UNUQ—UQVUl)-dS
14 S
(4)

onde V é o volume limitado pela superficie fechada
S. Supondo que U; e U; sao solugoes da equacao de
Helmhotz, temos que

V32U, + K*U; = 0, (5)

VU, + KUy =0 . (6)
Substituindo as Egs. (8) e (B) na Eq. (@) vemos que

jf(UNU2 —U,VUy) -dS =0 . (7)
S

Vamos considerar U; = v, uma fungao escalar ar-
bitraria e Us = €'*" /7, ou seja, uma onda esférica onde
r é medido a partir de um ponto P, entao

ezkr 6zkr

f{w( ) — Vw}-dS:O. (8)
S T r

Vemos que existe uma singularidade no ponto P

(r =0). A fim de excluir essa singularidade vamos en-

volver este ponto por uma pequena esfera S ', conforme

mostrado na Fig. 2. Assim, a Eq. (B) fica

j{ [wv(ezk’r) B ezkr V,(/}:| dS N
S

T T

ezkr/ ezkr/
74 (- gl s =0 (9)
s’ T T

Figura 2 - Geometria utilizada para o cédlculo da integral de su-
perficie da Eq. (8).
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Utilizando que dS = r2df), onde dQ é o angulo
sélido em torno do ponto P, a segunda integral na
equacao acima pode ser escrita como

ji/ ek’ [w 'k gﬂ . (10)

No limite 7 — 0 a expressao acima se torna igual a
4mp(P). Usando esse resultado na Eq. (H) obtemos

WP =4 [elkrw—wwem)}-ds. (1)

47 T T

Esta expressao é conhecida como teorema integral
de Kirchhoff. Ela relaciona o valor da fungao escalar
1) no ponto de observagao P no interior de uma su-
perficie fechada arbitraria com valores desta fungao na
superficie.

2.1. Aplicacao do teorema integral de Kir-
chhoff

O teorema integral de Kirchhoff pode ser utilizado para
descrever a difragao da luz por uma abertura, conforme
veremos a seguir.

A Fig. 3 mostra uma fonte puntiforme .S e um ponto
de observacao P do outro lado de uma abertura situada
em um obstaculo opaco. Chamaremos de p a distancia
da fonte S a abertura e r a distancia da abertura ao
ponto de observagdo P. A fonte S emite uma onda
esférica que em um ponto sobre a abertura é descrita
como

E(p,t) =

Eo o-wt) (12)
P

S
Figura 3 - Geometria utilizada para a obtengao da integral de
Fresnel-Kirchhoff.

A parte espacial da Eq. (I2) é justamente a fungao
1) que aparece na Eq. (B), i.e.,

— @ezkp
¥(p) = P (13)

Substituindo a Eq. (I3) na Eq. () e assumindo
que a fung@o de onda 1 e seu gradiente sé contribuem
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significativamente para a integral de Kirchoff apenas na
abertura, obtemos

Ey etkr v [tk 1\ .
pP)= 21 kp [V = ) 5
v(F) 47T7£{7“€ (p p2>p

1kp
E ek (Zk - 1) r] LS. (14)

p ro 72

Considerando p >> A e r >> X (o que é uma boa
aproximacao na regido visivel), os termos 1/p* e 1/r?
podem ser desprezados. Entdo, usando que k = 27/,
obtemos

—1Ey [ et 7 —q - p
p)= 1
w(p)= =2 § IR s )

que é conhecida como féormula da difracao de Fresnel-
Kirchhoff.

O termo [ -7 — 71 - p]/2 é definido como fator de
obliquidade. Se o raio de curvatura da onda incidente
for suficientemente grande, os vetores unitarios n e p
sao antiparalelos, i.e., n- p = —1. Nesse caso o fator de
obliquidade pode ser escrito como

cosf+1
5
onde 0 ¢é o angulo entre a normal a frente de onda que
incide na abertura e a direcao de observagao. Final-
mente, o campo elétrico no ponto P é dado por

k(0) = (16)

—wt 1k(p+r
B(p) = e ™ 74 ko) as . an)
A E pr

A Egq. (2) é conhecida como Férmula da difragao
de Fresnel-Kirchhoff e pode ser interpretada como a ex-
pressao matemaética do principio de Huygens. O fator
de obliquidade k(6), dado pela Eq. (@), explica porque
nao se observa ondas secundarias na direcao oposta a
propagagao da onda primaria. O fator numérico —: in-
dica que as ondas difratadas tem um deslocamento de
fase de 7/2 em relagdo & onda priméria incidente.

3. Difragao por uma abertura retangu-
lar

A Eq. (@) é uma expressao geral, vdlida para uma
abertura com geometria genérica. Inicialmente utiliza-
remos este resultado para o caso de uma abertura re-
tangular no plano yz (Fig. 4). O elemento infinitesimal
de drea dS = dydz estd situado ao redor de um ponto A
de coordenadas (y,z). O termo 1/pr é essencialmente
igual a 1/pgro, onde py e o sdo, respectivamente, as
distancias da fonte ao centro da abertura e desta ao
ponto P, conforme mostrados na Fig. 4. Quando estas
distancias sao muito maiores que a dimensao da aber-
tura temos que k(6) ~ 1. Assim, a Eq. (ICA) torna-se
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—wt z
E(P) = Zthoe” /92/ : e* P dydz . (18)
poroX Sy, J

P

Figura 4 - Geometria bésica para a difragao de Fresnel por uma
abertura retangular. Adaptado da Ref. [@].

Da Fig. 4 vemos que
PP =pp+ (v + 2%, (19)

r? = 7“8 + (y2 + zz) . (20)

Expandindo em série binomial os termos p e r, te-
mos que

Po +To
2poro
Substituindo a Eq. (1) na Eq. (I3) ficamos

p+r=po+ro+(y’+2°) (21)

—WE 1[k(po+r0)—wt] Uz
E(P) = o / ™ 2y, x
2(po +10) u

V2 2
/ e 2 dy, (22)
vy

onde introduzimos as varidveis adimensionais

2(po + 7"0)] 1/2

u=y |2 Y , 23
{ PoTOA 23)
2(po + 7"0)] 12

vV=z | —= . 24
[ PoToA 24)

As integrais que aparecem na Eq. (E2) sdo expres-
sas em termos das integrais de Fresnel, C'(w) e S(w),
definidas como

Reis et al.

v 2
S(w) :/0 Sin(T)dx, (26)

onde w representa u ou v. Vemos entao que as integrais
que aparecem na Eq. (E3) sdo da forma

/w e 2y = C(w) + 1S(w). (27)
0

Desse modo, podemos escrever a Eq. () como

E.,

2
E,

= 5 {C0(uz) = Clur) +1[S(uz) — S(u1)l}

x  [C(v2) — C(v1) +1[S(v2) — S(w)]] , (28)

E(P) = [C(u) +25(w)]3 [C(v) + 25 (v)]35;

onde FE,, é a amplitude do campo elétrico.

Introduzindo a notagdo AC(u21) = C(u2) — C(uq)
e AS(u21) = S(ug) — S(u1), com expressoes idénticas
para vy e ve, a Eq. (E8) pode ser escrita de forma mais
compacta como

E(P) = EZ—m[AC(ugl)—i—zAS(ugl)] [AC (v31)-+1AS (v21)].

(29)

Podemos observar o padrao de difracao no ponto

P através da intensidade do campo elétrico, dada por

Ip = |Ep|?> = EpE}. Assim, depois de alguns calculos
obtemos

I(P) = — {[C(ug) — C(u1)]* + [S(ug) — S(u1)]?} x
{[C(UQ) — C(U1)]2 + [S(vg) — S(vl)]2} , (30)

onde Iy = |E,,|? é a intensidade da onda nao obstruida
pelo obstéculo.

A Fig. 5 mostra o padrdao de difracdo para uma
abertura quadrada de dimensoes 1 mm x 1 mm para
quatro valores de distancia do plano de observagao a
fenda (1o = 80 mm, 300 mm, 450 mm e 1200 mm, res-
pectivamente). O comprimento de onda utilizado foi
A = 632.8 nm (comprimento de onda tipico de um laser
He-Ne).

Das Figs. 5a a 5d observa-se claramente a transicao
do padrao de difragao de Fresnel (campo préximo) para
a difracdo de Fraunhofer (campo distante) conforme a
distancia plano de observacéao - fenda é aumentada. No
regime de Fresnel a figura de difragdo é mais complexa,
com a presenca de franjas préximas das bordas e, por-
tanto, ha uma semelhanga com a forma geométrica da
abertura. Ja no regime de Fraunhofer a figura de di-
fragdo é mais simples e nao guarda semelhanca com a
forma da abertura.
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(©)

Figura 5 - Padrao de difracdo para uma abertura quadrada de 1 mm variando a distancia do ponto de observacao a fenda.

Podemos obter o padrao de difracao para uma fenda
facilmente da Eq. (BO), lembrando que uma fenda é
uma abertura retangular em que um dos lados é muito
maior que o outro. Se fazemos y; — —oc0 e Y3 — 0
garantindo, assim, que v; — —o0 € Vo — 00, e usando
o conhecido resultado das integrais de Fresnel

S(w—)oo)zC(w—)oo)z%, (31)

S(w = —00) = Cw — —o0) = —% 32

a Eq. (BO) torna-se

1(P) = 22 [0(us) — Olm)P +[S() — SCu)P. (38)
As integrais de Fresnel que aparecem nas expressoes
acima sao fungoes transcendentais que possuem tabelas
muito completas dos seu valores. Essas fungoes podem
ser calculadas através da espiral de Cornu [@, 8], que
é uma representagao geométrica das integrais de Fres-
nel no plano complexo, conforme ilustrado na Fig. 6a.
Atualmente, com o advento dos modernos computado-
res essas integrais podem ser computadas facilmente.
Esse ultimo procedimento é o adotado no presente tra-
balho.

4. Difracao por n fendas de tamanhos
arbitrarios

Na secao anterior calculamos, a partir da férmula de
Fresnel-Kirchhoff, o padrao de difracao para uma aber-
tura retangular. Como um caso particular desse resul-
tado obtivemos o padrao de difracao para uma fenda.
Vamos agora generalizar esse resultado para n fendas
de tamanhos arbitrarios.

Inicialmente consideremos duas fendas de larguras
29 — 21 € z4 — z3 (Fig. 6b). O campo elétrico resultante
no ponto P serd a soma dos campos devidos a cada uma
das fendas. Entao, podemos escrever

E, E,,
E(P) = 7[B21 + B43] == 7BR7 (34)

onde

Bgl = B(UQ) — B(Ul) = C(UQ) — C(Ul) +
’L[S(’LLQ) — S(Ul)] = AC(’U,Ql) + ZAS(Uzl). (35)

Da mesma forma

B43 = B(’LL4) — B(’LL3) = C(U4) — C(Ug) +
1[S(uq) — S(us)] = AC(ua3) + 21AS(uq3) - (36)
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Figura 6 - (a) Espiral de Cornu para duas fendas. (b) Representacao de duas fendas. As posigdes das bordas das fendas sdo dadas por

z1 e z2 (fenda direita) e z3 e z4 (fenda esquerda).

Desse modo,

BR = AC(U21) + AC(U43) +
Z[AS(UQl) + AS(U43)] (37)

Assim a intensidade da fenda dupla serd

Iy

I
I(P) = EpEj = 7} BrBj = ZO {[AC (uz1 )+

AC(U43)]2 + [AS(UQl) + AS(U43)}2} , (38)
ou, de forma mais explicita
I = 2 {(Cluz) — Clun) + Clur) = Clus) P+
[S(uz) — S(u1) + S(uq) — S(usz)]*} - (39)

O resultado acima pode ser generalizado para n fen-
das de larguras u;+1 — u; da seguinte forma

n

Ip = 12—0 (i: C(ua;) — ZC(U%‘—l)) +

i=1

n

(Z S(ug;i) — Z S(u2i1)> , (40)

i=1

que é uma relacao geral, para um conjunto de n fendas
de tamanhos arbitrdrios. Aplicando a Eq. (E0) para
uma unica fenda n = 1, retornamos a Eq. (33).

5. Resultados

Vamos agora apresentar alguns resultados obtidos pela
aplicacdo da Eq. (E0). A Fig. 7 mostra o padrao de
difragao para uma fenda simples de 1 mm, usando mais
uma vez um comprimento de onda A = 632.8 nm e va-
riando a distancia rg do anteparo a fenda. Observa-se
claramente a transicdo do regime de Fresnel (campo
préximo) para o regime de Fraunhofer (campo dis-
tante). Para rg relativamente pequeno (Figs. 7a e 7b)
o padrao de difragao é bastante complexo. A medida
que essa distancia aumenta (Figs. 7c e 7d) observa-se
uma estruturagao progressiva do padrao de difracao; e
as franjas tornam-se mais bem defindas, o que caracte-
riza a difragao de Fraunhofer.

Podemos também calcular como se comporta o
padrao de difracao para fendas multiplas (n > 1).

Inicialmente vamos considerar duas fendas
simétricas. A Fig. 8 mostra o padrao de difragao para
duas fendas de 0,5 mm separadas por uma distancia
de 1,0 mm para dois valores de distancia fenda - tela
de obervagdo. A Fig. 8a mostra um céalculo para
ro = 10 cm enquanto a Fig. 8b para rg = 600 cm. Ve-
rificamos que a franja central na regiao entre as fendas,
muito bem definida no regime de Fraunhofer (campo
distante) (Fig. 8b), desaparece no regime de campo
proximo.

Um resultado importante do presente trabalho é que
podemos calcular o padrao de difracao para multiplas
fendas nao simétricas, inclusive no regime de campo
préximo.
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Ip/lo Tp/Io
To=20 mm (b)

(a)

To=120 mm

0.5 1.0 15 15 -1.0 -0.5 0.5 1.0 15

I'o=360 mm I'o=1200 mm

z(mm) ‘ » z(mm)

Figura 7 - Padrao de difragdo para uma fenda unica variando a distancia r, do anteparo a fenda. Nota-se que, & medida que r, cresce,
hé uma transicdo do regime de Fresnel para o regime de Fraunhofer.

(a) (b)

Ip/lo

MWionalna

-135 -1.0 -035 0.5 1.0 15 -4 =
Z(mm) z(mm)

)
5
=

Figura 8 - Padrao de difragdo para duas fendas de larguras iguais para dois valores de 7,. (a) Regime de Fresnel, 7, = 10 mm. (b)
Regime de Fraunhofer r, = 600 cm. Observa-se uma franja intensa na regido entre as fendas no regime de Fraunhofer.

A Fig. 9 mostra o padrao de difragdo para um fenda - tela de observagao para os seguintes valores:
conjunto de cinco fendas de tamanhos diferentes, vari- ro = 4 cm (Fig. 9a), o = 20 cm (Fig. 9b),
ando de 0.3 a 0.6 mm para quatro diferentes distancias ro = 80 cm (Fig. 9c¢), 1o = 1200 cm (Fig. 9d).



2312-8

Mais uma vez observa-se a transicao do regime de Fres-
nel para o regime de Fraunhofer. Deve ser observado

Reis et al.

que no regime de Fresnel os picos de intensidades se dis-
tribuem nas regiodes correspondentes as fendas simpleSJ
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Figura 9 - Padrao de difragdo para cinco fendas de larguras diferentes para quatro valores de distancia do anteparo & fenda. (a) r, = 4,00

mm. (b) ro, = 20,0 mm. (c¢) 7o = 80,0 mm. (d) 7o = 1200 mm.

6. Conclusoes

Neste trabalho, partindo da férmula de Fresnel-
Kirchhoff, calculamos o padrao de difracao para uma
fenda no qual observa-se claramente a transigao do re-
gime de Fresnel para o regime de Fraunhofer, a me-
dida que aumentamos a distancia da fenda a tela de
observacao (Fig. 7).

Como resultado mais importante, calculamos
também o padrao de difragao para um conjunto de fen-
das ndo simétricas e de diferentes larguras (Fig. 9).
Na Ref. [[2] é descrito um experimento com redes de
difracao onde se introduz uma certa aleatoriedade no
espagamento entre as redes, cujos resultados concordam
qualitativamente com os apresentados aqui.

E possivel perceber que, no regime de Fresnel, os
picos de intensidade se distribuem uniformemente na
posicao das aberturas da fenda e com isso é possivel
determinar o tamanho de cada fenda e assim caracte-

rizar a superficie por experimentos de difracao. Uma
perspectiva do presente trabalho é fazer essa caracte-
rizagao levando em conta os resultados aqui obtidos.
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