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Notas e Discussoes

Uma nota sobre o movimento parabdlico:

uma elipse e um circulo inesperados

(A note on the parabolic motion: Unezxpected circle and ellipse)
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Discutimos dois aspectos curiosos e pouco conhecidos do movimento parabdlico descrito por um projétil na
auséncia da resisténcia do ar. Escondidas na descrigdo cinemética deste movimento particular encontramos uma

elipse e uma familia de circulos.
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We discuss two curious little known features of the parabolic motion described by a projectile in space in the
absence of air resistance. Hidden in the kinematical description of this particular motion there lies an ellipse

and a family of circles

Keywords: kinematics, motion on a plane, projectile motion.

O movimento de projéteis desempenha um papel
importante no desenvolvimento da cinemadtica e da
dindmica modernas e a sua primeira descrigdo cor-
reta deve-se a Galileu Galilei que percebeu o papel se-
cunddrio exercido pela resisténcia do ar. Galileu des-
considera a forga resistiva e introduz de um modo muito
claro o principio da independéncia do movimento hori-
zontal que se desenrola com uma velocidade constante
em moédulo, diregao e sentido, e um movimento vertical
executado com aceleragdo constante []. E a primeira
vez que o movimento de um projétil é decomposto e nao
visto como um todo como era praxe na fisica aristotélica
e medieval. O principio da independéncia dos movimen-
tos foi posteriormente corroborado com a emergéncia
da dinamica newtoniana. Para estudante moderno do
ensino médio e universitario, o movimento parabdlico
muitas vezes lhe é apresentado como um exemplo im-
portante de movimento no plano, esvaziado em sua im-
portancia histérica e conceitual. Nosso objetivo aqui,
porém, é o de chamar a atengao para alguns aspectos do
movimento parabdlico que embora nao sejam inéditos,
sao pouco conhecidos e permanecem constantemente
ausentes dos principais livros de texto utilizados no en-
sino médio e universitario. Escondidas na descricao ci-
nematica do problema encontramos duas curvas ines-
peradas: uma elipse e uma familia de circulos. Para
perceber estes aspectos do movimento parabdlico co-
mecemos por relembrar suas caracteristicas principais.
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Considere um projétil langado da origem de um sistema
de coordenadas cartesianas ortogonais com velocidade
inicial vy formando um angulo 6 com o eixo x que de-
fine a direcao horizontal. Levando em conta que a ace-
leragao gravidade jaz ao longo do eixo y e aponta no
sentido negativo deste eixo, as equacoes cinematicas do
movimento de projéteis — veja por exemplo a Ref. [B] —
se escrevem

1
Y= 'ont - 59t27 (1)

onde vp, = vg cos 0, vo, = vgsenf e t é o tempo. Eli-
minando ¢ entre essas duas equacoes obtemos a equagao
da trajetéria descrita pelo projétil no plano zy. Esta
equacao se lé

T = Vogt,

9

5 (tan®0+1) 2 + (tan 0) z.  (2)
2u;

y(z) = —

Vemos entao que o projétil descreve uma curva pa-
rabdlica. Se fizermos y = 0 e resolvermos a equagao
algébrica do segundo grau resultante obteremos o al-
cance R

v2
R = -2 sin 26. (3)
29
Por outro lado, se fizermos x = R/2 obteremos a altura
méaxima H atingida pelo projétil
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= W gz U (1 — cos 26) (4)
= —sin“f = — (1 —cos 20).

29 4q
Com as Eqgs. (B) e (@) podemos eliminar o dngulo de
langamento 6 e obter

49> [R\? 164 v2\*
= () + =7 (H—") =1 (5)
v5 \ 2 vg 4g

Agora comparamos a Eq. (B) com a equacgao de uma
elipse com centro no ponto P(x.,y.) em relacio a um
sistema de coordenadas cartesianas e que tem seu eixo
maior disposto ao longo do eixo x e o eixo menor ao
longo do eixo y

a(w—we)’ +b(y —ye)’ = 1, (6)
onde o comprimento do eixo maior é dado por
¢l = 1/y/a e o comprimento do eixo menor por
l, = 1/\/5, with a,b > 0. No nosso caso, podemos
fazer as identificagées * — R/2, y — H, z. = 0, e
ye = v3/(4g). Os fatores constantes a and b sio também
facilmente identificados. Segue entdo que £, = vg/(29)
e {, = vo/(4g), isto é, o centro da elipse descrita pela
Eq. (8) é o ponto (0,v3/(4g)). Considere um ponto
que pertence & curva eliptica descrita pela Eq. (H). Sua
coordenada horizontal é igual a metade do alcance da
parabola a qual ele também pertence e sua coordenada
vertical corresponde & altura maxima. A Fig. O ilustra
este fato curioso. A elipse em questao é o conjunto de
todos esses pontos.

0.6

o©
~
T

coordenada y
o
N

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

-0.2 .

coordenada x

Figura 1 - Uma elipse inesperada.

Outro aspecto do movimento parabdlico pouco co-
nhecido e ignorado nos livros de textos tanto do en-
sino médio como do universitario é o circulo de si-
multaneidade. As equacbes paramétricas da trajetoria
do projétil podem ser facilmente combinadas e levar &
equacao de um circulo cujo centro geométrico e raio
dependem do tempo

1 2
x? 4 <y + 29152) = vit?, (7)
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A interpretacao fisica deste resultado é simples: se di-
versos projéteis forem langados da origem simultanea-
mente no instante ¢ = 0 com a mesma magnitude de
velocidade inicial vg, entao, em um instante de tempo
t > 0, todos estes projéteis, independentemente dos res-
pectivos angulos de langamento estarao sobre o circulo
de simultaneidade. A Fig. B mostra este circulo em
cinco instantes de tempo distintos. Note que o centro
geométrico do circulo move-se no sentido negativo do
eixo vertical.
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Figura 2 - O circulo de simultaneidade.

Como ja mencionado, os dois aspectos do movi-
mento parabdlico discutidos aqui sao totalmente igno-
rados nos livros-textos comumente uitlizados no ensino
médio e universitario no nosso pais e mesmo na biblio-
grafia internacional sobre o tema, exceto, tanto quanto
¢é do conhecimento dos presentes autores, em um texto
datado pelos padroes modernos de MacMillan [B]. Re-
centemente, a elipse oculta no movimento parabdlico
foi redescoberta por Fernandez-Chapou et al. [@]. A
simplicidade algébrica e o interesse intrinsico que es-
ses resultados podem despertar nos estudantes os tor-
nam ideais como tema de discussao em sala de aula ou
como trabalho complementar para os alunos do Ensino
Médio.
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