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Dificultades conceptuales y matematicas del modelo
convencional de oscilaciones amortiguadas

Conceptual and mathematical difficulties of the conventional model of damped oscillations
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Se desarrolla un estudio matemaéatico de oscilaciones amortiguadas centrado en el calculo de las constantes de
la ecuacion de movimiento, su significado matematico y sus implicancias en el comportamiento de los sistemas.
Se ejemplifica el método de los valores iniciales para el calculo de las constantes, tanto en oscilaciones libres
como amortiguadas. Se deducen expresiones algebraicas para el modelo convencional amortiguado y se discuten
comparativamente con las del formalismo de Crawford. Se discute el significado de las constantes y se ofrecen
respuestas a algunas preguntas frecuentes entre estudiantes y profesionales. Se introduce el concepto de “funcién
exponencial secante” y se establece la diferenciacién entre ésta y la envolvente de la ecuacién de movimiento. Se
dan ejemplos de los errores sistematicos cometidos al imponer arbitrariamente las constantes, y se discute su
significado y razén matemaética. En el apéndice, se deduce la ecuaciéon general de oscilaciones amortiguadas y se
ejemplifican los tres casos posibles de sistema (sobreamortiguamiento, amortiguamiento critico, y oscilaciones
subamortiguadas). Se deduce el modelo convencional de oscilaciones amortiguadas como un caso particular de la
ecuacién general.

Palabras clave: oscilaciones amortiguadas; constantes de la ecuacién de movimiento, método de los valores
iniciales.

A mathematical study on the subject of damped oscillations is expounded, focused on the computation of the
constants of the equation of movement, their mathematical meaning and their implications on the behavior of
systems. Examples are given of the initial value method for computing the constants, both for free and damped
oscillations. Algebraic expressions are deduced for the conventional damped model and they are comparatively
discussed with those from Crawford’s formalism. The meaning of the constants is discussed and answers are
offered for questions frequently asked by students and professionals. The concept of secant exponential function is
introduced, and the distinction between this function and the envelope of the equation of motion is established.
Examples are given of systematic errors committed when constants are arbitrarily imposed, and their meaning
and the mathematical reason is discussed. In the appendix, the general equation of damped oscillations is deduced
and examples are given for all three possible cases of systems (overdamping, critical damping, and underdamped
oscillations). The conventional model of damped oscillations is deduced as a particular case of the general equation.
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1. Introduccién

El tema de oscilaciones mecanicas, en el ciclo bdsico uni-
versitario, tiene una importancia formativa fundamental
para todas las carreras cientificas y tecnolégicas.
Aunque los problemas y experimentos propuestos en
este nivel curricular suelen limitarse a sistemas senci-
llos tales como resortes y péndulos de diversas clases
(simple, fisico, de torsién), el campo de aplicacién de
las oscilaciones es, indudablemente, mucho més amplio.
Una oscilacién mecénica es, en esencia, un movimien-
to de vaivén de un dado cuerpo, bajo la acciéon de una
fuerza que tiende a restituirlo a una posicién de equili-
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brio. En la naturaleza hay una gran cantidad de sistemas
que cumplen esta condicién. Sus dimensiones abarcan
un rango muy amplio que va desde la escala atomica
(vibraciones de los nicleos atémicos) hasta la escala de
un puente colgante bajo la accién de los vientos, o bien
un movimiento sismico. Existen fenémenos oscilatorios
en todos los estados de la materia (s6lidos, liquidos, gases
y plasmas), incluyendo el vasto e importante campo de
las ondas.

Desde una perspectiva historica, el estudio de los fe-
noémenos oscilatorios ha jugado un rol decisivo en el
desarrollo de la ciencia, la tecnologia y la cultura, desde
el siglo XVI hasta nuestros dias. Grandes figuras de la
Revolucién Cientifica le dedicaron especial atencion a
sistemas tan simples como el péndulo [1], entre ellos,
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Galileo, Huygens, Newton y Hooke, cuyas investigacio-
nes fueron decisivas para establecer resultados de gran
importancia, como el valor de la aceleracién de la grave-
dad y sus variaciones espaciales, métodos precisos para
medir el tiempo, algunos principios de conservacién, y
las leyes de las colisiones, entre otros. A mediados del
siglo XIX, merecen especial mencién el trabajo de Stokes
sobre amortiguamiento viscoso [2] y la demostracién de
la rotacién terrestre realizada por Foucault [3]. En el
siglo XX, las investigaciones en esta tematica han abar-
cado un espectro bastante amplio. Desde la perspectiva
educativa y la sicologia del aprendizaje, uno de los hi-
tos mas significativos lo marcé el trabajo de Inhelder y
Piaget [4], que clasifica distintos estadios evolutivos del
desarrollo del pensamiento en nifnos y adolescentes, segin
su capacidad de establecer relaciones, separar variables
y extraer conclusiones sobre el comportamiento de un
péndulo (entre otros dispositivos experimentales), con el
cual pueden interactuar bajo ciertas consignas.

Los trabajos més recientes sobre oscilaciones abordan
diversos problemas técnicos, experimentales y numéri-
cos. Algunos tratan el modelado matematico, disefio y
construccién de recursos didécticos para ilustrar algunos
aspectos de la teorfa del caos [5, 6 ,7]. Otros se enfo-
can en temas puntuales de mecénica. Por ejemplo, se
ha analizado el movimiento de un péndulo simple amor-
tiguado, utilizando cdmaras digitales y programas de
computadora adecuados, lo que ha permitido determinar
los parametros de movimiento con gran precisién [8]. Se
ha estudiado, también experimentalmente, cémo las va-
riaciones de amplitud y la friccién modifican el periodo
de un péndulo amortiguado que oscila en el aire, utili-
zando métodos numéricos para ajustar curvas tedricas a
datos experimentales [9]. Algunos trabajos estudian los
efectos no lineales de la “friccion interna” de los péndulos,
va sea en el soporte o en masas viscosas colocadas en
el interior del cuerpo suspendido [10, 11]. Otros contro-
lan experimentalmente la validez de hipétesis y modelos
en casos especificos [12, 13], o analizan la influencia de
ciertas caracteristicas geométricas de los sistemas en los
pardmetros fisicos del movimiento [14, 15], o bien la in-
fluencia de unos parametros sobre otros y sus respuestas
no lineales [16].

Por otra parte, algunas investigaciones analizan cri-
ticamente los desarrollos presentados por textos de uso
habitual en ciclos béasicos universitarios. Por ejemplo, se
discute la introduccion del tema movimiento arménico
simple en textos de mecdnica [17], o se analiza el desa-
rrollo del tépico oscilaciones electromagnéticas libres y
amortiguadas, en libros de electromagnetismo de nivel
universitario bésico [18]. Estos trabajos definen ciertos
criterios para comparar, en distintos textos, la presen-
tacion del tema investigado. Los resultados obtenidos
sefialan que algunos conceptos no se presentan con su-
ficiente claridad o que ciertos aspectos merecerian una
mayor elaboracién. Sin embargo, no incluyen desarrollos
o secuencias de ensenanza que tengan en cuenta las difi-
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cultades detectadas y que por lo tanto constituyan una
propuesta superadora.

Como docentes e investigadores en educacién en cien-
cias hemos advertido que, a pesar de la importancia del
tema, la mayoria de los libros de texto de uso habitual
presenta, a menudo, una falta de claridad y precisiéon
en su tratamiento. Entre los aspectos mas notorios cabe
mencionar:

a) Las soluciones de las ecuaciones de movimiento se
dan, no sélo sin demostracién (lo cual es admisible pues
son ecuaciones diferenciales que el alumno atn no ha es-
tudiado), sino incluso sin referencias a textos especializa-
dos, y en algunos casos, sin explicaciones o justificaciones
apropiadas.

b) El modelo de oscilaciones amortiguadas que ofrece
la mayoria de los textos tiene un ambito de aplicacién
limitado.

¢) Varios conceptos importantes se enuncian de un
modo un tanto vago, ambiguo o confuso, y esto dificulta
su comprension por parte de los estudiantes.

d) En muchos casos, no se explican ni ejemplifican prin-
cipios metodolégicos fundamentales, como por ejemplo,
el célculo de las constantes del movimiento a partir de
las condiciones iniciales.

Cabe mencionar que estas limitaciones no son un pro-
blema reciente. Vienen influyendo en la formacién pro-
fesional en ciencias exactas desde hace mucho tiempo,
y en nuestra experiencia docente hemos observado que
actualmente constituyen una rémora dificil de superar,
pues los profesionales formados ofrecen cierta resistencia
a revisar sus conceptos y cambiar su modo de trabajar.

En el ciclo basico universitario de carreras cientifi-
cas y tecnoldgicas, se estudian oscilaciones mecanicas y
eléctricas (circuitos con resistencias, capacitores e induc-
tores). En ambos temas se incluyen oscilaciones libres,
amortiguadas y forzadas. Las ecuaciones que describen
estos fendmenos son esencialmente idénticas, y le dan
al estudiante la oportunidad de descubrir que estas co-
rrespondencias formales estan asociadas a analogias en
el comportamiento de sistemas de naturaleza muy dis-
tinta. En este contexto, sus capacidades matematicas
se desarrollan no sélo como una herramienta de calculo,
sino como un lenguaje y un instrumento de razonamien-
to y andlisis, permitiéndole desarrollar sus estructuras
cognitivas y alcanzar un mayor grado de abstraccion.

El tema fundamental de este trabajo es un estudio
matematico de las oscilaciones amortiguadas, mas am-
plio y profundo que el ofrecido por la mayoria de los
textos de uso habitual. Este estudio esta centrado en la
metodologia de calculo de las constantes del modelo con-
vencional, su significado matematico y sus implicancias
en el comportamiento de los sistemas.

La seccién §2, a modo de introduccién a los formalis-
mos matematicos, presenta un breve resumen del modelo
de oscilaciones libres y ejemplifica la metodologia de
célculo de las constantes de movimiento en este modelo
maés simple, puntualizando algunas ideas bésicas, antes
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de considerar el modelo de oscilaciones amortiguadas.
En la seccién §3, se presenta el modelo convencional
de oscilaciones amortiguadas senalando sus limitaciones,
se obtienen expresiones algebraicas generales para las
constantes de movimiento, se las particulariza para un
caso equivalente al de la seccién §2, y se ofrecen las res-
puestas a algunas preguntas y dudas planteadas, a lo
largo de nuestra practica docente, en distintas instancias
de discusion con profesionales (algunas de estas dudas
pueden ser frecuentes, también, entre estudiantes). En la
seccion §4, se explica el comportamiento de la ecuacion
de movimiento en términos matematicos, y se discuten
varios conceptos relevantes. Asimismo, se analizan los
errores sistematicos y las incongruencias fisicas a las que
éstos conducen cuando se aplica un método de calcu-
lo inapropiado, que es comun observar. En la seccién
§5 se presenta y discute, en términos comparativos, un
formalismo distinto para el cdlculo de las constantes,
desarrollado por F. S. Crawford, Jr. En la seccién §6 se
resumen las principales conclusiones. En el Apéndice A
se deduce la ecuacién general, se ofrecen ejemplos de las
distintas clases de sistemas posibles y se demuestra que
el modelo convencional puede derivarse como un caso
particular de la solucién general.

2. Oscilaciones libres

2.1. Breve resumen del modelo

Consideraremos, como caso genérico, un sistema masa-
resorte, donde el resorte responde a la ley de Hooke, y
tanto la masa del resorte como la fuerza de roce pueden
considerarse despreciables (oscilaciones libres o movimien-
to armonico simple, MAS). Para tal sistema, la segunda
ley de Newton (F' = m - a) puede escribirse [19, 20, 21,
22]:
d*x (t)

—kx(t) = M= (1)
El primer miembro de esta ecuacion representa la fuerza
que actiia sobre el cuerpo unido al resorte (fuerza recu-
peradora del resorte), y el segundo miembro, el producto
de la masa por la aceleracién que adquiere dicho cuerpo.
k es la constante de rigidez del resorte; m, la masa del
cuerpo; x, la posicién medida desde el punto de equilibrio;
y t, el tiempo.

La Ec. es una ecuacién diferencial que el estudiante
aprenderd a resolver en el ciclo superior. Cabe explicarle,
por el momento, que en las ecuaciones diferenciales la
incognita no es una variable, sino una funciéon. También
consideramos conveniente escribir siempre x(¢) y no sim-
plemente “z”, para que no confunda esta funcién con
una variable.

La solucién de la Ec. puede escribirse:

x (t) = A cos (wot + ¢) (2)

wo = \/Z (3)
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El subindice I, de libre, se ha escrito para diferenciar las
constantes de este modelo de las de oscilaciones amorti-
guadas, que se discutirdn mas adelante. El subindice 0,
por su parte es una notacién convencional del MAS para
indicar que wy es la llamada frecuencia angular natural
del sistema, la cual reviste importancia en los fenémenos
de resonancia.

El estudiante debe advertir que si bien wg, A; y ¢
son todas constantes de la Ec. , existe una importante
diferencia entre la primera y las dos tltimas: wg es un
pardmetro del sistema, cuyo valor depende de propieda-
des inherentes al mismo (v. Ecs. y ([@)); en tanto que
Ay y ¢p son constantes que dependen de las condiciones
iniciales del movimiento y, dependiendo de tales condi-
ciones iniciales, podrian asumir distintos valores para un
mismo sistema.

En un sentido més genérico, el pardmetro wg —al igual
que sus homologos de oscilaciones amortiguadas y forzadas—
se denomina simplemente frecuencia angular y es propor-
cional a la frecuencia f, o cantidad de oscilaciones que
el sistema realiza en la unidad de tiempo (w = 27 f).

La Ec. (2) no es la tnica manera de formular la solucién
de la Ec., pero es la més usada, y también la mas
conveniente para asociar al MAS con el movimiento
circular y con los nimeros complejos, en estudios mas
avanzados [23].

2.2. Caélculo de las Constantes de Movimiento

Muchos textos de fisica y mateméatica senalan que A4;
v (; son dos constantes “independientes y arbitrarias”.
Esto significa que cualesquiera sean sus valores, la Ec.
serda una solucién de la Ec. . Pero no cualquier
solucién de la Ec. serd una soluciéon apropiada para
un sistema fisico en particular, sino sélo aquella cuyas
constantes sean compatibles con los valores de posicién
y velocidad que tal sistema tenga en un dado instante.
Por sencillez, suele elegirse dicho instante como t= 0.

Luego, es conveniente prevenir al estudiante sobre la in-
terpretacion del término “arbitrario”, que puede inducirlo
a confusién: Para un problema especifico, las constantes
A; v @1 no se pueden imponer ni elegir arbitrariamente,
deben ser calculadas a partir de las condiciones iniciales
de ese dado problema. Este principio metodolédgico es
mencionado en algunos textos, peroson pocos los que
ofrecen ejemplos de célculo al respecto [20, p. 365] [23,p.
6] [24].

En el caso de oscilaciones libres, la constante A; puede
identificarse con la amplitud o maximo apartamiento del
equilibrio dado al resorte, el cual no debe superar el limite
eldstico del mismo. Convencionalmente, A; se considera
positiva, aun cuando el apartamiento del equilibrio puede
ser positivo (elongacién) o negativo (compresion). @y, por
su parte, recibe el nombre de fase inicial, y depende del
instante elegido como origen del tiempo. Si bien esta
eleccion es arbitraria, una vez hecha se debe imponer la
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condicién de compatibilidad con los valores iniciales del
problema. Analicemos un ejemplo tipico:

Ejemplo 1: Se elonga un sistema masa-resorte hasta
una posicion inicial xg y se elige, por simplicidad, medir

el tiempo a partir del instante en que se libera el cuerpo.

En estas condiciones, en ¢ = 0, la posicién medida
desde el punto de equilibrio debe ser xg, y la velocidad
debe ser nula. A partir de estos datos, debe armarse un
sistema de dos ecuaciones, x (0) = 29 y v (0) = 0, con
dos incognitas, A; y ;. Asi,

x(0) = Ajcos(wo -0+ ¢1) = zo (4)

v(0) = (dac) = —woAisen (wo -0+ ¢;)) =0 (5)
dt ),

Al resolver este sistema de ecuaciones, de la Ec. por si

sola, no puede extraerse ninguna conclusién sobre el valor

de ninguna de las dos constantes, A; y ¢;. En cambio, de

la Ec. por si sola, si se puede hacer deducciones sobre

el valor de ;. Notese que ni w; ni A; pueden ser cero,

pues entonces xz(t) seria constante en el tiempo (v. Ec.

)7 luego lo que debe ser cero, en t = 0, es la expresién
trigonométrica sen (wo - 0+ ¢;) = sen (¢;) = 0, lo cual
implica que el valor ¢; sélo puede ser 0 o un multiplo de
.

Habiendo llegado a esta conclusion, retomamos la Ec
. Si en ella impusimos zy > 0, deducimos que
debe ser 0 o un miltiplo par de 7, pues siendo A; > 0,
debe ser también cos (wo -0+ ¢1) = cos(¢) > 0. Sin
perder generalidad, basta considerar ¢; = 0. Una vez
encontrado el valor de ¢;, también se deduce de la Ec.
que A; =0, y por ello dijimos que A; puede identificarse
con la amplitud o maxima elongacién.

Notese el orden légico que se siguié en la deduccion de
las constantes:

De la expresién de la velocidad inicial, Ec. , se

dedujo que el valor de ¢;, debia ser 0 o un multiplo de 7.

Luego, de la expresion de la posicién inicial, Ec. (4)), se
pudo precisar el valor de ¢; y obtener el valor de A;.

Sin embargo, en nuestra experiencia docente, hemos
detectado que la mayoria de los estudiantes, e incluso
algunos profesionales formados, invierte este orden 16gico
en sus deducciones. Cuando se les solicita que expliquen
c6mo obtienen los valores de las constantes, exponen
el siguiente razonamiento: “Asumiendo que en t = 0
la posicién es g > 0, en la Ec. debe cumplirse
cos (wy -0+ ¢;) =1, y esto sélo puede ser cierto si ¢; es
0 o un maultiplo de 27"

Al razonar de esta manera, asumen que A; = xg; luego,
la tinica constante a determinar es ¢;, y para ello basta
la Ec. . Asumen que esta igualdad es cierta porque
asi lo han aprendido, pero al parecer no advierten que
esto es una consecuencia de resolver un sistema de dos
ecuaciones con dos incoégnitas. De hecho, es curioso que
profesionales con experiencia en resolver problemas de
valor inicial no razonan en términos de este formalismo
ante la pregunta planteada.
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Comoquiera, en oscilaciones libres, bajo las condicio-
nes iniciales correspondientes a este ejemplo, es correcto
asumir que A; = xy. Sin embargo, en oscilaciones amor-
tiguadas, como se discutird mas adelante, el planteo
apropiado de las condiciones iniciales es indispensable.

3. Oscilaciones amortiguadas

3.1. Modelo Convencional del Sistema
Masa—Resorte

En la mayoria de los casos practicos, los sistemas masa-
resorte oscilan en un fluido (generalmente, aire) que
opone una fuerza de roce al movimiento del cuerpo. Si
la velocidad es pequena, esta fuerza puede considerarse
proporcional a la velocidad [23, p. 63] [24, p. 414]:

Froce = —bv (6)

donde la constante b depende de la forma y tamafio del
cuerpo, y de la viscosidad del medio.
Luego, la segunda ley de Newton queda:

de(t)  d*z(t)
—kx(t)—b 0 =M (7)
Que usualmente se reordena de la siguiente manera:
d?z (t) bdx(t)  k

+—z(t)=0 8)

dt? m dt m
La solucién de esta ecuacién puede escribirse como

2 (t) = Age 2™ cos (wat + ¢q) 9)

A esta ecuacién, que la mayoria de los textos de fisica
ofrecen sin demostracién, la llamaremos, en este contexto,
la ecuacion de movimiento del modelo convencional de os-
cilaciones amortiguadasﬂ El subindice a, de amortiguada,
se ha escrito para enfatizar la diferencia entre las constan-
tes y parametros de este modelo y los correspondientes
al de oscilaciones libres.
En la Ec. @, Wq €s
k b2

Wa =\l (10)
Luego, también en este caso w, es un parametro que sélo
depende de propiedades inherentes al sistema, en tanto
que A, y @, son constantes que a los fines de satisfa-
cer la Ec. podrian asumir valores cualesquiera, pero
fisicamente deben ser compatibles con las condiciones
iniciales.

Si bien la mayoria de los textos de fisica dan, como
la solucién de la Ec. , la Ec. @D, no es ésta la solu-
cién més general. De hecho, es inaplicable a los casos
de amortiguamiento critico (cuando k/m = b>/4m?) y
de sobreamortiguamiento (cuando k/m < b*/4m?). En
el Apéndice A se deduce una ecuacion general que con-
templa estos casos y se deriva de ella la Ec. @D como un
caso particular.

1 Muchos textos llaman “subamortiguadas” a las oscilaciones que
corresponden a wq > 0, que es el inico caso en que puede aplicarse
la Ec. @
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3.2. Calculo de las Constantes del Modelo
Convencional

Las constantes A, y @, al igual que en el caso de osci-
laciones libres, deben calcularse a partir de los valores
iniciales (0) y v(0), planteando un sistema de dos ecua-
ciones con dos incégnitas:

2(0) = Age 027 cos (wy - 0 + da) (11)

b
%e*b'omm cos (wq - 0+ ¢q)

—  Agwae 02 gen (Wa - 0+ ¢q) (12)

v(0) = —A4A,

Simplificando estas ecuaciones:

2 (0) = Ag cos (¢q) (13)

v(0) = —Aa% cos (¢pg) — Aqwasen (¢q) (14)

De las cuales se obtiene

v (0) b
x(0) - wy  2mw,

tg (¢a) = —

(15)

Ejemplo 2: Al igual que en el ejemplo anterior, se elonga
un sistema masa-resorte hasta una amplitud Ag > 0, y
se mide el tiempo a partir del instante en que se libera
el cuerpo. Luego, x(0) = Ay y v(0) = 0. Reempla-
zando estos valores en las Ecs. y , se obtiene
Ay = Ag/cos(¢a), ¥ ¢a = arctg(—b/2mw,) Es decir, a
diferencia del caso de oscilaciones libres, en oscilaciones
amortiguadas la constante A, ya no es igual a la amplitud
o elongacion mdzima, y Y, Ya no es cero, aun cuando
midamos el tiempo a partir del instante de mdzima elon-
gacion.

De la Ec. se deduce que cos (¢,) > 0, (puesto
que A, > 0, por convencioén, y xz(0) > 0, por condicién
inicial, y en la Ec. se advierte que para v (0) = 0,
tg (¢a) < 0. Luego, ¢, es un dngulo del cuarto cuadrante
del circulo trigonométrico. Por sencillez, y sin perder
generalidad, con estas condiciones iniciales se puede con-
siderar que ¢, < 0, y en la medida en que el factor de
amortiguamiento b sea pequeno, , sera proximo a cero
y A, serd comparable a Ajg.

En nuestro estudio consideraremos, en todos los ca-
sos, las mismas condiciones iniciales: = (0) = Ag y
v(0) = 0, las cuales implican A, = Ag/cos(da), ¥y
¢q = arctg(—b/2mw,).

3.3. Preguntas y Respuestas sobre las
Constantes A, y ¢a

Para el caso de oscilaciones amortiguadas, la metodologia
de célculo de las constantes a partir de las condiciones
iniciales est4 mencionada en diversos textos, pero en
nuestro conocimiento, solo esta analizada detalladamente
en una obra que comentamos en la seccién §5, la cual
no usa la formulacién que discutimos en este trabajo
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(modelo convencional, Ec. @[)) El significado de las cons-
tantes y sus implicancias en el comportamiento de los
sistemas no estan analizados en ninguna obra de nuestro
conocimiento, y en el marco del modelo convencional,
solo nos cabe referir un ejemplo puntual de aplicacion
de esta metodologia desarrollado por Goicolea Ruigéomez
[25] para valores numéricos particulares.

En este contexto, los resultados aqui expuestos pueden
ser novedosos no solo para los estudiantes, sino también
para muchos profesionales de ciencias exactas. Al pre-
sentarlos a nuestros colegas, a través de seminarios de
discusién, varios de ellos se mostraron sorprendidos, y
algunos inclusive, un poco incrédulos. Ante la posibili-
dad de que el lector tenga dudas semejantes, creemos
conveniente comentar algunas de las preguntas que nos
formularon nuestros colegas, y las respuestas que les
ofrecimos:

Pregunta 1: ; Coémo es posible que sea A, > Ag? jAcaso
esto significa que en algun instante la posicién del cuerpo,
medida desde el punto de equilibrio, puede ser mayor
que la elongacién inicial Ay?

Respuesta: No, en ningtn instante la posicién puede
ser mayor que la elongacién inicial Ag. En el instante
inicial, la posicién es z (0) = Ap, como lo muestra la Ec.
, porque A, estd multiplicada por cos(¢,); para todo
instante posterior, la posicién es menor que Ag.

Pregunta 2: Suponiendo z (0) = Ag y v (0) = 0, siem-
pre consideramos que, al igual que en el caso de oscila-
ciones libres, A, = Ag v ¢4 = 0. ;Por qué dicen que esto
es incorrecto, si la ecuacién de movimiento, en t = 0, se
verifica con estos valores?

Respuesta: Para obtener los valores de dos incégnitas
son necesarias dos ecuaciones, no basta que los valores
verifiquen una de ellas si no verifican también la otra.
Si se impone “arbitrariamente” A, = Agy ¢, = 0, se
verifica, efectivamente, la Ec. , pero no la Ec. ,
en donde se obtiene, bajo esta imposiciéon arbitraria, que
la velocidad inicial no es nula, lo cual contradice las
condiciones iniciales impuestas al sistema.

Pregunta 3: Obviamente, A, ya no puede interpre-
tarse como la elongacién méxima, como en el caso de
oscilaciones libres ;Cudl es entonces su significado fisico?

Respuesta: Més que un significado fisico, 4, tiene un
significado matematico, que se explica en la seccién §4. Si
queremos interpretar a A, como una amplitud, podemos
decir que es la amplitud de la envolvente exponencial
de las oscilaciones, la cual, desde luego, no es una pro-
piedad fenomenoldgica tan directa como la amplitud de
las oscilaciones mismas, como en el caso de oscilaciones
libres. Esto no debe interpretarse como un menoscabo
del modelo ni de los resultados: no todas las entidades
matemdticas que describen el comportamiento de un siste-
ma son, ni deben ser, correlatos directos de alguna de sus
propiedades fisicas. De hecho, en su forma mas general,
la ecuacién de movimiento puede escribirse en términos
de constantes que no tienen un “significado fisico” (v.
constantes C7 y Cy en el Apéndice A). En el caso de
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oscilaciones subamortiguadas, dichas constantes, por ser
complejas, jamés podrian representar una propiedad del
sistema real, pues tienen una componente imaginaria.

Pregunta 4: Dado que, para x (0) = Ag y v(0) = 0,
Ay > Ap vy ¢o < 0 ;jPodria interpretarse que la Ec.

representa una oscilacién de amplitud A, > Ay que
“proviene” del semieje negativo del tiempo ¢, y que en
t = 0 es justamente Agy?

Respuesta: El hecho de que ¢, < 0 no significa que
la ecuacion de movimiento, x(t), “provenga’de valores
negativos de t. Como se discute mas adelante, los mdximos
de la funcion coseno estdan retardados respecto de los
de z(t), no adelantados, es decir, ocurren en valores
posteriores de t, no anteriores.

Sin embargo, la pregunta es interesante, porque si las
constantes se imponen arbitrariamente como A, = Ay
y ¢o = 0 (lo cual es incorrecto pero, lamentablemente,
usual), la curva si admite una interpretacién de este tipo,
es decir, “como si proviniera del semieje negativo del
tiempo, y en t = 0 fuese Ay”. Desde luego, ésta es sélo
una interpretacién matematica sobre una ecuacién de
movimiento que adolece de errores sisteméaticos. Esta
interpretacién permite comprender por qué estos errores
conducen a predicciones equivocadas, pero no tiene sen-
tido fisico hablar del sistema en un intervalo de tiempo
en el cual no oscilaba. Estas cuestiones se discuten en
detalle en la seccion §4.

Pregunta 5: Nos parece que este andlisis tiene una
complejidad mateméatica mucho mayor que la que solemos
dar en los cursos de fisica del ciclo basico ;Cémo creen
Uds. que estos resultados pueden llevarse al aula?

Respuesta: En primer lugar, no se debe confundir la
complejidad matematica de un trabajo cientifico, destina-
do a profesionales formados, con la que puede correspon-
der a una clase del ciclo basico universitario, destinada
a estudiantes que ven el tema por primera vez. Desde
luego que en una clase pueden omitirse las demostracio-
nes matematicas y muchos detalles que aqui se analizan
en profundidad. En nuestra opinién, los conocimientos
que, en principio, debe adquirir el estudiante no serian
ni muy extensos ni muy complejos: El estudiante debe
saber que, bajo las condiciones iniciales mas usuales, que
son z (0) = Ag y v (0) = 0, se obtiene A, = Ag/cos(¢q),
Y ¢a = arctg(—b/2mw,); y debe tener, al menos, una
idea cualitativa de por qué esto es asi, sin necesidad
de que sepa desarrollar las demostraciones matemati-
cas, las cuales pueden ofrecerse como material de lectura
complementario.

En particular, en clases experimentales, segtin el sis-
tema de estudio propuesto, el docente podra hacer las
simplificaciones y aproximaciones que considere perti-
nentes, en tanto las justifique apropiadamente. Asi, por
ejemplo, si el cociente —b/2mw,, es suficientemente pe-
queno, el hecho de aproximarlo a cero introducira un
error despreciable para muchos fines practicos, segun el
margen de error experimental con que se esté trabajando.
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Por otra parte, la medicién indirecta de ¢, tampoco
deberia presentar mayores complicaciones. La masa m y
la frecuencia w, son variables ficiles de medir con preci-
sion, y en cuanto al parametro b, si no se exige demasiada
precisiéon, puede calcularse a partir de las amplitudes ob-
servadas visualmente sobre una regla graduada, y si se
requiere mas precision, se puede filmar las oscilaciones
durante unos pocos minutos, disponiendo adecuadamente
el sistema para evitar los errores de paralaje, para ello
basta usar un teléfono celular.

Maés alla de estas apreciaciones y sugerencias, como
docentes, todos sabemos que la implementacién didac-
tica de una ampliacién o profundizaciéon de contenidos
es siempre una tarea dificil. Dificil pero indispensable,
si aspiramos a dar una buena formaciéon a nuestros es-
tudiantes. En el dltimo {tem de las conclusiones de este
trabajo (seccién §6) planteamos algunas reflexiones que
complementan esta respuesta.

4. Discusion de los resultados

4.1. Significado de A, y @,

La Fig. 1 representa dos funciones: la ecuacién de movi-
miento z(t) en oscilaciones amortiguadas, Ec. (9) (curva
verde), y la funcion 1 (t) = Age*/?™ (curva azul), am-
bas calculadas con los mismos valores de b, m y Ag. Se
puede observar que x1(t) es tangente a x(t) en varios
puntos de su trayectoria, y para todo instante ¢ se cum-
ple que z; < x4 (). Decimos entonces que z1(¢) es una
envolvente de x(t).

Este concepto de envolvente estd mencionado en varios
libros de texto, pero en casi todos ellos se dice o sugiere,
incorrectamente, que A, = Ap, y que tanto la curva ex-
ponencial, z1(t), como la ecuacién de movimiento, x(t),
tienen la misma ordenada en t = 0. Esto no sélo es un
error conceptual, sino incluso algo matemdticamente im-
posible. En t = 0, z(t) tiene pendiente horizontal porque
la velocidad inicial es nula, en tanto que x;(t) tiene pen-
diente negativa, por ser una exponencial de exponente

_ X (dm)

1

N

>

B x(1) = Aq exp(-bt/2m) cos(wyt+¢y)
B x;(t) = Ag exp(-bt/2m)

0.6

Figura 1: Oscilacién amortiguada y su envolvente exponencial.
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negativo. Si ambas curvas partieran del mismo punto, en
t = 0, no podrian ser tangentes porque tienen pendiente
distinta y, por tanto, nunca podria ser una la envolvente
de la otra. La exponencial, para ser envolvente de la
ecuaciéon de movimiento, debe necesariamente partir de
una ordenada mas alta y esta ordenada es precisamen-
te A,. Luego, la ecuacién de movimiento parte de Ay,
que es justamente su posicién inicial, y la exponencial
envolvente parte de A,, que es el valor que tiene x1(t)
en t = 0, tal como ha sido definida. Esto se muestra en
el recuadro superior de la Fig. 1 y en la Fig. 2a, que
concuerdan cualitativamente con la grafica obtenida por
Goicolea Ruigémez en su ejemplo de aplicacion.

Si bien, en un sentido fenomenoldgico, este resultado
no le da un “significado fisico” a A,, permite apreciar el
significado matematico de esta constante.

La Fig. 2 muestra dos intervalos ampliados de la Fig.
1, en el entorno de ¢t =0 (panel a) y de t =T, = 27/w,
(marcado con linea de trazos violeta en el panel b). En
ambos casos se observa que los puntos de tangencia no
coinciden con los maximos de la ecuacion de movimiento
x(t), sino que estdn ubicados a la derecha de los maximos.
En los instantes correspondientes a los méximos, es decir
ent =nT,, la ordenada de la envolvente es mayor que la

A,_ x(dm), x;(dm), x, (adim.)

L]

1.02 4

B x(1) = A4 exp(-bt’2m) cos(@qt+¢y)
B x;(t) = Ag exp(-bt/2m)
B x,(1) = cos(@qt+¢y)

0.95 T T T T T T

T T
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035

fu 0.045 0. ll]5 t (S‘)

\
\
|
!
7,

027 x, X (dm) b

0.225

0.22

0.215 o

0.214

0.205

1.01 1.02 1.03 1.04 1.05 1.06 1.07 1.08 1.09 t (S)

Figura 2: Ampliaciones de los primerso méaximos de la Fig. 1 a)
Entorno de ¢ = 0, incluyendo factor trigonométrico de x(t). b)
Entorno de t = Ta.
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de z(t) (por ejemplo, en ¢t = 0 esta diferencia es A, — Ao
[panel a], y en t = T, esta diferencia es d [panel b]).

En la Fig. 2a, ademés de z(t) y su envolvente exponen-
cial 1 (t), se ha graficado la componente trigonométrica
de z(t), es decir, xa (t) = cos(wat + ¢o) (curva roja).
Durante un breve lapso inicial, 0 < ¢t < t,, esta segunda
componente crece, y alcanza su primer maximo en t = t,
(marcado con linea de trazos negra en la Fig. 2a, es decir
alcanza el maximo cuando cos (wqtq + ¢a) = cos (0) =1,
de donde se deduce que

b

B b B arctg (72mwa>

top=— = ————~
Wa Wa

(16)

(recuérdese que ¢, < 0).

La ecuacién de movimiento puede escribirse como el
producto de sus componentes exponencial y trigonomé-
trica: x (t) = z1(¢t) - x2(¢). En t = 0, el producto de x;(t)
(decreciente) y x2(t) (creciente) produce una funcién
x(t) que no es creciente ni decreciente, es decir, tiene
un extremo con tangente horizontal, como corresponde
al hecho de que la velocidad en este instante es nula. A
partir de ¢ = 0, prevalece el cardcter decreciente de x4 (t)
sobre el cardcter creciente de z2(t). En cada maximo, es
decir, en cada miltiplo de T, sucederd algo andlogo, y en
cada minimo, es decir, para t = (n + 1/2) T,, sucederd
lo inverso, es decir, a partir de ese instante, el caracter
creciente de xo(t) primard sobre el cardcter decreciente
de z1(t).

Analizando la Fig. 2a desde una perspectiva un poco
distinta, podemos decir que el flanco creciente de (%)
estd multiplicado por valores de z1(t) que son mayores
que los que multiplican al flanco decreciente, y es por
ello que el maximo de la funcién producto, z(t), no coin-
cide con el de z5(t) sino que aparece desplazado hacia la
izquierda del mismo. O bien, haciendo el razonamiento
inverso, que en realidad es el mas técnico, deberiamos
decir que para que los maximos de x(t) sucedan en los
instantes correctos, n1y, los de su componente trigono-
métrica, xo(t), deben suceder en instantes posteriores,
nTy +1tq, o dicho de un modo mds simple, la componente
x2(t), debe estar desfasada un dngulo ¢, < 0, y éste
es el significado matemdtico de @,. Luego, el hecho de
que ¢, < 0, debe interpretarse como un retardo de la
componente z2(t), respecto de z(t), como ya se dijo al
responder la Pregunta 4 de la seccién anterior.

4.2. Exponenciales envolvente y secante

Los puntos de tangencia entre x4 (¢) y x(¢) corresponden,
obviamente, a instantes para los cuales estas dos funciones
tienen el mismo valor. De la igualdad x (t) = z1(¢) - z=2(2),
se deduce que esto ocurre cuando s (t) = 1, es decir
en los méximos relativos de xs(t) (en t = t, ocurre el
primer méximo relativo, v. Fig. 2a). Como estos extre-
mos relativos estan desplazados hacia la derecha de los
correspondientes de z(t), también lo estdn los puntos de
tangencia.
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Luego, la “envolvente” x1(t) no es 4til para calcular
las ordenadas de los mdzimos de z(t), porque los puntos
de tangencia no corresponden a estos mdximos. Pero hay
un modo muy simple de calcular estas ordenadas:

Las ordenadas de los maximos de x(t) corresponden a
valores de t que son miltiplos del periodo T,. Luego, a
partir de la Ec. @,

AgetTa/2m qoq (wanTy + ¢0)

= Age T2 cos (210 + ¢y

= Aue a2 o5 (¢,)

= AgetnTe/2m (17)

donde A,, representa la amplitud de la n-ésima oscilacién.

En la Fig. 3 se grafica z(t) y una funcién z3(t) =
Aoefbt/ 2m  Se comprueba que esta nueva funcién expo-
nencial, que no es tangente sino secante a x(t), corta a
z(t) exactamente en todos los maximos, tal como predice
la Ec. .

Es importante enfatizar al estudiante la diferencia
entre la exponencial envolvente o tangente, x1(t), y la que
acabamos de definir aqui como exponencial secante, x3(t),
porque representan propiedades geométricas y utilidades
operativas muy distintas. Muchos textos, al considerar
incorrectamente que A, = Ag, indican incorrectamente
que las amplitudes de los maximos pueden calcularse a
partir de la envolvente, confundiendo las propiedades de
la envolvente con las que, en realidad, tiene la secante.

Dificultades conceptuales y matemaéticas del modelo convencional de oscilaciones amortiguadas

4.3. Errores Sistematicos Introducidos por la
Imposicién Arbitraria de las Constantes

Si en lugar de calcular las constantes como se plantea en la
seccién §3, éstas se imponen arbitrariamente, se introdu-
cen errores sistematicos que alteran el comportamiento de
la ecuacién de movimiento. En la Fig. 4 se presentan tres
graficas comparativas de la ecuaciéon de movimiento cal-
culada correctamente (curva verde, con A, = Ag/cos(¢,)
Y ¢a = arctg(—b/2mw,)) y la calculada incorrectamente
(que en adelante llamaremos sesgada), por imposicién
arbitraria de las constantes (curva roja, con A, = Aoy
¢a = 0). Los tres casos corresponden a distintos amor-
tiguamientos: a) b?/4m? = 1s 2, b) b2/4m? = 557, y
¢) b%/4m2 =10s ". En todos los casos, k/m = 40s 2.

Desde un punto de vista cualitativo, los principales
errores sistemdticos de las curvas sesgadas son: i) maxi-
mo inicial anguloso, i) extremos relativos desplazados
hacia la izquierda, i) extremos relativos demasiado pro-
nunciados. Todos estos errores sistematicos aumentan,
en términos relativos, a medida que aumenta el amorti-
guamiento.

Desde un punto de vista cuantitativo, estos errores
implican las siguientes incongruencias: I) la velocidad
inicial es negativa, en contradicciéon con las condiciones
iniciales, II) los méximos no ocurren en los instantes t =
nT,, sino en instantes t = nT, — t,, y III) las ordenadas
de los maximos no son las predichas por la Ec. .

La Fig. 5 muestra una extrapolacién en el semieje nega-
tivo del tiempo, hasta t = —t,, de la curva sesgada de la
Fig. 4c. En ese instante, la curva tiene un méximo relati-
vo, como puede apreciarse en la ampliacién del recuadro

X, X3 (dm)

0.21

1.1

-0.5

B x(t) = A4 exp(-bt/2m) cos(@,t+¢y)
B x3(1) = Ay exp(-bt/2m)

2 ' t(s) ?1

Figura 3: Ecuacién de movimiento y exponencial secante.
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0.5 4 .
b/4m" =5 s2

B ————
0.5 1 15 f; t (S) 2.‘5
TR\ x (dm) ¢
0.6 4
Ik/m =40 s
b/’ =10 s

1.'4 t(S)

0.2 -

Figura 4: Comparacién entre las ecuaciones de movimiento cal-
culadas con las constantes correctas (verde) y con las constantes
impuestas arbitrariamente (rojo) para distintos amortiguamien-
tos.

superior. Considerada a partir de este méximo, esta curva
es cualitativamente comparable a la curva correcta: los
extremos relativos del mismo signo estan separados por
intervalos T, (ambas curvas tienen la misma frecuencia
angular), y las amplitudes siguen el mismo decaimiento
exponencial, guardando la misma proporcién con el ma-
ximo inicial. El hecho de que en t = 0 tenga un punto
anguloso se debe a que ese instante no corresponde a un
extremo relativo.

El comportamiento cualitativo de la curva sesgada
se podria explicar del mismo modo que el de la curva
correcta de la Fig. 2a: los extremos relativos se dan
como resultado del producto de una funcién creciente
por otra decreciente, y los méximos de la ecuaciéon de
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,_ X (dm) a i
W Ay =Ay/cos(py), $a= arctg(-b/2may) X (dm)
11
W Ay=Ay, $=0 \ E—
1.05
054 k/m =40 s } 1
0.1 -0.05 0
b/’ =1 57 ‘
Aa=Ay $a=0
0 T T T T \2—15/ 1 JJ.S i a 0 Ya
08 ! e 2 ’ t(s)°® | k/m =40 s
‘ b/dni’ =10 52
0.5 }
‘\ © T T T 1
15 X (dm) b Iy 05 ! 8 t(s) 2
Figura 5: Extrapolacion matematica de la ecuacién de movi-
F/m =40 s miento con constantes arbitrarias hasta ¢ = —ta.

movimiento estan siempre adelantados, por una diferencia
de tiempo t,, respecto de los correspondientes maximos
de la componente trigonométrica.

Desde este punto de vista, podria decirse que la apa-
rente diferencia cualitativa entre las curvas sesgadas y
las correctas se debe a que, al imponer incorrectamente
¢, = 0, se produce un corrimiento de la curva hacia
la izquierda, y al imponer incorrectamente 4, = Ag se
estd imponiendo una elongaciéon mayor que Ag al primer
méximo a la izquierda del origen. Desde luego, sélo tiene
sentido hablar del sistema fisico a partir del instante
t = 0, pero la extrapolaciéon a ¢t < 0 permite compren-
der las razones matematicas de las diferencias entre las
curvas sesgadas y las correctas, asi como las incongruen-
cias fisicas a que conduce la imposicién arbitraria de las
constantes.

5. El Formalismo de Crawford

En su obra “ Waves”, F. S. Crawford, Jr., [26], usando
una formulacién distinta pero equivalente a la que dis-
cutimos en este trabajo (modelo convencional (Ec. (9)),
también obtuvo expresiones algebraicas generales para
las constantes de la ecuaciéon de movimiento.

Con una notacion algo distinta a la que empleamos
aqui, este autor usa la ecuacién

z (t) = e/ Dy cos (wqt) + Dasen (wqt)]  (18)

(cuya equivalencia con el modelo convencional se demues-
tra en el Apéndice A), y aplicando la metodologia de los
valores iniciales, z(0), v(0), encuentra:

D= )

(Nétese la similitud entre las Ecs. y y las Ecs.
y de la seccion 3.2).
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Para el caso de nuestro ejemplo, x (0) = Ag y v (0) =0,

de las Ec. (18), y ( 20) se obtiene

z (t) = Age /2™ cos (wat) + e~ 0/2m

(21)
Si se grafica la Ec. se puede comprobar que concuerda
exactamente con nuestros resultados.

El primer término del segundo miembro de la Ec.
no es otra cosa que la ecuacién de las curvas que hemos
llamado “sesgadas” en la seccién 4.3 (v. Fig. 4). Luego, el
mero hecho de que el segundo término es distinto de cero
verifica, en forma independiente, que las curvas sesgadas
son incorrectas, como lo discutimos en nuestro analisis.

Crawford extiende este formalismo a los casos de amor-
tiguamiento critico y sobreamortiguamiento. Para el caso
de amortiguamiento critico, simplemente considera que
w, = 0, obteniendo

- at
ST sen (wqt)

z(t) = e 0t/2m {m (0) + {v (0) + zb] t} (22)

m

Para el caso de sobreamortiguamiento, usando las identi-
dades cos (iz) = cosh (x), y sen(iz) = isenh(zx), obtiene
2 (0) e7P/2™ cosh (|wqa| t)

[”(0)"

|wal 2m |w,|

z(t) =

+ ] senh (lwg|t)  (23)

Donde |w,| = tiw,.

Esta posibilidad de extenderse a los casos de amorti-
guamiento critico y sobreamortiguamiento constituye, a
nuestro parecer, la principal ventaja de este formalismo
sobre el modelo convencional discutido en las secciones
§3 v §4. En cambio, su limitacién radica en que no ofrece
ninguna informacién sobre la exponencial envolvente: su
amplitud A, y el desplazamiento de los puntos de tangen-
cia respecto de los méximos de la curva de movimiento.

Por otra parte, debe notarse que, al igual que en nues-
tro estudio, el calculo de los maximos sélo puede plan-
tearse de un modo sencillo si las condiciones iniciales son
2(0) = Ag y v(0) = 0, en cuyo caso los dos primeros
factores del primer término del segundo miembro de la
Ec. se corresponden con la exponencial secante.

6. Conclusiones

e El calificativo “arbitrario”, aplicado a las constantes
de las ecuaciones de movimiento, es un ejemplo de la
terminologia ambigua y confusa empleada por muchos
textos de fisica. A fin de evitar confusiones y errores
metodolégicos, debe ponerse énfasis en la diferencia con-
ceptual que implica segin el contexto en que se usa. En
un contexto matematico, y en sentido genérico, suele
usarse para indicar que cualesquiera sean los valores que
se asignen a las constantes, en una solucién de una dada
ecuacion, ésta seguird siendo una solucién. Pero debe
advertirse que una solucién asi obtenida no es aplicable
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a cualquier problema fisico y, por tanto, las constantes
no pueden elegirse arbitrariamente.

e En un problema especifico de oscilaciones, las cons-
tantes de las ecuaciones de movimiento deben calcularse
bajo la condicién de compatibilidad con las condiciones
iniciales, que son la posicion y la velocidad en un instante
determinado. No se puede imponerlas arbitrariamente, ni
suponer que las correspondientes a oscilaciones libres son
apropiadas para oscilaciones amortiguadas. En el caso de
oscilaciones amortiguadas, en el modelo convencional, la
constante A, no representa la amplitud inicial, y la cons-
tante ¢, es distinta de cero para una velocidad inicial
nula.

e La exponencial envolvente de la ecuacién de movi-
miento parte de una amplitud A, que es mayor que el
maximo desplazamiento y no toca a la curva de movi-
miento en los maximos, sino en puntos que estan a la
derecha de éstos. La exponencial secante, definida en este
trabajo, parte de una amplitud Ay (amplitud inicial, mé-
ximo desplazamiento de la posicién de equilibrio). Esta
ultima es la apropiada para calcular las ordenadas de los
maximos.

¢ El hecho de imponer arbitrariamente las constantes
A, v @, conduce a errores sistematicos en la ecuacién de
movimiento, tales como el cardcter anguloso del maximo
inicial, el corrimiento de los extremos relativos hacia
valores de t menores a los reales, y la sobreestimacién de la
amplitud de dichos extremos relativos. Mateméaticamente,
estos errores se pueden interpretar como consecuencia
de un corrimiento de la ecuacién de movimiento en el
sentido decreciente del tiempo, con valores de condiciones
iniciales incompatibles con el sistema real.

e Las expresiones algebraicas generales obtenidas en
este trabajo para calcular las constantes de la ecuaciéon
de movimiento conducen exactamente a los mismos re-
sultados que el formalismo desarrollado por Crawford.
Comparativamente, la ventaja de nuestro andlisis, basado
en el modelo convencional, es la informacién que ofrece
sobre la exponencial envolvente (amplitud, puntos de
tangencia); la limitacién es no poder aplicarse a los casos
de amortiguamiento critico y sobreamortiguamiento.

¢ Una de las inquietudes planteadas por algunos cole-
gas fue como llevar al aula estos resultados.

Como docentes, sabemos que la implementacién di-
déctica de un nuevo contenido, o de un nuevo enfoque,
ampliacién o profundizacién de un contenido, es siempre
una tarea dificil. Esto no sélo se debe a la complejidad
matematica o fisica del tema que se trate, sino a la necesi-
dad de adaptarlo al nivel de un dado curso, y de incluirlo
en el programa de una asignatura que esta pautado por
plazos y objetivos.

Mas alla de las observaciones puntualizadas en respues-
ta a la pregunta 5 (seccién 3.3), creemos que, ante esta
pluralidad de variables, no es posible dar lineamientos ni
sugerencias generales aplicables a cualquier caso. Cada
docente, en cada situacién curricular, debera tomar sus
propias decisiones sobre qué aspectos debe priorizar al
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ensefiar cada tema. Sin embargo, creemos recomendable
tener presentes algunas premisas bésicas:

a) Un docente debe saber mucho mas de lo que enseiia,
es decir, su formaciéon debe ser mucho mas amplia y
profunda que el programa de su asignatura. Si él tiene
un conocimiento claro y detallado de los temas que dicta,
podré decidir con mas acierto qué debe ensefiar y cémo
debe hacerlo. Luego, mds alld de la implementacion
diddctica que en cada caso se decida, nos parece indudable
que los conocimientos que aqui se discuten deben ser parte
de la formacién docente.

b) Es posible simplificar u omitir algunos aspectos
matemadticos complicados (tales como las demostraciones,
por ejemplo) siempre y cuando se ofrezcan al estudiante
las referencias o el material bibliografico donde pueda
acceder a ellos con todo el detalle que lo requiera.

¢) Asimismo, un docente bien formado podra —segin el
sistema que en cada caso proponga para estudio— hacer
las simplificaciones o aproximaciones que él considere
pertinentes, haciendo las salvedades y dando las justifica-
ciones correspondientes. De hecho, todo modelo supone
simplificaciones y aproximaciones, pero éstas deben ser
explicitadas claramente y, en lo posible, cuantitativamen-
te.

Creemos oportuno recordar una frase célebre de Eins-
tein: “Todo deberia hacerse tan simple como sea posible,
pero no mads simple”.

Material suplementario

El siguiente material suplementario esta disponible en
linea:

Apéndice A.
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