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Nesse trabalho consideramos modelos estatisticos unidimensionais, em particular os modelos do gelo de seis
e oito vértices, cujas fungoes de particdo podem ser escritas em termos de uma matriz de transferéncia, e que

exibem o fendmeno de transicao de fases.

Palavras-chave: Modelos do gelo, autovalor maximal, transicdo de fase.

In this work we consider one-dimensional statistical models, in particular the six and eight vertex ice models,
whose partition functions can be written in terms of a transfer matrix, and which exhibit the transition

phenomenon of phases.
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1. Introducao

Experimentalmente, a baixas temperaturas, um sistema
ferromagnético pode se manter magnetizado indefinida-
mente — tratando-se de uma magnetizagao espontanea
a campo magnético nulo, uma vez que havendo campo
magnético externo aplicado, a transicao de fase ferro-
magnética-paramagnética em questao deixa de existir.
Contudo, se a temperatura for gradualmente aumen-
tada, observa-se que existe um valor critico a partir
do qual a magnetizacao se anula. Tal comportamento
indica a presencga de transicao de fase nesses sistemas.
Em tal valor critico a susceptibilidade magnética, que
¢ uma derivada da energia livre, é infinita. Intuitiva-
mente, em baixas temperaturas ha, de certa forma, uma
cooperacao entre os spins de sitios vizinhos, devido ao
acoplamento entre eles, o que resulta em um alinhamento
preferencial para o momento de dipolo. Ha assim uma
fase ordenada para o sistema em temperaturas baixas.
Ja em temperaturas altas, a agitacao térmica conse-
gue destruir o comportamento ordenado do sistema.
Os momentos de dipolo assumem diregoes aleatorias,
sendo que, na média, nao hd uma magnetizacao resul-
tante. Esta mudanca de comportamento caracteriza uma
transicao de fase.

Transigoes de fase ocorrem quando hé perda de regu-
laridade de uma energia livre com relagao a temperatura
no limite termodinamico. Do ponto de vista experimen-
tal, é possivel distinguir entre dois tipos de transicao de
fase: as transicoes de primeira ordem, nas quais ocorre
a coexisténcia de fases, como por exemplo um sélido
de alta densidade e um fluido de baixa densidade; e
as transi¢oes continuas (de segunda ordem) nas quais
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flutuagoes e correlagoes crescem de tal ponto que seja
macroscopicamente observavel [I].

De uma perspectiva termodinamica, a compreensao
de transigoes de primeira ordem se dé associando a cada
fase uma energia livre. A fase escolhida pelo sistema,
dados certos parametros externos, é aquela com a menor
energia livre de modo que uma transigao de fase ocorre
quando as energias livres de duas (ou mais) fases sao
iguais. Mudancas repentinas em quantidades macrosco-
picamente mensuraveis que ocorrem em transicoes de
primeira ordem sao descritas matematicamente como
descontinuidades na primeira derivada da energia livre.
Ja as descontinuidades em derivadas de ordem supe-
rior estao relacionadas a transicoes de fase continuas
(de ordem superior) [1J.

A energia livre é dada pelo logaritmo da funcao de
particao, uma quantidade que normaliza a distribuicao
de probabilidade de estado estacionario de configuragoes
microscdpicas, no limite termodinamico. De modo a
reproduzir corretamente as singularidades na energia
livrce em transi¢oes de primeira ordem, Lee e Yang,
em [2] e [3], introduziram uma descrigdo de transigoes
de fase relativas a zeros da fungao de particao quando
generalizada para o plano complexo de uma quantidade
termodinamica intensiva, ou seja, cuja magnitude é
independente do tamanho do sistema. Tais singulari-
dades na energia livre ocorrem somente no limite ter-
modinamico. A fungao pressao, abordada no capitulo 2,
estd conectada, como conceito termodinamico, a fungao
de partigao — conceito da mecanica estatistica — e, por
consequéncia, a energia livre no limite termodinamico.

Um dos modelos que tradicionalmente introduz o
método da matriz de transferéncia é o conhecido modelo
de Ising, que em uma dimensao nao apresenta transicao
de fase, mas em maiores dimensoes tais transigoes podem
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ocorrer [, B]. Em particular, a técnica da matriz de
transferéncia foi utilizada por Onsager em [6] na solugao
original do modelo de Ising em duas dimensoes.

Os modelos do gelo, originalmente propostos com
vistas a explicar a entropia residual do gelo em [7] e
a transicao de fases no cristal ferroelétrico K Hy POy
em [8], por sua vez, apresentam transicdo de fase uni-
dimensional. O modelo de seis vértices foi formulado
e resolvido na rede quadrada por E. Lieb na década
de 60. Logo depois, Baxter, em [9], resolveu o modelo
de oito vértices na rede quadrada. Essas solugoes, que
dependem da formulacao do problema em termos de uma
matriz de transferéncia, estao bem descritas no artigo
de revisao [I0]. Tais modelos foram revisitados, também
via matriz de transferéncia, em [I1]. A técnica da matriz
de transferéncia serd utilizada a fim de mostrar que a
transicao de fase estd associada & degenerescéncia do seu
autovalor maximo.

Atualmente, modelos similares aos modelos do gelo
(ou oriundos deles) ainda sdo estudados. Conforme o
artigo de revisao [12], podemos citar os modelos do gelo
artificiais e os modelos do tipo ‘spin ice’ magnético. Tal
artigo aborda a conexao entre a regra do gelo e a frus-
tragao geométrica (a qual se refere a incapacidade de um
sistema de satisfazer interagoes concorrentes na presenga
de restrigbes espaciais), além de apresentar a origem de
tais técnicas na matéria condensada ‘soft’ e exemplificar
sua atuagao possibilitando a criagao de novas e exdticas
fases da matéria, potencialmente direcionando-as para
aplicacoes tecnolédgicas relacionadas a memoéria e dispo-
sitivos 16gicos que se baseiam no movimento de defeitos
topologicos.

Uma curiosidade matemaética interessante é que, con-
forme [10], a solugdo do modelo do gelo também d4
o numero de formas de colorir todas as faces de um
reticulado quadrado com trés cores de modo que nao
haja duas faces adjacentes com a mesma cor.

Inicialmente apresentamos os modelos de Ising, logo
enunciamos o Teorema de Perron-Frobenius e um Teo-
rema auxiliar e depois os aplicamos, juntamente com o
formalismo da matriz de transferéncia, aos modelo do
gelo de seis e oito vértices.

2. Modelo de Ising

Consideremos uma amostra de algum material cujos
atomos estao arranjados em uma estrutura regular cris-
talina. Suponhamos que cada um desses dtomos carrega
um momento magnético (algo como um ima ligado a
cada dtomo) chamado de spin. Assumamos que cada spin
tem a tendéncia de se alinhar com seus vizinhos e que,
inicialmente, esteja orientados aleatoriamente, como na
Figura|l| Nessa segdo, nos baseamos em [4].

Se o material é exposto a um campo magnético
externo apontando numa direcao especifica, entao um
tipo de ordem aparece: os spins tendem a se alinhar
com o campo, e assim apontando na mesma dire¢ao. Se
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diminuimos devagar a intensidade do campo externo até
zero, dois casos podem ocorrer.

Na Figura 2] a ordem global é progressivamente
perdida conforme o campo decresce, chegando a zero,
quando os spins tornam-se desordenados novamente,
como no seu estado inicial. Tal comportamento é cha-
mado paramagnético.

Esse fenomeno pode ser medido quantitativamente
ao se introduzir a magnetizacdo, que é a média dos
spins, projetada na direcao do campo magnético. Para o
paramagneto, conforme o campo decresce de um valor
positivo para zero (mantendo a direcao fixada), ou
similarmente, se ele cresce de um valor negativo para
zero, a magnetiza¢ao tende a zero, como na Figura [3]

Ainda outro cendrio é possivel: como o campo externo
decresce, a ordem global decresce, mas a interagao local
entre os spins é forte o suficiente para manter o material
em estado de magnetizacao global mesmo depois que
o campo externo tenha alcancado zero. Tal compor-
tamento é chamado ferromagnetismo, representado na

Figura [4

A = Y N~ N
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Figura 1: [4] Estado inicial.
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Figura 2: [4] Campo magnético decrescente.
Magnetizagédo
Campo
Figura 3: [4].
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Figura 4: [4] Ferromagnetismo.
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Figura 5: [4] Magnetizag¢do espontanea.

Um ferromagneto exibe, portanto, magnetiza¢do es-
pontanea, que é uma ordem global produzida mesmo com
a auséncia de um campo magnético externo. O valor
da magnetizagao espontanea, +m*, depende da forma
em que o campo externo se aproxima de zero (de > 0
ou < 0), representado na Figura

Usando o processo descrito, pode-se, a principio, pre-
parar um material ferromagnético com magnetizacao es-
pontanea em uma diregao arbitraria aplicando o campo
magnético nessa direcao, e fazé-lo decrescer lentamente
a zero. Pode-se observar ainda que, na Figura[5] quando
0 campo vai para zero, a magnetizagao tem uma descon-
tinuidade e salta de um valor estritamente positivo para
uma valor estritamente negativo, o que representa uma
transicao de fase de primeira ordem.

O modelo de Ising é um modelo simples cujo objetivo é
reproduzir as propriedades descritas acima. A principal
simplificagao é assumir que os spins sao restritos a uma
direcao particular, apontando para cima ou para baixo.
Apesar de ser um modelo simples, é 1til na descricao de
outros sistemas (tais como um gas) que, com as devidas
simplificacbes, pode ser mapeado pelo modelo de Ising.
Para mais detalhes, veja [4].

A energia de uma configuracio w € Qy = {—1,1}V,
onde —1 e 1 sao os spins e V é um conjunto finito
(para mais detalhes veja o Apéndice A no material
suplementar), é obtida através da soma das interagoes
sobre todos os pares, e pela adicao da interacao de cada
spin com o campo magnético h

H:= fﬂZQCj - hZQ, (1)
ij i

onde ¢; : Qy — {—1,1} definida por ¢(w) = w; é
uma varidvel aleatéria e dd o valor do spin no vértice 1.
A funcao H é também conhecida como o Hamiltoniano.
De acordo com a Mecanica Estatistica, a probabilidade
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Figura 6: [4] Caixa unidimensional.

de observacao do sistema na configuragao w é dada por

1
pw) = — exp(=H(w)), (2)
onde e H® & conhecido como peso de Boltzmann.
A constante de normalizagao

Z= Y exp(~H() 3)

weNy

desempenha um importante papel na teoria, e é conhe-
cida como func¢ao de particao.

Dois pontos ¢,7 € Z sao wvizinhos proximos se
|7 — i =1, que denotamos por i ~ j. Denotamos por
VN uma caiza de tamanho linear N unidimensional,

Vni={zx€Z:0<z <N}, (4)

representada na Figura [| Para mais detalhes, veja [4].

O objetivo é estudar o modelo de Ising em uma
caixa grande Vy. Assim, iremos considerar o mo-
delo através de uma sequéncia de caixas crescentes
Vi,Va,..., VN, ..., e descrever o seu comportamento no
limite termodinamico, isto é, quando N — co. A energia
livre é dada pelo limite (quando este existir)

1

(B, h) = ngnoo WIOg 2V B,h- (5)
Uma transicdo de fase pode ser interpretada como
uma singularidade da energia livre em alguma das
suas variaveis. Em geral, o comportamento assintético
(quando N — o0) do sistema descrito pela distribuigao
de Gibbs em uma caixa suficientemente grande pode ser
relacionado com as propriedades analiticas da energia
livce em h. Assumindo que o limite e as derivadas
podem ser intercambiados (o que acontece sob certas

circunstancias),

205t8) (), ®

e portanto, a magnetizacao média estd relacionada com
a derivada da energia livre.

A energia livre 1g(h) do Modelo de Ising unidimensio-
nal é analitica em h em todas as temperaturas, conforme
demonstrado no Apéndice A do Material Suplementar.

Seja Ty o grafo obtido por ligar N — 1 com 0 em
Vw = {0,1,...,N — 1} como um toro (Figura 7.
Formalmente, Ty é obtido de Vjy adicionando uma
aresta entre N — 1 e 0. Ao transformarmos V,, em
T,, estamos caracterizando as condicoes de contorno
periodicas.

A vantagem de se trabalhar com Ty ao invés de Vi
é que Zry g, pode ser escrito como o trago de uma
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Figura 7: [4] Envolvendo Vv em um toro Ty.

matriz 2 X 2. De fato, assumindo a condicao de contorno
periddica wy = wq, temos

N—-1
Z H sz‘,wz‘+1a (7)

wj=+1 i=0
j€{0,...,N—1}

ZTn Bh =

onde os nimeros Ay =Pt A, =Pt A =
e P~he A = el podem ser colocados na forma de
uma matriz, chamada matriz de transferéncia:
Bt+h  o—B+h
e e
A= (S0 0, ®

Uma observagao 1til é que Zr, g, pode ser interpretado
com o trago da N-ésima poténcia de A:

Zrypn= Y (AV)uyw, = tr(AN). (9)

wo==%1

A tem dois dois autovalores A > A_ dados por

A+ = e? cosh(h) £ \/ew cosh?(h) — 2senh(23), (10)

e como Ay > A_, tomando o limite termodinamico,
temos g(h) =log A4, e para todo 8 > 0, e todo h € R,
a energia livre ¥g(h) existe e é igual a

Yg(h) = log{eﬁ cosh(h) + \/em cosh?(h) — QScnh(Qﬂ)},
(11)

que é uma funcao analitica. Em outros termos, o fato
da energia livre nao apresentar nenhuma singularidade
no limite termodindmico (o que é assegurado pelos
Teoremas B.1] e e a estabilidade de um tinico au-
tovalor simples e maximal) garante que o modelo de
Ising unidimensional nao apresenta coexisténcia de fases,
nao havendo, portanto, nenhuma transi¢ao. Para mais
detalhes, consulte [4] e [5].

3. Matriz de Perron-Frobenius

Muitas vezes, transigoes de fase podem ser detectadas
por meio de singularidades na energia livre no limite
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termodinamico. A energia livre, por sua vez, coincide
com o maior autovalor (também dependente da tempera-
tura e do campo magnético) da matriz de transferéncia.
As ferramentas essenciais para a execucao dessa analise
sao o Teorema de Perron-Frobenius e outro teorema que
garante a analiticidade dos autovalores da matriz de
transferéncia.

Uma matriz M = (m; j)o<i,j<s—1 ¢ dita ndo negativa
se cada uma das suas entradas for nao negativa. Em
outros termos, para todo 4,5 € {0,...,s — 1}, m;; > 0.
Uma matriz nao negativa M ¢é dita irredutivel se, para
(f) > 0, denotando

i

todo 7, j existe algum k > 1 tal que m

por (mgf)) as entradas da k-ésima poténcia de M, a

saber, M*. Ela é dita primitiva se M* é positiva para
algum k > 1, isto é, todos os ml(?) > 0 para o mesmo k,
e o menor k tal que isso aconteca é chamado de indice

de primitividade de M.

Teorema 3.1 (Perron-Frobenius). [13] Seja M uma
matriz primitiva. Entdo

(i) M admite um autovalor 0 tal que |A| < € para
quaisquer outros autovalores X de M.
(ii) Ezxiste um autovetor com todas as entradas positi-
vas associado ao autovalor 6.
(iii) 0 € um autovalor simples, ou seja, tem multiplici-
dade algébrica um.

Demonstragao: Veja Teorema 5.4 de [13].

O Teorema de Perron-Frobenius apresenta vérias
aplicagoes, muitas das quais apresentadas em [I4], onde
também encontramos diversas demonstragoes do referido
Teorema.

3.1. Transicao de Fase

O Teorema de Perron-Frobenius garante que o autovalor
maximal de matrizes primitivas é simples e estritamente
positivo. Tal fato gera consequéncias muito importantes
na teoria da termodinamica de sistemas fisicos, de
modo que em muitos sistemas de spins unidimensi-
onais, a pressao — funcao analitica que depende da
temperatura — coincide com o logaritmo natural de
tal autovalor. O fenéomeno da transicao de fase se da,
matematicamente, através da perda de regularidade da
funcao pressao, ou seja, quando alguma de suas infinitas
derivadas se torna descontinua.

Embora fundamental, o Teorema de Perron-Frobenius
nao é suficiente para mostrar se hd ou nao transicao
de fase quando as entradas da matriz de transferéncia
dependem do parametro da temperatura (. Nesse caso
temos uma familia de matrizes dependendo da tempe-
ratura, M(f), e precisamos de outro resultado valido
para matrizes analiticas em 8 (ou seja, todos os seus
elementos sdo fungoes analiticas de ().

Teorema 3.2. [I5] Para todo B em wum conjunto
simplesmente conexo D C C, seja M(B) um operador
linear em um espago vetorial X n-dimensional (M(5)
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é uma matriz complexa n x n). Se M(B3) for analitica
em D entdo cada um dos s autovalores (aqueles que
nao aumentam ou diminuem em nimero) de M () tem
multiplicidade constante e pode ser expresso como uma
fungdo analitica em D, \;(B), j € {1,...,s}.

Demonstracao: Veja Teorema 1.8 no Capitulo II
de [16].

Assim, para uma matriz de transferéncia ndo negativa
irredutivel M () cujos elementos sdo fungoes analiticas
em uma vizinhanga do eixo real positivo, 5 > 0, os
Teoremas e garantem que o autovalor maximal
(portanto a energia livre) é uma fungao analitica de 8,
para todo 8 > 0.

4. Modelos do Gelo

Os modelos do gelo sao ferramentas muito importan-
tes na introduc¢do dos modelos ferroelétricos. Algumas
substancias, tais como o gelo e CO, aparentemente tem
uma entropia residual mesmo em temperaturas muito
baixas. No caso do gelo a entropia a 10°K é 0,82 +
0,05cal/° K — mole.

Conforme a simplificagdo de Slater em [8] com
relacao a distribuicao dos hidrogénios, existe sempre
um, e somente um, atomo de hidrogénio em cada
ligacdo (a ponte funciona como um duplo poco de
potencial, com dois minimos préximos dos vértices nas
suas extremidades); e existe precisamente dois dtomos
de hidrogénio préximos (e dois atomos de hidrogénio
distantes) de um dado vértice. Tais restrigoes sao
plausiveis fisica e quimicamente e garantem a neutra-
lidade elétrica local, sendo conhecidas como regras do
gelo.

No cristal do gelo cada molécula de dgua forma quatro
ligagoes de hidrogénio. Se a distribuicdo de fons de
hidrogénio obedece as regras do gelo, podemos escrever
a entropia residual, S, como

S = klog Zy, (12)

onde k é a constante de Boltzmann, o logaritmo tem
base exponencial e Zj é a funcao de parti¢ao

Z= > " (13)

estados

com todas as energias nulas. Além disso, Zy repre-
senta o numero de configuracoes de hidrogénios do
cristal consistentes com a regra do gelo. A funcao de
particao apresentada na equagao consiste na soma
sobre todos os estados de distribuigoes de hidrogénio,
B8 = ,%T e FE é a energia do cristal para um dado
estado.

Conforme [10], o qual revisa resultados de, entre
outros, [I7H20], em um cristal de gelo os oxigénios
estao situados nos vértices do reticulado, enquanto os
hidrogénios sao posicionados nas arestas do reticulado
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Figura 8: [10] As seis configuragdes permitidas pelas regras de
gelo.

WP j=2

is1 2 3 o M N

(a)
ie | S R T B

o

Figura 9: [II] a) Geometria dos andlogos unidimensionais de
[11]; b) as condi¢Bes periddicas de contorno na diregdo vertical
evidenciam que cada vértice esta ligado aos seus vizinhos através
de quatro pontes de hidrogénio; c) os quatro valores possiveis
de um estado ¢;.

podendo ser especificados por setas sobre essas ares-
tas. Entdao Zp é o numero de formas de direcionar
os setas do reticulado de modo que existam sempre
duas setas apontando para fora e duas setas apon-
tando para dentro em cada sitio do reticulado. Os seis
possiveis estados de cada vértice sao ilustrados na
Figura [§]

Os modelos construidos em [II] sdo dados por uma
cadeia dupla de N vértices na dire¢ao horizontal e
M = 2 vértices na diregao vertical, conforme Figura [,
adotando-se condigoes peridédicas de contorno em ambas
as diregoes vertical e horizontal. Cada vértice esta ligado
a quatro outros através de pontes de hidrogénio e na
Figura [Ob estao representadas as condi¢des de contorno
vertical. As ligagoes de hidrogénio horizontais sdo as
Unicas a serem representadas e seja ¢; o estado do
par de ligacoes horizontais entre os vértices ¢ e ¢ + 1.
Para qualquer i, o estado ¢; é totalmente especificado e,
conforme a Figura @i de [I1], hé apenas quatro valores
distintos de ¢;.

4.1. Modelo de seis vértices

Vamos considerar um modelo de seis vértices generali-
zado, conforme [II], com as energias e; > 0 para as
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Figura 10: [1I] Representa¢do esquemdatica da matriz de
transferéncia (4 x 4) para os quatro valores possiveis de um
estado ¢;. Na primeira linha temos 1 — 1,2 — 1,3 — 1l e
4 — 1 (2 e 3 trocam de lugar na Figura [9k).

configuragoes (1) e (2), e > 0 para as configuragoes
(3) e (4) e e3 > 0 para as configuracoes (5) e (6).
A construcao das entradas da matriz de transferéncia se
dara conforme as configuracoes aceitaveis em cada um
dos valores possiveis de um estado ¢; da Figura [0, os
quais sao representados esquematicamente na Figura[I0]

O célculo de cada entrada da matriz de transferéncia
é realizado no Apéndice B do Material Suplementar, e a
matriz de transferéncia T é dada por

e~ 2Pe1 4 o—2Be2 0
B 0 9¢—Ble1tez)
T = O 672563
0 0
0 0
e~ 2bes 0
2efﬁ(51+€2) 0 (14)
0 e~ 2Pe1 4 o—2Be2

4.1.1. Autovalores

Os autovalores de T s@o os nimeros A (reais nesse caso,
uma vez que a matriz é simétrica) tais que Tv = lv
para algum vetor v € R*, logo (T — Al4)v = 0 aceita
solugoes nao triviais apenas se a matriz T — Ally for nao
invertivel, ou seja, quando det (T — Ally) = 0. A anélise
dos autovalores também é realizada no Apéndice B do
Material Suplementar. Em resumo, temos

)\1 = AQ = 6_2B€1 + 6_2562, (15)

A3 = 2e Plerten) _ =26 (16)
e

Ay = 2ePlerter) | o—2Pes (17)

Para compararmos A\; com A4, os dois maiores auto-
valores, temos dois casos.
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(i) )\1 > )\41
Se A1 > A4 entao temos —feq > log(2) — fe;, onde
o logaritmo tem base natural, logo B(e; — 1) >
log(2) e assim

log(2) |
g5 — 61’

B>

(18)

(11) )\1 S )\41
Se A1 < Ay entdo temos —fe; < log(2)—pe;, onde o
logaritmo tem base natural, logo 5(g;—e1) < log(2)
e assim

log(2)
Ei — €1 '

B < (19)
Para maiores detalhes, veja o Apéndice B do Material
Suplementar.

4.1.2. Transicao de fase

Uma vez que a n-ésima poténcia sua matriz de trans-
feréncia tem entradas nulas, para qualquer que seja o
n, nao héa garantias de um tnico autovalor maximal por
parte do Teorema de Perron-Frobenius. Em vez disso,
h& sim uma alternéncia entre os autovalores na posigao
maximal, o que configura uma quebra de analiticidade
da energia livre de Gibbs, ou seja, uma transicao de fase.
Em outros termos, para termos uma transicao de fase, o
que significa que a energia livre, dado que os autovalores
sao positivos e funcoes analiticas de (3, é nao analitica em
algum ponto, devemos ter dois autovalores se cruzando
em certo (..

No limite termodinamico, resta somente o maior
autovalor e, para N — oo, a energia livre é dada por

f= lF = —L

= 5% () (20)

1
log Zy = — 1
CEINT T P ieaha

onde o logaritmo tem base natural e
Zy =tr (TV). (21)

Como os autovalores A\; e A4 se cruzam em algum ponto

gi—€1 € — €1 gi—€1 € — €1
(22)
conforme as Equagoes e , héa nesse ponto uma
transicao de fase. Caso €2 = €3, entao a transicao de fase
se d& em
g, = L@ (23)

62*51’

como ilustra a Figura[T1]

4.2. Modelo de oito vértices

O modelo de oito vértices é definido pela adicao de uma
energia 4 > 0 associada as configuragoes de vértices dos
tipos (7) e (8) (Figura[12)) ao modelo de seis vértices.
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Figura 11: Autovalores A\; e Ay para e = 0 e ez = €3 = 1.
A transi¢cdo de fase ocorre em 3 = log(2), quando A4 deixa de
ser e A1 se torna o autovalor maximal.

rg) 8

Figura 12: [1I] As configuracdes (7) e (8), juntamente com as
seis configura¢Bes permitidas pelas regras de gelo da Figura
definem o chamado modelo de oito vértices.

A construcao da matriz de transferéncia para esse caso
é muito similar ao caso de seis vértices, e é dada por T’

na Equacao :

e—20e1 + e~ 2Pe2 0
, 0 2e-BEr+)
T = 0 e~ 2Pes | o—20Bes
pe-Bles e 0
0 2¢—Blesteq)
672ﬁ53 +672654 0
92¢—Ble1tez) 0 (24)
0 e~ 2Pe1 | o—2PBe2

Note que se €4 — 0o entdo e #¢4 — 0 e a matriz T' se
resume a matriz T do modelo de seis vértices.

4.2.1. Autovalores

Da mesma forma como calculamos os autovalores de
T, calculamos os de T’ no Apéndice B do Material
Suplementar. Tais autovalores sdo os numeros A (reais
nesse caso, uma vez que a matriz é simétrica) tais que
T’v = Av para algum vetor v € R*, logo (T — Aly) v =0
aceita solugdes nao triviais apenas se a matriz T’ — Al

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2020-0475
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for nao invertivel, ou seja, quando det (T — Al4) = 0.
Dessa forma, temos

A\ = e 20e1 4 om2Be2 4 26*5(631%4), (25)

Ao = e 2Pe1 | gm2Pe2 _ 9p—Blestes) (26)

A3 = 9¢—Ble1tez) 4 e 2Bes 4 o—2Pea (27)
e

Ay = 2 Plertes) _ o—=2Bes  o—20es (28)

Como e~# > ( para todo ¢, € R, k = 3,4, temos
claramente

A1 > Ao e A3 > Mg (29)

4.2.2. Transicao de fase

A existéncia de uma transicdo de fases dependerd se
A1 ou A3 é o autovalor maximal, para cada 5 > 0,
e se houver tal transicdo, esta ocorrerd em alguma
temperatura critica tal que A\; = A3, ou seja,

(e—le _ 6—562)2 = (6_553 — e_ﬁs“)Q. (30)

Como temos quatro variaveis livres, vamos simplificar
a analise fazendo uma escolha particular de energias que,
conforme [IT], correspondem fisicamente ao modelo de
Slater para o K Ho PO, com a adicao das configuragoes
duplamente ionizadas. Assim, sejam €1 = 0, €5 = €3 =
e >0eeqy =mne, comn > 0, e neste caso, a Equacao

se torna

1—e P =% (e P —e ) (31)
e os autovalores A1 e A3 se tornam

A =14 e 205 4 2= Alntl)e (32)

A3 = 2e7P¢ 4 e72Pe 4 g7 2nbe, (33)

Conforme andlise realizada no Apéndice B do Ma-
terial Suplementar, para que haja transicdo de fase, n
deverd ser obrigatoriamente maior do que 2. Em tais
circunstancias, A\; é o maior autovalor para tempera-
turas baixas (8 > [.) e A3 é o maior autovalor para
temperaturas altas (8 < f.), e a transicdo de fase
é de primeira ordem. A Figura apresenta um caso
particular.

Por outro lado temos, para n < 2, um unico auto-
valor maximal, a saber, A\;, conforme apresentado na
Figura [T4] o que torna a energia livre do modelo uma
funcao analitica.

No limite termodinamico, para N — 00, a energia
livre é dada por

1 1 1
=—F=———logZy=—=1 A 4
f=+ g o8 Zn = —5log max (\i)  (34)
onde o logaritmo tem base natural e
Zy = tr (TV). (35)

Paran < 2, a Equacao é analitica. J& paran > 2,
nao é.
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Figura 13: Autovalores \; (Equago (32)) e A3 (Equacdo (33))
para e = 1 e n = 3. A transicdo de fase ocorre em [ =~ 0,48,
quando A3 deixa de ser e A1 se torna o autovalor maximal.

Figura 14: Autovalores \; (Equacio ) e A3 (Equagio )
para e = 1 e n = 2. A transicdo de fase n3o ocorre e A1 é o
autovalor maximal.

5. Discussao e Consideragoes Finais

Apresentamos resultados sobre o tratamento de
transicoes de fase via teoria da matriz de transferéncia,
iniciando com o modelo de Ising e mostrando porque nao
hé transicao de fase, e apresentando os modelos do gelo
de seis vértices e oito vértices.

No caso do modelo do gelo de seis vértices, cons-
truimos sua matriz de transferéncia de uma maneira

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, 43, €20200475, 2021

Modelos do gelo e transigoes de fase

bastante intuitiva e fizemos uma analise bastante com-
pleta de seus autovalores, em particular os autovalores
maximais cuja importancia nos é remetida pelo Teorema
de Perron-Frobenius, concluindo que a transicao de
fase existe e ocorre em uma temperatura que depende
das energias envolvidas no modelo. De fato, a n-ésima
poténcia de sua matriz de transferéncia tem entradas
nulas, para qualquer que seja o n, logo nao ha garantias
de um tnico autovalor maximal por parte do Teorema
de Perron-Frobenius.

No caso do modelo do gelo de oito vértices, cons-
truimos sua matriz de transferéncia e fizemos uma
andalise um pouco mais simplificada de seus autovalores.
Em particular, a alternancia da posicao do autovalor
maximal depende de um parametro n associado a
energia €4.

Os modelos do gelo, portanto, apresentam transigao
de fase unidimensional e tal transicao esta associada a
degenerescéncia do seu autovalor maximo.
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