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Revisamos o modelo geocéntrico de Ptolomeu e mostramos paso a paso como determinar a longitude de um
planeta usando uma abordagem matemaética moderna para facilitar sua compreensdo. Também discutimos as
consideracdes de Ptolomeu para fixar o valor da latitude dos planetas. Uma equivaléncia geométrica entre os
modelos de Ptolomeu e Copérnico é apresentada, destacando as restricbes com as quais esta equivaléncia foi
construida. Ademais, é discutido os aspectos associados a transicdo entre o modelo geocéntrico de Ptolomeu e o
modelo heliocéntrico de Copérnico. Consideramos aspectos sobre o uso de epiciclos sobre epiciclos, assim como,
a questdo da precisdo do modelo de Ptolomeu em relacdo ao modelo de Copérnico. Em geral, neste trabalho
apresentamos uma visdo quantitativa e qualitativa do modelo de Ptolomeu de forma que o leitor tenha a disposi¢ao
uma formulacdo matematica simples para determinar a posi¢cdo dos planetas. Adicionalmente, entender como a
proposta de Copérnico, mesmo sendo equivalente do ponto de vista geométrico ao modelo de Ptolomeu, se revelou
um modelo fisicamente mais completo e de uma estética (movimento da Terra em torno do Sol) diferente capaz de
unificar conceitos.

Palavras-chave: Ptolomeu, epiciclo, excéntrico e Copérnico.

We reviewed Ptolemy’s geocentric model and showed step by step how to determine the longitude of a planet
using a modern mathematical approach to facilitate its understanding. We also discussed Ptolemy’s considerations
for fixing the planets’ latitude value. A geometric equivalence between the Ptolemy and Copernicus models are
presented, highlighting the restrictions with which this equivalence was built. Furthermore, the aspects associated
with the transition between Ptolemy’s geocentric model and Copernicus’s heliocentric model are discussed. We
considered aspects about the use of epicycles over epicycles, as well as the question of the precision of the Ptolemy
model in relation to the Copernicus model. In general, in this work we present a quantitative and qualitative view
of Ptolemy’s model so that the reader has a simple mathematical formulation available to determine the position
of the planets. Additionally, to understand how Copernicus’ proposal, even though it is geometrically equivalent
to Ptolemy’s model, turned out to be a physically more complete model and of a different aesthetic (movement of
the Earth around the Sun) capable of unifying concepts.
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1. Introducao

Na histéria da ciéncia, o modelo do Universo geocén-
trico de Ptolomeu (90-168 d.C.) teve uma importancia
fundamental. Por séculos foi o modelo padrao utilizado
para determinar os movimentos dos objetos do cosmos. A
referéncia fundamental deste modelo é o livro publicado
por Ptolomeu, conhecido em grego como "Mathematike
Syntaxis”, em arabe chamado de “Al-Majisti”, e nas tra-
dugoes latinas conhecido como Almagestum, nome com
o qual é atualmente conhecido [1].

Na antiga Grécia, o primeiro modelo matematico da
astronomia foi apresentado por Eudoxo, que é atualmente
conhecido como o modelo das esferas concéntricas. Este
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modelo geocéntrico utilizava esferas se movimentando
com velocidades constantes en torno do seu centro. Em
particular, é notéavel a construgao geométrica proposta
para explicar o movimento retrégrado dos planetas. De
forma sucinta, observamos que o modelo de Eudoxo tinha
como base a combinagdao de duas esferas se movimen-
tando em sentidos contrarios e com os eixos inclinados
entre si. O resultado é uma trajetéria denominada hi-
popede. Segundo os comentarios de Simplicio (490-560
d.C.) [2] o modelo de Eudoxo resultou como resposta ao
célebre desafio proposto por Platdo (428-348 a.C.) para
salvar os fenémenos. Para detalhes deste modelo revisar
a referéncia [3], onde se discute de forma detalhada a
matematica do modelo.

O desafio de salvar os fendmenos implicava em usar
unicamente as trajetérias circulares e os movimentos
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com velocidades constantes para explicar as trajetérias
dos objetos do cosmos. No entanto, o modelo das esfe-
ras concéntricas encontrou rapidamente conflitos com as
observagoes. Por exemplo, todos os objetos no modelo
das esferas concéntricas estavam a uma mesma distan-
cia da Terra e, assim, a luminosidade dos objetos nao
poderia mudar. Mas, as observagoes mostravam que a
luminosidade dos objetos do cosmos mudavam ao longo
do ano.

Neste contexto, um novo modelo surge para obter uma
melhor correspondéncia com as observagoes astronémicas,
o qual usava como ferramentas geométricas os circulos
excéntricos e os epiciclos. A este respeito se destaca o
trabalho de Apolénio de Perga (262-194 a.C.) que, apro-
ximadamente no ano 200 a.C., demonstrou um teorema
sobre a equivaléncia entre os movimentos usando circulos
excéntricos e epiciclos. Adicionalmente, Apolonio chamou
aos pontos onde o planeta mudava de direcao de pontos
estaciondrios [4].

Hiparco de Nicea (190-120 a.C.) foi outro astronémo
que contribuiu notavelmente. Hiparco é considerado um
dos maiores astronomos da antiguidade. Ele registrou
uma grande quantidade de observacoes, dando origem
a um catalogo de estrelas. Ele percebeu, ao comparar
dados de diferentes épocas, que as estrelas ao longo dos
anos se deslocavam com respeito ao ponto vernal. O
ponto vernal corresponde ao ponto pelo qual o Sol passa
quando atravessa o equador celeste nos equinécios. Isto
permitiu a Hiparco descobrir o fendmeno da precessao
dos equinécios. No entanto, é importante destacar que
desde o ponto de vista geocéntrico, Hiparco deve ter
interpretado a precessdo como um movimento do eixo
da esfera celeste e nao do eixo de rotacdo da Terra,
pois, na concepg¢ao antiga, a Terra ndo se movimentava.
Hiparco também foi um grande inventor de instrumentos
astronomicos, ele aperfeicoou o astrolabio, inventou o
dioptro, entre outras invengoes |4L[5].

Por outro lado, Claudio Ptolomeu, no século II d.C,
escreveu a obra-mestra da astronomia da antiguidade, o
mencionado Almagestﬂ Nesta obra Ptolomeu compilou
o conhecimento astrondmico dos gregos desenvolvido até
o século 1T d.C. Seu livro Almagesto deve ter sido escrito
aproximadamente em 150 d.C. Pouco se conhece sobre a
biografia de Ptolomeu. Mas sabemos que no ano 125 d.C.,
ele estava trabalhando em Alexandria, pois data desta
época sua primeira observagao astronémica anotada. Na
astronomia conhecemos trés principais trabalhos de Pto-
lomeu. O maior trabalho, é sem duvida, o Almagesto.
O outro livro é chamado de Tabuas PréticasEI, onde se
apresentam em forma resumida tdbuas com pardmetros

IPtolomeu também escreveu a obra-mestra da astrologia da anti-
guidade, o Tetrabiblios. Esta caracteristica mostra a forte ligacao
entre a astronomia e a astrologia na época antiga, uma visdo
completamente diferente da atual.

2Tradugdo livre do livro de Ptolomeu conhecido em inglés
como:Handy Tables. Livro posterior ao Almagesto e que na antigui-
dade e na idade média foi, par excellence, a ferramenta fundamental
para o uso da astronomia grega.
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necessarios para determinar a posicao dos planetas, do
Sol e da Lua. Este livro permitiu usar de forma pratica
a teoria do Almagesto. O terceiro livro tem como titulo:
Hipoteses Planetériasﬂ Neste livro Ptolomeu discute os
principios fisicos de seu modelo geocéntrico e coloca de
forma resumida o modelo matematico do Almagesto.

E interessante observar, do ponto de vista histérico,
qual parte do Almagesto é uma contribuicao original de
Ptolomeu. No entanto, isto constitui uma questao com-
plicada de resolver porque nao se tém fontes histéricas
disponiveis, contemporaneas ao Almagesto, para fazer
um trabalho de comparacdo. Uma referéncia préxima é a
obra de Geminus chamada de Introduction Astronomiae,
a qual deve ser do primeiro século [4], e se fundamenta na
astronomia de Hiparco. Nesta obra Geminus nao apresen-
tar calculos detalhados sendo uma obra mais qualitativa
que quantitativa. Por outro lado, pesquisas recentes pa-
recem coincidir que a principal contribuicao original de
Ptolomeu foi a introdugdo do ponto equante [6}[7]. O
ponto equante foi um ponto imagindrio com respeito ao
qual a rotagdo do planeta era constante. Isto permitiu
seguir mantendo, de alguma forma, o conceito de rota-
¢ao constante e acomodar movimentos irregulares vistos
desde a Terra.

Posteriormente, o Almagesto encontrou uma grande
recep¢ao na cultura arabe, especialmente, na época do
califa Al-ma’mun (786 - 833 d.C.) E| quem impulsionou
a ”"Casa da sabedoria”’em Bagdad. Al-ma’mun mandou
construir um observatério para refazer as observagoes
do Almagesto. Para isso, reuniu uma grande quantidade
de astronomos da época vindos de diferentes partes do
mundo. Isto pode ser considerado como uma das primei-
ras iniciativas do estado para financiar um grande projeto
de pesquisa cientifica. Assim, no 828 d.C os astronémos
Yahya ibn abi Mansur e Sanad ibn Ali al-Alyahudi foram
os encargados do projeto de Al-ma’mun [§]. A primeira
versdo do Almagesto em drabe também data desta época.
Os resultados destes estudos foram compilados e publi-
cados em um trabalho no 832 d.C. chamado de "Tébuas
Verficadas” [9].

Por outro lado, as primeiras versoes do Almagesto ao
latim surgem no século XII, em Toledo, com o traba-
lho do tradutor Gerardo de Cremona (1114-1187). Ele
foi um dos mais famosos tradutores da escola de tra-
dutores de Toledo. Esta escola de tradutores no século
XIIT foi impulsionada pelo rei Alfonso X (1221-1284),
o sabio. Nesta escola se traduziu ao castelhano muitas
obras cientificas do arabe e do grego. O fato de preferir o
castelhano ao latim nas tradugoes foi fundamental para
a formacdo da lingua castelhana. O rei Alfonso foi um
grande mecenas da ciéncia e organizou um grande centro

3Igual ao Handy Tables é um livro posterior ao Almagesto, que
trata a teoria geocéntrica de forma concisa. Na primeira traducao
do grego para o latim, em 1620, o académico John Bainbridgeno
comentou o fato de Ptolomeu apresentar uma teoria de latitude
diferente & teoria apresentada no Almagesto.

4Uma cépia do Almagesto foi uma das condigdes para fechar a paz
com o Imperio Romano do Oriente.
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de estudos astronomicos em Toledo. Mandou refazer as
conhecidas tabuas toledanas do século XI, as quais ti-
nham sido organizadas pelo famoso astronomo Arzaquel
E Os encargados para organizar as novas tabuas foram
os astronoémos, de origem Judaica, Yehuda ben Moshe
e Isaac ben Sid. Estas novas tdbuas foram conhecidas
como as Tabuas Afonsinas, as quais se converteram nas
tabuas astronémicas padrao, usadas em diferentes partes
da Europa. Por exemplo, Tycho Brahe ( 1546-1601) no
século XVI ainda usava uma versao destas tdbuas em
seus estudos de astronomia.

Com estas tradugoes e tdbuas astronémicas o modelo
geocéntrico do Almagesto entra completamente ao oci-
dente. Comentadores e criticos do modelo de Ptolomeu
surgem especialmente durante o século XIV. Em torno
do ano de 1320 as Tdbuas Afonsinas sdo estudadas em
Paris e traduzidas do castelhano para o latim. E famosa a
versdo feita pelo famoso astronomo, Johannes de Saxonia
(1323-1355) (também chamado John of Saxony), quem
adicionou instrugbes e comentdarios para seu uso. Este
académico desenvolveu seu trabalho na Universidade de
Paris, na primeira metade do século XIV. Esta versao
das Tabuas Afonsinas em latim permitiu que elas se espa-
lhassem na europa medieval. Adicionalmente, as tabuas
foram refeitas para seu uso de acordo com o meriadiano
do lugar.

Posteriormente, é importante destacar o trabalho de
Georg von Peuerbach (1423-1461), que entre outras con-
tribuicbes, escreveu um texto com o objetivo de ser usado
no ensino universitario conhecido como Theoricae No-
vae Planetarum para apresentar de forma pedagogica o
texto do Almagesto. Seu trabalho foi continuado por seu
discipulo Johannes Miiller von Koénigsberg (1436-1476)
conhecido como Regiomontanus, que escreveu um livro
chamado: Epitome do Almagesto, publicado no ano de
1496, que se transformou num livro texto muito popular
para o ensino da astronomia da época. Copérnico (1473-
1543) foi um dos leitores do Epitome do Almagesto e a
influéncia sobre seu primeiro livro chamado Commen-
tariolus, publicado aproximadamente no ano de 1515, é
bastante notédvel. Para estudos recentes sobre o tema, ver
referéncia [IO]ﬂ

Por outro lado, a obra-mestra de Copérnico é o livro
chamado De Revolutionibus Orbium Coelestium. Na pri-
meira parte do livro, Copérnico apresenta uma critica
ao modelo geocéntrico e mostra seu interesse em voltar
aos antigos moldes gregos estabelecidos por Platao, isto
é, salvar os fendmenos [11]. Para Copérnico o Almagesto
nao seguia estritamente as ideias de Platao, pois entre
suas ferramentas estava o mencionado ponto equante. Co-
pérnico procurou um método alternativo. Este método

5Nome latinizado do astrénomo Al-andalus, nascido em Toledo, de
nome Abu Ixaque Ibraim al-Zarcali. Foi muito influente na sua
época.

6Na referéncia citada 10| o autor, Swerdlow, mostra que usando o
livro Epitome do Almagesto é possivel derivar uma teoria heliocén-
trica da segunda desigualdade da anomalia dos planetas superiores
e inferiores.
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resultou em colocar a Terra em movimento. Assim, no
De Revolutionibus, Copérnico tentou justificar o movi-
mento da Terra e contestou os argumentos aristotélicos
da épocd|

Neste artigo, discutimos unicamente o movimento ge-
nérico dos planetas sem considerar o movimento do Sol
e da Lua, e sem mostrar as diferencas detalhadas entre
o movimento de planetas exteriores (Marte, Jupiter e
Saturno) e interiores (Vénus e Merctrio). Desta forma,
na se¢ao I apresentamos o modelo de Ptolomeu com suas
principais caracteristicas e as relagdes matematicas usa-
das para determinar a longitude dos planetas. Também
citamos, de forma breve, consideracoes sobre o calculo
das latitudes. Na secao III, discutimos a equivaléncia
cinemética entre os modelos de Ptolomeu e de Copér-
nico. Adicionalmente, na secdo IV, discutimos algumas
caracteristicas sobre a transicdo entre o modelo geocén-
trico de Ptolomeu e o modelo heliocéntrico. Na secao V,
apresentamos as conclusoes.

2. Longitude no modelo de Ptolomeu

Para determinar a longitude de um planeta, Ptolomeu,
considerou o movimento deste sobre um circulo denomi-
nado de epiciclo, cujo centro se movimentava sobre outro
circulo maior chamado deferente. Ptolomeu considerou
que o deferente é um circulo excéntrico e adicionou um
novo ponto chamado de ponto equante com respeito ao
qual a velocidade de rotacao do planeta resultava cons-
tante. Como dito anteriormente, com o uso do equante,
Ptolomeu, tentou manter tanto a ideia platonica de veloci-
dade constante quanto construir um modelo que concorde
com as observagoes astrondmicas. Desde o ponto de vista
moderno a introdugdo do equante pode ser pensado como
um ajuste fino sobre a teoria. Porém, a ideia do equante
resultou conflitiva ao longo dos séculos. Por exemplo, os
arabes tentaram voltar ao modelo das esferas concéntri-
cas de Eudoxo como alternativa ao uso do equante e, de
forma similar, Copérnico, demonstra sua discordancia
com o uso do equante no inicio do De Revolutionibus [11].

As principais caracteristicas geométricas do modelo de
Ptolomeu sdo mostradas na Figura 1. O ponto E repre-
senta o ponto equante. O ponto T representa a posicao
da Terra a qual estd deslocada do centro do deferente,
dado pelo ponto D, por uma distancia e. O segmento T'A
define a linha apsidal, sendo que A é denominado de apo-
geu, isto é, quando o centro do epiciclo C' passa por esse
ponto o planeta estd o mais afastado possivel da Terra.
Na antiguidade a linha T A era usada como referéncia. A
linha que une o centro do epiciclo com a Terra é TC. O
ponto equante estd afastado do centro do deferente na
mesma distancia que a Terra. Portanto, entre a Terra e o
equante se define uma distancia 2e, onde e é a excentri-
cidade. O angulo A é denominado de longitude, o angulo
Am € a longitude média, ambos angulos sao medidos com

"Na época de Copérnico as leis do movimento eram entendidas do
ponto de vista Aristotélico.
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Figura 1: Principais elementos geométricos do modelo de Pto-
lomeu para determinar a Longitude. Para detalhes ver o texto.

respeito a uma linha arbitraria assinalada na figura como
A = 0. Em geral, a posicdo desta linha dependera do
calendario usado como referéncia para fazer a contagem
do tempo. Por exemplo, Ptolomeu utilizou o calendério
da era de Nabonassar. EI Adicionalmente, sobre o epiciclo
definimos dois angulos que chamamos de «,, angulo da
anomalia média, definido pela linha de referéncia A,, e
o segmento C'P. O outro angulo é o o, que é o angulo
entre a linha de referéncia A,, e o segmento C'P. O ponto
A, é chamada de linha do apogeu verdadeiro, isto é, o
apogeu com respeito a Terra.

Desde o ponto de vista geométrico, devido ao uso do
ponto equante, é necessario alguns angulos adicionais.
Por exemplo, o angulo entre os segmentos EA e EC,
k., é denominado dngulo do centro médio, o qual per-
mite localizar o centro do epiciclo desde o equante, e
resulta igual a diferenca entre o &ngulo A,, e o dngulo A,
chamado de longitude do apogeu. Também é necessario
o angulo i formado pelos segmentos EC e TC, deno-
minado prostaphairesis da anomalia. Note-se que se as
medidas sao feitas diretamente da Terra, sem considerar
o equante, nao teriamos o dngulo u. Este angulo depende
fundamentalmente da medida do dngulo do centro k,, e
do valor da distancia entre a Terra e o ponto equante, isto
é, o segmento TE. Adicionalmente, também dependera
do valor do raio do deferente R, pois quando maior seja o
raio menor serd o angulo subtendido da relacdo s = R#,
onde s é o arco de circunferéncia. Também observando a
figura podemos ver que, £, é o Angulo entre os segmentos
TP e TC, denominado de prostaphairesis da longitude.

8Para uma maior discusdo sobre a era de Nabonassar ver referéncia
14
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Estes sdo os principais dngulos usados no modelo de
Ptolomed]

Se observamos a Figura 1, podemos ver, por uma
simples construcao geométrica, que a longitude A\ pode
ser determinada em geral da seguinte forma: coloquemos
uma reta paralela ao segmento T'P passando pelo ponto C'
e outra paralela, também ao segmento T P, passando pelo
equante F. Com esta construgdo geométrica podemos
usar el teorema de dngulos iguais entre retas paralelas
para escrever,

A= An — B, (1)

onde o angulo 8 é o dngulo entre a reta paralela que
passa pelo equante e a reta CE. Para determinar este
angulo podemos construir uma reta passando pelo centro
do epiciclo, ponto C, paralelo ao segmento TP (essa
paralela em geral ndo coincide com o segmento DC).
Assim, observando esta contrucdo podemos ver que o
angulo entre a reta paralela que passa pelo ponto C' e o
segmento TC é £, assim temos:

B=p—¢ (2)

Portanto, podemos escrever em forma geral que a longi-
tude do planeta pode ser escrito como:

Agora vamos a determinar o dngulo u para o qual
utilizamos a lei dos senos sobre o tridngulo ACTE de
forma que é possivel escrever,

. _1,2esin(k,,)
p=sin (220, (4)

Por outro lado, podemos facilmente determinar o an-
gulo £ usando o tridngulo APCT:

rsin(ay)

E(vp, k) = sin™H( D)

); (5)

onde r representa o raio do epiciclo e o angulo «,,, como
mencionado é o angulo entre a linha C'A, e a linha CP.
Por outro lado, para determinar a distancia TP podemos
fazer uso do triangulo retAngulo AT Pc’, assim temos,

TP = \/(ﬁ + rcos(av))2 + (rsin(ay))?. (6)

Como podemos observar para poder definir adequada-
mente as expressoes anteriores é necessario determinar a
distancia T'C, para isso, observando a Figura 1. podemos
considerar o tridngulo retangulo ATCq e escrever:

TC' =Tq +4C". (7)

Agora para determinar o lado T'q¢ podemos considerar
a semelhanca entre os tridngulo AEDq' e AETq. Desta

9Neste artigo usamos funcdes trigonométricas e equacdes algébricas.
Ptolomeu nao usou estas funcgoes e equagdes no Almagesto.
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forma se, nesses tridngulos, o 4ngulo E é denotado como
f podemos escrever,

T __
sin9:2—q = Tq = 2esind. (8)
e
Para o lado ¢C podemos observar na figura que
q¢C =Cq +d'q. 9)

De outro lado, se consideramos o tridngulo AC D¢’
e que R = CD, entao é possivel fazermos a seguinte
analise,

R? :C'iq’2 +q’7D2 onde ¢'D = esind,

_ (10)

Cq = (R* — *sin%0)"/2,
Para completar a equagdo (7)) resta o lado ¢’ que
por semelhanga de tridngulos podemos estabelecer que

qq' = Eq' = ecosf, assim temos que, substituindo todos
estes resultados na equacao obtemos,

TC’ = 4¢?sin® 0 + {(R?—e%sin?0)'/? 4 ecos0)}2. (11)

No entanto, o dngulo 6 da Figura 1 é oposto e igual
ao angulo k,,, e portanto, temos que: k,, = 6. Assim,
podemos observar que o valor do lado TC' depende ex-
plicitamente do angulo k,, como,

TC(km) = \/[\ / R2 — (esin(km))2 + ecos(km)]2 + (2esin(km))2. (12)

Agora considerando a localizagdo do planeta dentro
do epiciclo mediante os dois dngulos «,, e «,y,, é facil ver
que o angulo da anomalia verdadeira «, ¢ igual a soma
do angulo da anomalia média mais o angulo pu:

ay = ap + (k). (13)

Portanto, podemos usar todos estes resultados para
determinar a longitude de um planeta pela equacao (3),
escrevendo explicitamente a dependéncia angular, isto é,

A=A — 16(Em) + €(vw, k). (14)

Assim, podemos usar este resultado para determinar a
longitude de um planeta. No modelo de Ptolomeu o pe-
riodo de rotagao do centro do epiciclo, em torno do centro
do deferente, corresponde com o periodo de revolugao do
planeta. Adicionalmente, o periodo de revolugdo do epici-
clo deve coincidir com o tempo entre duas retrogradagdes.
Sem entrar em detalhes de como Ptolomeu fazia medidas
do tempo, isto é, como contava os anos vamos a assu-
mir alguns valores para as constantes R, r, e podemos
variar os angulos k,, e A\, para determinar a longitude
do planeta. Por exemplo, vamos a assumir alguns valores
usados no Almagesto: para o planeta Saturno: R = 60,
r = 6.5. Adicionalmente, como anteriormente dito, consi-
deramos: = A, — A, onde A\, é a longitude do apogeu.
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Assim, podemos construir o grafico de g com respeito
a longitude média. Isto é mostrado na Figura 2, onde
também fazemos os graficos de £ como funcao do dngulo
e da longitude A também como funcao de v, para o
qual fixamos o valor de \,,.

3. Latitude no modelo de Ptolomeu

Para determinar a latitude dos planetas Ptolomeu nao de-
senvolveu um Unico método, ele reformulou seu esquema
de célculo da latitude em trés oportunidades: no Alma-
gesto, nas Tabuas Praticas e nas Hip6teses Planetarias.

200 300 400 500 600 700
longitude média

(=3
(=1
(=}

0 100 200 300 400 500 600 700

A

176
174
172}
170

longitude

168
166
164

0 100 200 300 400 500 600 700

A

Figura 2: Na primeira figura mostramos a variacdo do angulo
1 como fungdo da longitude média A\, para o planeta Saturno.
Assumimos como longitude do apogeo o valor de 225.2°. Para
fazer o grafico de £ e A assumimos como valor fixo de longitude
média \,, = 165° e variamos o angulo a,.
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Neste trabalho apresentamos o método do Almagesto,
o qual constitui o método padrao, sendo as outras mo-
dificacoes desta. O método das latitudes de Ptolomeu
é basicamente empirico, sem chegar a construir um mé-
todo geométrico consistente como no caso do calculo da
longitude. Em todos os casos, a ideia geral inclui uma
inclinagdo do deferente em relacdo ao plano da ecliptica,
e uma inclinacao do plano do epiciclo em relacao ao de-
ferente, de forma que os planos do epiciclo e da ecliptica
sejam paralelos.

Para os trés planetas superiores foi assumido uma
inclinagdo do deferente com respeito a ecliptica de 1°
para Marte, de 1° 30" para Jupiter e de 2° 30’ para
Saturno. Para Marte a linha de apsides do deferente foi
colocada perpendicular a linha de intersecdo entre os
planos do deferente e a ecliptica. A linha das apsides
coincide com a linha norte-sul. Para Jupiter esta linha
norte-sul faz 20° ao oeste e para Saturno 50° também
com respeito ao oeste [12].

De outro lado, para os planetas interiores, Vénus e
Merctrio, o angulo entre os planos do deferente e da
ecliptica, deveria ser oscilante, entre os limites de 10’
para Vénus e de 45’ para Merctrio [12].

O célculo da latitude permaneceu como um dos princi-
pais problemas a ser resolvidos dentro do modelo. Nesta
questao o modelo de Copérnico era técnicamente superior,
entre outras coisas, por assumir a variagdo do angulo em
relagdo ao Sol e ndo a Terra. No entanto, a questao de de-
terminar a latitude sé vai ficar relativamente consistente
na época de Kepler [13].

4. Equivaléncia Cinematica dos Modelos
de Ptolomeu e Copérnico

Nesta secao vamos a mostrar a equivaléncia geométrica
entre os modelos de Copérnico e Ptolomeu. O modelo
de Copérnico determina o movimento dos planetas com
respeito ao Sol médio, ou seja, em relagdo ao centro da
orbita da Terra, posicdo que ndo coincide com a posicao
do Sol. Adicionalmente, Copérnico introduz um pequeno
epiciclo, chamado de epicicleto, o qual gira em sentido
contrario ao epiciclo de Ptolomeu.

Para mostrar a equivaléncia entre os modelos vamos
a usar a contrugdo geométrica mostrada na Figura 3,
na qual o Sol médio estd representado pela letra S do
circulo tracejado com centro em 0. Na mesma figura um
planeta esta representado pela letra P e se movimenta
em um pequeno epicicleto de centro C. Para mostrar a
equivaléncia resulta til usar o circulo sélido azul. Vamos
agora a construir um paralelograma de lados paralelos
0’0 e C'C. De estas consideracdes podemos observar,
da Figura 3, que o circulo com centro em C” pode ser
considerado como um epiciclo. Entao, para obtermos
o modelo de Ptolomeu, desde o modelo tracejado de
Copérnico, é necessario encontrar um circulo deferente
para o epiciclo com centro em C”. Este circulo deferente
é o circulo sélido amarelo.
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Figura 3: Apresentamos a construcdo geométrica usada para
mostrar a equivaléncia entre o modelo de Ptolomeu e o modelo
de Copérnico.

Para explicitamente mostrar a equivaléncia entre os
modelos de Copérnico e Ptolomeu, podemos determinar
a posigdo do planeta, com respeito a Terra por duas
trajetorias diferentes: a primeira seguindo o modelo de
Copérnico (isto é seguindo a trajetoria no circulo trace-
jado) e a segunda seguindo o modelo de Ptolomeu (isto
é seguindo a trajetéria da linha sélida). Para um maior
detalhe mostramos estas duas trajetérias na Figura [4]
Entao, para ambos os casos, usando estas figuras po-
demos determinar as coordenadas do planeta em suas
componentes cartesianas. Para fazer isto estabelecemos
que o eixo Y é definido pela linha das apsides, A ou A’,
assim temos:

Xeop = ﬁcos(G) — OC cos(a)

+ CPcos(¢), (15)
Yeop ﬁsin(@) + S0 + OC'sin(a)

+ CPsin(¢), (16)

onde de acordo com a Figura 4 o angulo € ¢ o angulo no
vértice S, o ngulo a corresponde ao dngulo no vértice
O e o angulo ¢ ao dngulo no vértice C. Para o modelo
de Ptolomeu obtemos as coordenadas,

Xpto = —O'C7cos(a) + C"C" cos(¢')

+ C"Pcos(f'), (17)
Yoo = TO +0'Csin(a’) + C"C"sin(¢)

+ C"Psin(9). (18)

onde, novamente pela Figura 4, o dngulo 6’ é o Angulo
no vértice C”, o angulo o' corresponde ao dngulo no

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2019-0293



Veldsquez-Toribio and Oliveira

Ptolomeo

o’
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Copérnico

Figura 4: Na figura da esquerda mostramos a trajetdria seguida desde a Terra até o planeta de acordo com Ptolomeu. Na figura da
direita mostramos a trajetéria para o modelo de Copérnico. O eixo Y é paralelo aos eixos A’ e A.

vértice O’ e o Angulo ¢’ ao dngulo no vértice C’. Agora
pela construcao geométrica do paralelograma da Figura
3 temos que os segmentos C’0O’ e CO sdo parelelos e
os eixos A’ e A também, assim, concluimos que o/ = a.

Ademais, como os segmentos T'S ¢ C”P sio paralelos (a
figura neste caso nao estd a escala), também podemos
inferir que 6’ = 6. Adicionalmente, temos que os segmen-
tos CP e C'C" sdo iguais e paralelos (neste caso a figura
também ndo estd a escala), portanto, obtemos ¢’ = ¢.
Em forma resumida temos por construcgao:

TO = SO, (19)
o'C = 0C,
Cc'c" = CP,
P = TS

Substituindo estas igualdades nas coordenadas cartesia-
nas de Ptolomeu e Copérnico e com as condigoes menci-
onadas anteriormente podemos concluir que:

Xcop = Xpto; (20)
YVcop = tho- (21)

Para completar nossa equivaléncia vamos a mostrar
quais devem ser as caracteristicas do deferente do mo-
delo de Ptolomeu. Como se pode observar é fudamental
manter a estrutura do paralelograma, esta é a condicao
para considerar a equivaléncia. Podemos ver da Figura
3 que o angulo 6 pode ser representado como: § = wt,
onde w é a velocidade dngular constante. Se mantemos a
estrutura em paralelograma, entdo o angulo no ponto F
serd igual ao dngulo § da figura. Portanto, o movimento
do centro do epiciclo, ponto C”, é visto desde o ponto
FE como girando com velocidade constante e este ponto
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pode ser considerado como o ponto equante no modelo
de Ptolomeu. De outro lado, consideramos a posi¢ao
inicial do movimento. Esta posi¢ao inicial é quando o
planeta, isto é, o ponto C”, estd sobre a linha apsidal,
como mostrado na Figura 5, onde colocamos o centro do
epiciclo C”" sobre a linha apsidal TA’. Vamos impor que
o raio do deferente do modelo de Ptolomeu e do modelo
de Copérnico sejam iguais a R. Assim, considerando o
centro do circulo no ponto D, de acordo com a Figura 5,
podemos escrever este raio de Ptolomeu como:

R=DO +0E + EC". (22)

A

E
40/

+D

Figura 5: Mostramos a posicdo inicial sobre a linha apsidal, A,
para construir a equivaléncia entre os modelos de Ptolomeu e
Copérnico.
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Também, se consideramos o centro O, entdo no caso
de Copérnico podemos escrever:

R=0FE+EC" +C"C". (23)

Tanto a equacao de R para o caso de Ptolomeu, como
para o caso de Copérnico, sdo considerados como iguais,
porque constituiu a condi¢ao para manter a contrugao em
forma de paralelograma, e portanto, para manter a equi-
valéncia entre os modelos. Se comparamos as equagoes
para R, podemos concluir que, C”C’" = DO’. Adicional-
mente, observando a Figura 3, podemos ver que as linhas
C"E e C'0' sdo paralelas, e portanto, os segmentos de
reta C"C" e O'F sdo iguais. Assim, de argumentos de
geometria elemental, temos que:O’E = DO’. Por outro
lado, lembrando que o ponto D é o ponto central do
segmento TF, podemos escrever a seguinte igualdade:

R= %ﬁ _ DO - T"C + R, (24)

pois, acabamos de mostramos que C"C’ = O'E. Destes
resultados e novamente da Figura 3, podemos escrever
que,

CP =DO =C"C, (25)

assim, podemos reescrever em funcao de C'P,
1
R= §TE —2CP+ R. (26)

Colocando em evidéncia T'F da equagao anterior, obte-
mos

TE = 4CP, 27)

considerando a condicdo para mater o paralelogramo
TO'OS podemos escrever,

TE = TO' +O0FE=S50+CP. (28)

Portanto, se substituimos a equacdo de TE podemos
determinar o resultado:

SO = 3CP, (29)

assim, desta forma mostramos que o modelo de Copérnico

redistribui a excéntricidade de Ptolomeu, determinando

para o raio do epicicleto, CP, o valor de %. Mas desde
o ponto de vista cinematico o resultado de Ptolomeu em
longitude é equivalente ao modelo de Copérnico. Porém,
desde o ponto de vista da construgao de uma teoria o
modelo de Copérnico resulta mas interessante. Pois no
modelo de Ptolomeu é preciso assumir que em todo o mo-
vimento planetario deve se considerar que os segmentos
de reta, T'S = C"" P, para ajustar o movimento do planeta
ao movimento do Sol. No modelo de Copérnico isso nao
é necessario, pois é substituido pelo movimento da Terra
em torno do Sol. Também desta forma Copérnico contor-
nou tecnicamente o uso do equante, mas sem deixar de
usar o conceito de excentricidade, que era fundamental,
para fazer os célculos necessarios na determinacdo da
posicao do planeta.
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5. Precisao e epiciclos sobre epiciclos

E comum assumir que a transicdo entre o modelo de
Ptolomeu e o modelo de Copérnico ocorreu devido a um
estado de crise do modelo de Ptolomeu. Nesta linha de in-
terpretacdo é importante resaltar o influente trabalho de
Thomas Khun em seu livro ”A Estrutura das Revolugoes
Cientificas”,

Se a consciéncia da anomalia desempenha
um papel na emergéncia de novos tipos de
fenémenos, ninguém deveria surpreender-se
com o fato de uma consciéncia semelhante,
embora mais profunda, seja um pré-requisito
para todas as mudangas de teoria aceitaveis.
Penso que a esse respeito a evidéncia histo-
rica é totalmente inequivoca. A astronomia
ptolemaica estava numa situacio escandalosa,
antes dos trabalhos de Copérnico [14].

No entanto, parece interessante verificar se ha, de fato,
evidéncias histoéricas sobre a crise. Neste sentido, as pes-
quisas de Owen Gingerich sdo muito esclarecedoras [15].
Por exemplo, para o planeta Marte ele verifica que os
erros na determinagao da longitude usando a teoria de
Ptolomeu de acordo com as efemérides de Regiomonta-
nus e Stoeffler, se aproximam a uns 5. Por outro lado,
Kepler usando os parametros de Copérnico, no prefa-
cio de suas tdbuas Rudolphinas, menciona que os erros
para Marte ficavam entorno de 5 |7]. Outra evidéncia
histérica sdo as anotagoes de Tycho, quem usou tanto
as tdbuas Afonsinas, assim como, as tdbuas Pruténicas
feitas usando o modelo de Copérnico. Para ambas tabuas
Tycho comenta que os erros sao similares.

Assim, s6 observando os erros na posicao dos plane-
tas se torna dificil escolher um dado modelo. A teoria
de Ptolomeu durante o século XVI parece ser bastante
consistente e mesmo escoldsticos como Oresme ou Bu-
ridano, que usaram argumentos légicos para discutir o
movimento da Terra e as esferas celestes, concluiram que
o movimento da Terra nao era verdadeiro, e portanto,
nao houve uma rejei¢ao direta ao modelo geocéntrico de
Ptolomeu. O que se observou foi um crescente nimero
de astrénomos construindo tdbuas e escrevendo textos
explicativos e criticos ao Almagesto. Mas isso era feito,
pelo menos, desde o século IX com os arabes.

No De Revolutionibus, Copérnico tenta salvar os fend-
menos, com a intencao estética de voltar aos ideais gregos.
Por exemplo, no primeiro livro do De Revolutionibus,
como anteriormente mencionado, Copérnico discute e
defende a ideia da trajetoria circular e do movimento
constante como premisas fundamentais para descrever os
movimentos dos planetas e dos corpos celestes. Copérnico
entao argumenta contra as ideias aristotélicas sobre a
Terra. Ele enfatiza a questao do movimento natural. Em
seu texto, de uma forma rudimentar, ele se aproxima
do principio do movimento relativo. O argumento dos
aristotélicos consistia basicamente em mencionar que se
um objeto fosse lancado da superficie da Terra, o objeto
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nao chegaria ao lugar esperado, pois, durante o tempo
no qual o objeto estivesse se deslocando, a Terra também
o faria, e portanto, ndo poderiamos observar a queda
da pedra conforme a conhecemos. Assim, o que se pode
inferir, sem duvida, é uma questao de estética e volta
aos antigos moldes gregos por parte de Copérnico.

Porém, por que o trabalho de Copérnico recebeu bas-
tante atencao por parte dos astrénomos da época? Entre
outras coisas, podemos dizer que o trabalho de Copér-
nico é extremamente minucioso e técnico, por isso, seus
escritos se tornaram uma fonte paralela ao Almagesto de
Ptolomeo. O De Revolutionibus é um livro onde Copér-
nico detalha e ensina ao leitor como fazer os célculos para
determinar a posicao dos planetas, da Lua e do Sol, com
um método alternativo ao método matematico desenvol-
vido por Ptolomeu no Almagesto. Copérnico coloca a
Terra em movimento e Ptolomeu considera seus calculos
respeito a Terra fixa. Na histéria da ciéncia desde a publi-
cagao do Almagesto os astronomos nao dispunham de um
livro que ensinasse um método matemaético alternativo ao
Almagesto. Copérnico escreveu um livro que incluia uma
analises matematica de praticamente todos os fenémenos
celestes estudados, também matematicamente, no Alma-
gesto. Por isso, ndao é de surpreender que pouco depois
da publicagdo do De Revolutionibus, o astrénomo, Eras-
mus Reinhold publicou as primeiras efemérides usando a
teoria de Copérnico conhecidas como Tabuas Pruténicas.

Por outro lado, outra ideia bastante mencionada na
literatura, é o fato de pensar que o sistema de Ptolo-
meu evoluiu para um sistema de epiciclos sobre epiciclos,
resultando em um modelo inviavel do ponto de vista ma-
tematico. Por exemplo, imaginemos que para um dado
planeta seja necessario cinco epiciclos, um dentro do
outro, isto constituiria, sem o uso fluente da geometria
analitica, uma estrutura geométrica complexa e seria di-
ficil obter predigbes especificas. No entanto, do ponto de
vista historico nao ha evidéncia a favor do uso de epiciclos
sobre epiciclos, ao contrério, as pequisas feitas por Ginge-
rich, recalculando as Tédbuas Afonsinas, indicam que as
tdbuas foram construidas usando o modelo de Ptolomeu
do Almagesto com um epiciclo e um deferente [16].

Atualmente considerar epiciclos sobre epiciclos pode
ser modelado com certa facilidade. Por ejemplo, se con-
sideramos um epiciclo e um deferente, e colocando o
sistema de referéncia no centro do deferente, podemos
escrever em forma paramétrica o raio vetor da posicao
de um ponto sobre o epiciclo da formas:

r(t) = x(t)i + y(1)j, (30)

sendo que cada coordenada pode ser escrita como:
x(t) = 11 cos(wit) + 72 cos(wat), (31)
y(t) =  rysin(wit) + ro sin(wat), (32)

onde r; é o raio do deferente e 75 é o raio do epiciclo, wy
e wy representam as velocidade de rotagdo do deferente e
do epiciclo respectivamente. Se, por ejemplo, temos um
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deferente e dois epiciclos podemos escrever:

z(t) =
y(t) =

onde r3 e w3 € o raio e a velocidade de rotagao do segundo
epiciclo. Na Figura 6 mostramos os graficos das equagoes
anteriores com um e dois epiciclos para diferentes com-
binagoes dos valores assumidos dos raios e velocidades
angulares. Em particular é notavel observar que um sis-
tema de dois epiciclos, figura da direita, pode produzir
trajetorias intrincadas. A matemaética disponivel do sé-
culo XV teria muitas dificuldades em estudar e predizer
posicoes de planetas usando sistemas de epiciclos sobre
epiciclos.

Uma generalizacdo direta para um ntimero n qualquer
de epiciclos sobre epiciclos pode ser facilmente construida
[17):

71 cos(wit) + 12 cos(wat) 4 13 cos(wst), (33)
r1sin(wit) + ro sin(wat) + r3 sin(wst), (34)

n

r(t) = Z [ai cos(w;t)i + a; sin(w;t)j

%

(35)

Este resultado, em geral, pode ser considerado como
um caso particular da defini¢do da série de Fourier trigo-
nométrica a qual pode ser expressada como:

n

_ 9 5 o cos™™) 4 g sin(™T
r(t) = 5 —&—; {alcos( T ) + b; sin( T ), (36)

onde 7(t) é uma fungdo periddica de periodo 2L ou seja
r(t +2L) = r(t) e para associar-se a defini¢do de velo-
cidade angular podemos considerar que w,, = %Tﬂ Esta
série trigonométrica pode ser facilmente generalizada

para ser escrita usando fungdes complexas [18],

r(t) = Z cpetnt,

—0o0

(37)

onde os coeficientes ¢, podem ser determinados pela
expressao:
1 L

=— t)e “ntd.
ST r(t)e

Cn (38)

Con esta definicao de serie de Fourier podemos reprodu-
zir o desenho de quase qualquer ﬁgurﬂ Para fazer isto
é possivel proceder em sentido contrario: inicialmente
determinamos as coordenadas ou pontos do contorno
da figura que queremos desenhar. Depois, usamos estes
pontos para encontrar os raios dos circulos (a;, b;) e as
velocidades de rotagao, w;. Portanto, com estes dados
podemos construir os epiciclos.

10Para maiores detalhes matemaéticos, assim como, um programa
para implementar o uso das séries de Fourier para desenhar ver:
https://youtu.be/MY4luNgGfms
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Figura 6: Na figura da esquerda mostramos o grafico da trajetéria produzido por um deferente e um epiciclo, onde a razdo entre
o raio do deferente e o epiciclo é 7= = 0.03 (verde), 1= = 0.3 (laranja e azul). A razdo das velocidades 3 = 0.2 (verde e azul),
2d = (.1 (laranja). No caso da figura da direita mostramos a trajetéria produzida por um deferente e dois epiciclos. Os valores
usados para construir os graficos sdo: 74 = 1, re1 = 0.5, 7e2 = 0.003, wqg = 2, wer = 10 e we2 = 100 (laranja); r¢ = 1, re1 = 0.5,
re2 = 0.07, wg = 2, we1 = 10 € wez = 100 (azul) e rq =1, re1 = 0.6, re2 = 0.03, wg = 3, we1 = 20 e wea = 50 (verde). Em todos

0s casos usamos o raio do deferente como unitario.

6. Conclusoes

No presente artigo discutimos com uma linguagem mate-
maéatica moderna as principais caracteristicas do modelo
de Ptolomeu. Especificamente mostramos como determi-
nar a longitude de um planeta. Como nosso objetivo nao
é estudar o movimento de cada objeto celeste (dos cinco
planetas, do Sol, da Lua e das estrelas fixas), considera-
mos um planeta exterior para apresentar os resultados.
Esta escolha é conveniente porque praticamente todos
0s conceitos envolvidos na teoria de Ptolomeu; epiciclos,
circulos excéntricos e equante sdo abordados para um pla-
neta exterior (Marte, Jupiter e Saturno), mas com uma
modelagem geométrica mais simples em comparacao com
um planeta interior. Porém, a metodologia é analoga.
E interessante mencionar que por razdes pedagdbgicas
apresentamos todos os detalhes dos calculos geométricos
envolvidos.

Por outro lado, para o movimento em latitude, Ptolo-
meu assumiu valores empiricos e nao desenvolveu uma
teoria geométrica para derivar o valor da latitude como
no caso da longitude. Ainda Ptolomeu apresenteou trés
versoes diferentes de como determinar a latitude: no Al-
magesto, nas Tabuas Praticas e nas Hipdteses Planetarias.
Estes resultados sao comentados no texto.

Discutimos as condig¢bes necessarias para obtermos a
equivaléncia geométrica entre os modelos de Ptolomeu e
de Copérnico. Mostramos explicitamente esta equivalén-
cia desde o ponto de vista geométrico. Portanto, é espe-
rado que ambos modelos tenham predi¢oes de longitude
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préximas. Isto pode ser verificado nos dados histéricos,
por exemplo, revisar referéncia . Assim, tanto as efe-
mérides pré-copérnico como as pds-copérnico apresentam
erros aproximadamente iguais. Esta situacdo é diferente,
por exemplo, com as Tdbuas Rudolfinas de Kepler ,
onde uma nova ferramenta matematica é usada: a teoria
da elipse, em geral, a teoria das cénicaﬂ

Consideramos duas questoes principais sobre a transi-
¢ao entre o modelo de Ptolomeu e o modelo de Copérnico:
a primeira se refere & precisdo na determinacio das po-
sicoes dos objetos celestes por cada uma das teorias. A
segunda se refere ao suposto uso excessivo de epiciclos no
modelo de Ptolomeu. Em cada caso mostramos argumen-
tos relativamente simples do ponto de vista histérico, o
que nos permite ter uma visdo completa destas questoes,
muitas vezes, como mencionado no texto, erroneamente
compreendidas.

Esperamos que este artigo possa servir de apoio aos
interessados em compreender de forma qualitativa e quan-
titativa as caracteristica do modelo de Ptolomeu, assim
como, algumas caracteristicas da revolugao copernicana
do século XVI. Também esperamos que o material possa
estimular discussoes em diferentes niveis e em diversas
disciplinas associadas com a evolugao do pensamento
cientifico.

1 Curiosamente, Apolénio de Perga foi quem impulsionou a teo-
ria dos epiciclos e excéntricos e também foi o responsével pelo
estudo detalhado das cdnicas na antiga Grécia, tendo influenciado
posteriormente os estudos de Kepler.
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