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Na segunda parte do artigo publicado na Revista Brasileira de Ensino de Fisica 29, 393 (2007) trataremos
do formalismo de Hamilton-Jacobi para sistemas singulares. Mostraremos como é possivel generalizar o proce-
dimento de Carathéodory para Lagrangianas cuja matriz Hessiana é singular e construir um procedimento de

analise de vinculos a partir desse formalismo.
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In the second part of the paper published on Revista Brasileira de Ensino de Fisica 29, 393 (2007) we will
show how the Hamilton-Jacobi formalism works for singular systems. We will bring the generalization of the
Carathéodory’s method for Lagrangians whose Hessian matrix is singular. We will also build a procedure of
constraint analysis of such systems based on the formalism.
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1. Introducao

Na primeira parte deste trabalho [1], mostramos como o
formalismo de Hamilton-Jacobi (HJ) emerge de forma
natural a partir do principio de Hamilton com o método
de Lagrangianas equivalentes de Carathéodory. O que
fizemos foi tentar encontrar uma funcao S(q,t) tal que
L = L — dS/dt seja um extremo em uma trajetéria
dinamica C' no espago de configuracao. Se essa fungao
existe ela deve obedecer & equacao?
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em que p; = 05/0q" e as velocidades ¢* devem ser es-
critas em funcao das coordenadas e dos momentos, a
partir da definicao dos momentos conjugados
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Devemos ser capazes de inverter essas relagoes para
encontrar as velocidades, mas isso pode ser feito apenas
se a condicao Hessiana,

1E-mail: pimentel@ift.unesp.br.
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for satisfeita. O formalismo de HJ que desenvolvemos
entao exige que essa condicdo se cumpra. Por fim, a

funcao S deve obedecer a equacao diferencial parcial
(EDP) de primeira ordem

%j+H(t,q,VS):O, (4)
ou seja, a equagao de Hamilton-Jacobi. Os sistemas que
obedecem a condi¢ao Hessiana sao sistemas regulares
e, como vimos, muitos sistemas mecéanicos de interes-
se sao desse tipo, como a particula livre e o oscilador
harmoénico. Na mecéanica cldssica escrevemos a funcao
Lagrangiana como a diferenca entre a energia cinética
e potencial, de modo que sempre que a energia cinética
for quadrética nas velocidades em todas as coordenadas
vemos claramente que a relagao (2) serd inversivel.

Contudo, existem sistemas na natureza, tanto na
mecanica quanto em teorias de campos, cujas Lagran-
gianas violam a condigao (3). Esses sao sistemas singu-
lares. A primeira vista a violagao da condi¢cao Hessiana

2Neste trabalho empregaremos a convencio de soma, em que indices repetidos representam soma sobre os valores desses indices.

Por exemplo, na expressao (1), piG* deve ser compreendido por
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impede que uma equacao de HJ possa ser escrita a par-
tir da relacdo (1), em razdo da néo existéncia de uma
fun¢ao Hamiltoniana, em (4), que seja Unica em todo
o espaco de configuracao. Nosso objetivo é, portanto,
encontrar uma generalizagdo do formalismo de HJ para
lidar com o problema da violagao da condicao Hessiana.

Na primeira parte vimos também que o formalismo
Hamiltoniano emerge naturalmente do formalismo de
Hamilton-Jacobi: as equacoes canonicas de Hamilton
sao parte das equagOes caracteristicas relacionadas a
equacao de HJ. Portanto, a questao da existéncia de
um formalismo candnico para sistemas de Hessiana sin-
gular é intimamente ligada ao problema da existéncia
de uma formulagéo de HJ. Dirac [2], na década de 1950,
foi o primeiro a mostrar que o formalismo Hamilto-
niano pode ser obtido para teorias singulares, com a in-
trodugao do método Hamiltoniano que levou seu nome.
Com esse método uma questao ainda mais fundamen-
tal comegou a ser discutida e ainda hoje é objeto de
estudo: como quantizar esses sistemas? Desde que a
quantizacao de um sistema envolve o conhecimento de
sua estrutura canonica, o estudo de sistemas singulares
torna-se fundamental.?

Nessa segunda parte traremos a versao de Hamilton-
Jacobi desse problema, ou seja, como tratar classica-
mente os vinculos a partir desse formalismo. A princi-
pio introduziremos a nocao de Lagrangianas singulares
e a razao pela qual sistemas com vinculos pressupoem
reducao de graus de liberdade. Em seguida traremos o
desenvolvimento de Carathéodory, tal como mostrado
na primeira parte, desta vez adaptado a sistemas sin-
gulares. Com isso encontraremos que sistemas vincu-
lados obedecem nao s6 a uma, mas a um conjunto de
equagoes diferenciais parciais (EDP). Deduziremos as
equagoes caracteristicas desse sistema e nos preocupa-
remos em mostrar sua integrabilidade. Mostraremos
como analisar as condigoes de integrabilidade e como
encontrar equagoes de movimento a partir de trés apli-
cagoes.

2. Lagrangianas singulares

Nosso primeiro passo sera tentar compreender melhor
o papel da condicao Hessiana na resolugao de um sis-
tema dinamico e as conseqiiéncias de sua quebra. Va-
mos comegar com as equagoes de Fuler-Lagrange (EL)
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A principio, vamos supor que a Lagrangiana seja inde-
pendente do tempo, mas uma estensao imediata pode
ser vista se t estiver explicitamente presente. Vamos
reescrever essas equacoes expandindo o termo da de-
rivada temporal:

87L_ %L - 0*L i =

Oq*  0¢i0qI Lol
Podemos ver por essa forma que as equacoes de EL sao
equacoes diferenciais ordindrias (EDO) de segunda or-
dem nas coordenadas. Podemos, ainda, colocar essa
equagao em forma andloga as equacoes da sequnda lei
de Newton. De fato, as equagoes de EL sao as equagoes
de Newton escritas em fungao das coordenadas genera-
lizadas.* Isso pode ser observado se escrevermos

L . oL 9L
0¢*0¢? d¢t  0¢'0q¢l

Essa ultima equagao sugere uma relagao matricial,

(W)id = Fi(q,4), (6)

na qual a esquerda figura a matriz Hessiana W. A
condicao Hessiana implica na existéncia da inversa da
matriz W. Se ela for satisfeita, basta resolver o sistema
de equagoes

i = (WYIE, (7)

No geral precisaremos de expressoes para as velocida-
des ¢* em Fj; para desacoplar as equacdes, mas pode-
mos mostrar que se a condicao Hessiana for satisfeita
isso sempre é possivel sem a imposi¢ao de condigoes
extras.’

Agora vamos considerar um sistema singular cuja
Lagrangiana é da forma L(z, y, &), que depende da coor-
denada z, da velocidade %, mas apenas da coordenada
y [18]. A Hessiana desse sistema é singular. Coor-
denadas como y, que aparecem explicitamente na La-
grangiana sem que suas respectivas derivadas superio-
res aparecam, sio chamadas coordenadas degeneradas.®
Para este exemplo temos as equagoes de EL

L. 0L 9L . &L

92 U Br ooz Didy

Y, (8)

3Qutros trabalhos relevantes no inicio do desenvolvimento da anélise de sistemas singulares podem ser lidos em Anderson and Beg-
mann [3], Dirac [4], Bergmann and Goldberg [5], Dirac [6] e DeWitt (ndo publicado. Veja a Ref. [11], p. 7.), trabalhos que ajudaram
a esclarecer e a refinar diversos aspectos do método original. Na década seguinte um tratamento expandido de sistemas Hamiltonia-
nos singulares foi estabelecido por Dirac, [7]. Outros aspectos foram tratados por diversos autores desde entdo, como Kundt [8] e
Shanmugadhasan [9] e [10]. Boas referéncias para iniciar o estudo ao método Hamiltoniano sao as Refs. [7], [11], [12] e [13].

4As Egs. (5) pressupdem que as forgas generalizadas possam ser escritas a partir do gradiente de um potencial. Assim, as equagdes

dinamicas de Newton, F* =

; mia’, sdo mais gerais que as equagoes de EL pois as primeiras admitem forgas ndo conservativas. No

entanto, hd uma versao das equagoes de EL que admite forcas generalizadas ndo conservativas. Neste trabalho, contudo, consideraremos
apenas sistemas cujas forgas sejam derivadas de potenciais. Veja Ref. [14], cap. 9, Ref. [15], caps. 1 e 2, Ref. [16], cap. 5 e Ref. [17],

cap. 2.

50 leitor pode se convencer disso por um exemplo geral de uma Lagrangiana do tipo L[q?, (¢%)2].

6Também chamadas ignoraveis.
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A primeira equagdo é uma equagao dinamica para z,
mas para resolvé-la precisamos de duas condigbes. A
primeira é que 92 L/9i? seja nao nulo. A segunda é uma
expressao para ¢ em termos de = e . E possivel notar
que nao existem equacoes dinamicas para y neste caso,
ou seja, nao hda uma equagao em que apare¢a uma de-
rivada segunda de y. Temos apenas a segunda equacao,
que nao fornece uma equacao dinamica e tampouco
oferece a expressdo para y que precisamos. Contudo,
essa equacao deve ser satisfeita pelo sistema. Ela é um
vinculo Lagrangiano. O fato de o sistema ser vinculado
pode ser também atestado pela matriz Hessiana

2 3L 3L 2
W = (8 L > = [ 9¢% 920y | _ (g; 0)
1957 8%L 8%L :
9¢*9¢’ 9908 032 0 0

0. (9)

Essa matriz é singular e nao possui, portanto, uma
inversa. De fato, ela possui um, ou talvez dois auto-
valores nulos dependendo do valor de §?L/di2. Caso
este seja nulo, o sistema possuird dois vinculos em vez
de apenas um.

Sistemas singulares, cuja Hessiana nao é inversivel,
tém a caracteristica de serem sistemas com vinculos.
Para resolver a Lagrangiana acima, por exemplo, preci-
samos de um meio para descobrir uma expressao para
9, ou reformular o sistema para que nao precisemos
dessa expressao. Outros exemplos, existentes na natu-
reza, mostram-se ainda mais complexos: exigem forma-
lismos capazes de lidar com a singularidade da matriz
Hessiana. Adiante veremos como o formalismo de HJ
abriga naturalmente esse tipo de sistema.

3. O sistema de EDP de Hamilton-
Jacobi

O quadro completo de Carathéodory, aquele que nos diz
que uma fungdo S(q,t) capaz de extremizar L repre-
senta uma familia de superficies ortogonal a uma con-
gruéncia de curvas, solucao de um sistema de equagoes
diferenciais ordindrias, continua valido quando o sis-
tema ¢é singular. Vamos impor esse cenario como ponto
de partida do formalismo. Assim, vamos partir das
condigoes [1]

a8
oqt
Queremos analisar sistemas que violam a condigao

Hessiana. Entao, vamos supor que nossa Lagrangiana
viole a condigao Hessiana, ou seja,

0S X
— +pi¢ —L=0, p= (10)

ot

0°L
det W = det ( 5 aqa> 0 (11)
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A matriz Hessiana é simétrica e, portanto, sempre dia-
gonalizadvel. Vamos supor que ela possua um niimero m
de autovalores nao nulos e um numero k£ de autovalores
nulos, tal que m+k = n, a dimensao do espago de confi-
guracao. Dizemos que uma matriz nessas condicoes tem
posto m. Existira, neste caso, uma submatriz m x m
contida na Hessiana que terd determinante nao nulo e,
por conseqiiéncia, serd inversivel. Com essa situagao
temos uma divisdo entre as coordenadas. O primeiro
conjunto é aquele referente a parte inversivel da Hes-
siana. Para estes é possivel encontrar uma expressao
para as velocidades em termos das posi¢oes e dos mo-
mentos

_aL _a(i )
_aqa _77 q,Pv)

{a,b} = {1,...,m} . (12)

O segundo conjunto de coordenadas é aquele que
se refere ao setor nulo da matriz. Para estes nao é
possivel encontrar expressoes para as respectivas velo-
cidades pois as equagoes

La

— g

Pa

oL

pz:aiq.z’ {Z,y,Z}:{17...,k}, (13)

nao podem ser invertidas. As Eq. (13) serdo considera-
das vinculos da teoria. Escreveremos esses vinculos da
seguinte forma

oL
0¢%"

Assumiremos que a Lagrangiana é bem comportada,
no sentido que as funcoées H, nao dependam de ¢?,
embora essa dependéncia possa existir sem que seja
possivel uma Hessiana inversivel. Com essa divisao
entre as coordenadas {¢*} e {¢*} podemos analisar a
Eq. (10), que toma a forma

¢.=p.+H.(¢",n") =0 — H.=- (14)

s , .
E+pan“(qz,pb)+pzq -L=0. (15)

O problema das velocidades ¢* ainda persiste, mas
apenas aparentemente. Vamos analisar a derivada

a a( i .z aL
Bl (Pan®(a'spv) + 124" — L) = py — o
Ou seja, se os vinculos forem respeitados, os termos na
Eq. (15), que dariam origem & fungdo Hamiltoniana
Candnica

= ¢, =0.

Ho = pan(q',p) + 24" — L, (16)
nao dependerao das velocidades nao inversiveis. Isso
quer dizer que na regiao em que os vinculos sao satis-
feitos essa Hamiltoniana é bem definida. A Eq. (10)
pode ser escrita, entao, por

oS X
$o = 2T Ho(q",n") =0. (17)
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Ora, podemos definir como pg a derivada de S com
relagao a t e substituir as expressoes para as fungoes 7.
Assim, temos as equagoes

¢0 = Do + Ho(qiapa) =0 )
¢. =p. + H.(¢",pa) =0

Podemos escrever de forma unificada

$a = patHa(d',pa) =0, {a, 0} ={0,1,....k}. (18)

Como ainda devem valer as condigoes p; = 0S/dq",
essas equagoes formam um conjunto de EDP. Esse sis-
tema de equagoes é chamado de sistema de EDP de
Hamilton-Jacobi.”

4. Equacoes caracteristicas

Novamente somos capazes, a partir do procedimento de
Cauchy [19, 20], de encontrar equagoes diferenciais to-
tais (EDT), cuja solucdo nos fornece uma congruéncia
de curvas no espaco de configuracao, a partir das EDP
de Hamilton-Jacobi. Este sistema pode ser escrito na
forma

A principio vamos supor que este sistema seja 0 mais
geral possivel. Em conjunto com este sistema esta im-
plicito que as condigoes

pa:%S(q . q") (20)

sao satisfeitas. Vamos tomar as diferenciais

%S b %S
7 dq” +
0q*dq 0q*0q™
Devemos guardar essas equacoes e tomar a derivada
da Eq. (19) com relagao a ¢*

a¢0¢ + % apﬂ

0q* = Opg 0q*

Agora vamos particularizar o sistema. Estamos in-

teressados no caso em que ¢, sejam fungoes lineares

dos momentos p,, assim como mostra a Eq. (18). As-

sim, 0¢./0ps = 82. Com essa constatacio podemos
escrever as equagoes

dpg = dq®. (21)

960 Oy _
Opy 0q°

(22)

Opa o %S _ _8¢a _ % Opy
g 9q°9q® dq*  Opy Oq*

(23)

Bertin et al.

Substituindo essas equagdes na Eq. (21)

D60 Oy
dq* ~ Opy 0q*

2
iy, — S db_[a¢a

= dq”. 24
e Jaae. e

Também devemos preservar essas ultimas equagoes.
A partir da definicdo da Hamiltoniana candnica temos

¢o = po + Ho = po + paq” +p.¢° — L .

Podemos usar os vinculos p, = —H, e derivar essa ex-
pressao com relagao aos momentos py

0 ) oH, ., .
¢0:b_ qu—

J¢o 29 ..
Opy 1 Opy

q-.
Ops

Vamos reordenar essa equacao introduzindo o termo ¢°,
que nada mais é que 1. Assim

8 8,2. 80“
=090 0,00 0 g 9

dqg®. (25
Opy 1 Opy Opy ¢ ()

Na Eq. (24), vamos substituir a Eq. (25)

D :8paa¢ada_|:a¢a a¢aapb:|da
‘g Opy dq*  Opy dq° '

Como p, = 95/9¢", temos que Ip,/0q® = Opa/Oq".
Com isso

O

0q®

Também podemos tomar a diferencial da fungao
S(q,q%)

dp, = dg”. (26)

oS oS
dq¢® + — dq“.
dq® 4 +3q°‘ ¢

Usando a Eq. (25)

ds =

_059¢a ;o 05
" 9¢" opa "L T 0ge

ds 6Sda:{aaH°‘

— H,| dg®
o Ha i

(27)
que em forma integral nos fornece a equagao

s=/mw-mwﬂ, (28)

em que empregamos a Eq. (25) novamente.
Por fim, temos por equagoes caracteristicas do sis-
tema

"De fato, podemos formular a dindmica de modo que um sistema regular seja um caso particular de um sistema singular. Para
isso basta uma reparametrizagao arbitraria e a introdu¢ao do tempo como varidvel dinamica. Nesse caso um sistema regular torna-se
singular e seu vinculo vem a ser a equagao de HJ, 8S/0t + Ho = 0. Esse tipo de sistema é sempre singular pois o tempo torna-se uma

coordenada degenerada. E natural, sob este ponto de vista, escrever de forma unificada os vinculos da Egs. (14) e (17).
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dg* = gﬁ dg, (20)
dpa = —g‘zj dg®, (30)
ds = [pa % — Ha} dg® . (31)

Essas equagoes definem um espago de fase de dimensao
2m cujas coordenadas sdo as varidveis (¢%,p,). Como
solugao dessas equagoes temos uma congruéncia de cur-
vas nesse espago e as curvas sao parametrizadas pe-
las variaveis ¢®. Isso indica que, no espago de con-
figuracao, as trajetorias dindmicas restringem-se ao
espaco das varidveis ¢®. A menos de condigoes iniciais
a solucao do sistema no espaco de configuragao con-
siste em trajetérias cujas equagoes paramétricas sao do
tipo ¢* = ¢%(¢*,t) e, portanto, as varidveis ¢* sao
parametros em condicoes de igualdade a t.

Observéveis fisicos devem, por consisténcia, ser
funcoes desse espaco de fase reduzido. A evolugao de um
observavel agora nao é ditada apenas por um parametro
de evolugao, mas por um conjunto deles. Chamaremos
o conjunto de parametros ¢ de varidveis independentes
do sistema. A evolucao de um observavel F(q%, pa, q%)
é dada por

oF oF oF
dF = — dq“ dq® + —
0q* “ 0q° T OPa

Com o auxilio das equagoes caracteristicas,

dpyg.

COF . [OF 06a
dF_@dq ™ 5 pa

OF 0¢q

Opa 0q°

dg®. (32)

Note que podemos definir um Parénteses de Poisson
(PP) em termos de todas as varidveis do problema

OF 0G  OF oG  OF 0G
G = 00 p, ~ O 0 T 007 O
oF 0G oF 0G oF 0G

Ope 0¢°  0¢% Opor  Opar 0™

{a/} ={0,1,...,n}, (33)

com o qual podemos escrever a diferencial

dF = {F, ¢o}dq". (34)

Este parénteses obedece as mesmas propriedades de
um PP para um sistema regular, particularmente a an-
tissimetria, a bilinearidade e a identidade de Jacobi. A
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forma da Eq. (34) é simples por conter em sua estru-
tura de PP os parametros da teoria. Contudo, sé po-
demos definir verdadeiramente um espaco de fase para
o conjunto de varfaveis (q%,p,).> Essas sdo chamadas
varidveis dependentes, pois serao funcoes das varidveis
independentes. O espago de fase construido com as
variaveis dependentes é chamado espaco de fase redu-
zido.

Este quadro ja poderia ser elucidado por uma
andlise da Eq. (28), que é uma agdo canoénica refe-
rente a um sistema com varias variaveis independentes.
Um caso particular dessa acao é o caso em que apenas
o tempo é tido como parametro, ou seja

S = / (pidq’ — Hodt) . (35)

Esta é a acao candnica da mecanica classica. Ja é bem
conhecido o fato de que, igualada a zero a variagao dessa
acdo com relacdo as varidveis (¢, p;), encontramos as
equagoes de Hamilton. Se aplicarmos o principio de
agao estaciondria na Eq. (28), fazendo a variagdo com
relagdo as varidveis (¢%, p,), encontraremos as equagoes
caracteristicas (29) e (30). Assim, a principio, siste-
mas singulares sao sistemas com varias variaveis inde-
pendentes e, como ja dissemos, sistemas regulares sao
apenas um caso particular de sistemas vinculados.

Dissemos “a principio” porque ha um detalhe que
negligenciamos até agora. Assumimos o quadro de que
existe uma familia de superficies sempre ortogonal a
uma congruéncia de curvas no espago de configuragao,
ou seja, dadas as Eqgs. (18), ndo nos perguntamos se
sempre existem solugoes completas e, caso a resposta
seja negativa, quais as condigOes necessarias para que
exista pelo menos uma solugao desse tipo.

5. O quadro completo e condigoes de in-
tegrabilidade

Precisamos analisar melhor o quadro geométrico desse
formalismo e o faremos com um sistema simples em R3.
Vamos supor que exista uma congruéncia de curvas C
em uma regido de R3 que seja ortogonal a uma familia
de superficies bidimensionais S(x) = o. Em particular,
vamos comegar analisando o que ocorre na vizinhanga
de um ponto xg, em que passam uma curva Cp e uma
superficie S = og (Fig. 1).

Em xy podemos definir um vetor vg, tangente a
curva Cpy. Esse vetor é membro de um campo veto-
rial v = v(x) que é tangente & congruéncia em todo
ponto da regiao. No mesmo ponto passa a superficie

8Esta questio tem origem no fato de um espaco de fase dever possuir uma operacio inversa ao Parénteses de Poisson que seja tUnica.
No caso do parénteses da Eq. (33) essa inversa nao existe ou, na melhor das hipdteses, nao serd unica. E possivel mostrar, contudo
b b b b

que sendo possivel a separacao entre as varidveis q% e ¢%, o parénteses definido por

Opa 9q°

possui uma inversa e esta é inica. Contudo, este tépico foge ao escopo deste trabalho.
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0. Sendo de duas dimensoes, podemos definir em xq
outros dois vetores linearmente independentes ., em
que {a} = {1, 2}, tangentes & superficie.

Figura 1 - A trajetéria C ortogonal a superficie og.

Os vetores x, podem ser usados como base para um
espago vetorial tangente a superficie oy e, como esta-
mos tratando de um caso em R3, eles definem um plano
I'y tangente a superficie em xg. Se, partindo do ponto
Xo, caminharmos para um outro ponto xi, encontrare-
mos uma outra superficie, por exemplo S = oy, bem
como uma outra curva C; e, sobre este ponto, encon-
tramos um vetor vy tangente a C7 e, também, podemos
construir analogamente um plano tangente a o1, I';.

Podemos mostrar que qualquer base escolhida para
T"y é combinagao linear dos vetores de base de 'y e a
razao é que Cy e C] fazem parte da mesma congruéncia,
bem como og e o1 fazem parte da mesma familia.” As-
sim, em todos os pontos da regido, cada superficie da
familia ¢ possui um plano tangente e a base vetorial
para cada plano é univocamente determinada se conhe-
cemos a base de um deles. Isso equivale a dizer que xq
também sdo membros de campos vetoriais xq(x).

Dizemos que esse conjunto de planos forma uma dis-
tribuicdo,'® que chamaremos I'. Trataremos essa distri-
bui¢ao como o espago tangente a familia de superficies.
Assim, os campos vetoriais y,(x) serdo tratados como
base para toda a distribuicao. Para que Cjy e o( sejam
transversos em xy o produto escalar entre o vetor tan-
gente a curva e os vetores tangentes a superficie deve
ser nulo. Em uma afirmagao um pouco mais geral, as
equagoes

v(X) - Xa(x)=0 (36)

sao as condigOes para que a congruéncia de curvas C
seja ortogonal a distribuicao I'.

No formalismo de HJ vimos que as componentes do
momento conjugado sao proporcionais ao gradiente da
fungao S que define a familia de superficies. Para este
exemplo a afirmacao equivalente é estabelecer
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v(x) =VS (37)

e, neste caso, as Egs. (36) resumem-se a

{i} ={1,2,3}. (38)
Essas equacoes garantem a transversalidade entre a
congruéncia C' e a familia de superficies S = o.

No caso de sistemas dinamicos o quadro é analogo.
Todo sistema de EDP de primeira ordem, como é o caso
das equacgoes de HJ, pode ser escrito na forma

oS oS

= — a = =11,...
g X =0 o} = {Lm).

{a} ={1,....k}, (39)

em que x% sao as m componentes de k vetores line-
armente independentes X,. Podemos verificar que as
caracteristicas desse sistema formam as equagoes

XoS

dy® = xadz® . (40)

Neste caso as solugdes possuem a forma y* = y®(z®),
sendo x as varidveis independentes do sistema. Uma
funcao S(y, z), solucdo das Egs. (39), representa uma
familia S(y,z) = o de superficies em uma regido do
espago cujas coordenadas sao as varidveis dependen-
tes y. Essa familia é, em todo ponto onde ela possa
ser definida, transversal a uma congruéncia de curvas
y® = y®(x®), solugdo das Egs. (40). Os vinculos, na
forma do sistema de EDP de HJ, s@ao as equagoes que
garantem a transversalidade entre a congruéncia de tra-
jetorias e a familia de superficies. Os vetores X, cujas
componentes sdo x%, formam a base para a distribuicao
I" neste caso.

Para que este quadro se cumpra os vetores X,
devem formar uma base vetorial completa e linear-
mente independente (LI). Essa condicdo garante que
os parametros ¢ sejam independentes entre si. Caso
nosso problema singular seja caracterizado por EDP
que nao formem uma base completa, a solucao dessas
equagoes também nao sera completa, no sentido que
nao dependera de tantos parametros quantos forem as
variaveis dependentes do sistema. Isso também afeta as
equagoes caracteristicas, no sentido que estas nao serao
completamente integraveis.

Para a andlise de integrabilidade é conveniente tra-
tar os vetores tangentes ao espaco como operadores di-
ferenciais. Esses operadores agem sobre fungoes e resul-
tam em outras fungoes do espago de origem. Podemos
escrever os vetores de base da distribuigao como os ope-
radores

i—F a 6
Oze X‘Xaya'

Xo = (41)

90 fato de ambas as curvas serem da mesma congruéncia garante que dois vetores, pertencentes a cada curva, sejam membros de
um mesmo campo vetorial. O mesmo ocorre com vetores tangentes a duas superficies de uma mesma familia.

10N3o confundir com os objetos da teoria das distribuicées.
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Agindo sobre funcées do espaco de configuracao esses
vetores reultam em outras fungoes. Particularmente,

¢a = Xa(S) - 0 5 (42)

sao as equagoes de HJ.
A estrutura de colchetes definida por

(X, Xp](F) = Xa{Xp(F)} - Xp{Xa(F)}  (43)

é chamada colchetes de Lie.'! Na distribuicdo I' os
colchetes de Lie tomados com quaisquer dois de seus
membros deve ser também um membro da distribuigao.
Essa condicao é chamada condicdo de integrabilidade de
Frobenius. Se X, constitui um conjunto completo de

vetores LI, temos automaticamente satisfeita a equagao

[Xa, Xp](F) = CapXy(F) (44)

ou seja, os vetores de base formam uma algebra de Lie
em que C’gﬁ sao as constantes de estrutura.

Especificamente no caso de sistemas Lagrangia-
nos singulares, o sistema de EDP sao as equagoes de
Hamilton-Jacobi

0 o oS
ba =Pa + Ha(q", 4% pa) =0, pizaiv (45)
q
relacionadas as caracteristicas
dg" = {q", ¢a}dg”. (46)

Portanto, as componentes dos vetores de base da dis-
tribuicao pertinentes a esse sistema vém a ser

Xa = 14", ¢a}- (47)
Com essas componentes temos, sendo F' uma fungao
do espaco de configuragao

oF oF
Xa(F) = ngaqa = {qaa(ba}’aiqa
O OF
= 50T IF ). 48
b apb aqa { ¢> } ( )

Por outro lado

Xo [Xp(F)] = Xo ({F,¢p}) = {{F, ¢}, da}.  (49)

Isso nos permite escrever o seguinte resultado para os
colchetes de Lie (usando a identidade de Jacobi para
os PP)
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[Xa, X(F) HF 95} 00t — {{F. ¢at, 95}
—{{a, F}, 5} — {{ds: ¢at}, F'} —
{{F,0a}, 05}
= {{¢a:9p}, F}. (50)

Com isso temos, a partir das condigoes de integra-
bilidade,

{Bar b5} = Oyt (51)

Portanto, os vinculos também devem obedecer a uma
algebra de Lie, desta vez com os parénteses de Poisson.
Na mecénica classica dizemos que os vinculos formam
um sistema em involugao. Todo sistema dinamico é
integravel se formos capazes de encontrar um conjunto
de fungoes dinamicas invariantes ao movimento que for-
mem um conjunto involutivo.

Se um dado sistema de EDP nao obedece identi-
camente as condigoes (51) podemos escolher forgar a
integrabilidade do sistema. Essa acao equivale a as-
sumir a existéncia de um subespaco em que a inte-
grabilidade seja cumprida ou mesmo assumir que as
varidveis independentes nao sejam realmente indepen-
dentes entre si. As proprias condicoes de integrabili-
dade, como equagoes impostas sobre o sistema origi-
nal, podem revelar novos vinculos que completem o sis-
tema de equagtes e/ou revelar a dependéncia entre as
variaveis independentes. Nesse caso é melhor reformu-
lar as condigoes de integrabilidade de modo que

dpo = {d’ou ¢B}dqﬁ = ng%dqﬁ =0, (52)

em que assumimos a validade das equagoes ¢, = 0.
Portanto, as equagoes d¢, = 0 também devem ser to-
madas como condigoes sobre o sistema. Essas condicoes
exigem que os vinculos sejam mantidos inalterados du-
rante a trajetéria dinamica e garantem a existéncia de
solugoes completas para o sistema de HJ, bem como a
integrabilidade das equagoes caracteristicas. Formula-
das com essa interpretagao, a condicao de integrabili-
dade de Frobenius nos garante um meio de encontrar
um conjunto involutivo de integrais de movimento.

O procedimento a seguir agora depende fortemente
do sistema em estudo, especificamente da existéncia ou
nao de um conjunto ou subconjunto de vinculos em in-
volugao. O melhor agora é analisarmos alguns exem-
plos. Vamos comecar com a aplicagao da particula livre
em uma esfera, que nos fornecerd um exemplo em que
o conjunto de vinculos nao é involutivo.

110s colchetes de Lie siao operadores bilineares que agem em vetores e levam a outros vetores. Eles dizem como um campo vetorial
varia com relagio a uma curva gerada por outro campo vetorial. Por exemplo, considere dois vetores X = a’(x)d; e Y = 3'(x)9;, em
que o' e #¢ sdao as componentes dos campos dado um sistema de coordenadas retangular z¢. Tanto X quanto Y podem ser usados para
gerar curvas dindmicas no espaco. Essas curvas seriam solucdes das equagdes @ = a (x) e it = Bt (x). Se quisermos saber como varia
o campo X sobre a curva gerada por Y basta resolver [X,Y]. Por ser antissimétrico, o resultado nos da a negativa da variagdo de Y
com relagao a curva de X. Este é um tépico de geometria diferencial referente & derivada de Lie, que pode ser estudado, ndo sem antes
passar por tépicos introdutérios, Refs. [21, 22] e também na Ref. [17], cap. 3.
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6. Particula livre em uma esfera

Na mecanica cléssica o exemplo mais geral de um sis-
tema vinculado é a particula livre restrita a uma su-
perficie. De fato, sistemas regulares bem conheci-
dos também podem ser descritos dessa forma, como
por exemplo o péndulo simples, que consiste em uma
particula livre no potencial gravitacional cujo compri-
mento da haste ¢ constante. E possivel um tratamento
bastante geral deste problema, mas visando a clareza
do formalismo vamos nos concentrar em resolvé-lo no
espaco R3, sendo a superficie uma esfera.

Consideraremos um sistema no espago euclidiano
R3, que consiste de uma particula livre restrita a su-
perficie de uma esfera. Essa superficie é definida, no sis-
tema cartesiano, pela equacao ¢ = 22 +y?>+22—r2 = 0.
Em nossa notacdo, x representa um ponto em R? cujas
coordenadas sao o conjunto de numeros coordenados
(2,y,2). Como estamos tratando de um espago eucli-
diano, x pode também representar um vetor posicao. A
Lagrangiana da particula livre consiste apenas da ener-
gia cinética, mas devemos implementar o vinculo ¢ = 0
usando multiplicadores de Lagrange, de modo que a La-
grangiana do sistema se escreve por

L(x,v) = % mv? + uh(x), (53)

na qual v = X representa o vetor velocidade da
particula.

Vamos escrever o vetor momento conjugado a partir
dessa funcao

=5y = MmV- (54)

P
E com estes, as equagoes de Fuler-Lagrangre desse sis-
tema, p— VL =0

ma —uVy =0, (55)

em que V representa o operador gradiente e a o vetor
aceleragao (a = v). A expressdo uV é reconhecida
como a forga que mantém o sistema sobre a superficie.
No entanto, como o parametro u se mantém indetermi-
nado, essa forga é parametrizada, ou seja, varias confi-
guracoes sdo permitidas.'?

Para utilizar o formalismo de HJ construiremos um
espaco de configuracao estendido em que as varidveis
dindmicas serao as posigoes x e também o parametro u.
Vimos que existem 3 momentos conjugados as posicoes,
dados pelas expressoes inversiveis p = mv. O momento
referente a varidavel u, p,, é nulo, pois a Lagrangiana nao
depende da velocidade relativa a essa variavel. Assim,
da definicao dos momentos encontramos 3 velocidades
e 1 vinculo
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v =p/m, (56)

Com essas equagoes podemos construir a Hamilto-
niana candnica do sistema

2
Hy=p-v+mi—L=2——uy. (58)
2m
Portanto, além do vinculo (57), o sistema obedece
a uma equacao de HJ que envolve a Hamiltoniana
candnica (58), de modo que o sistema consiste nas
equagoes diferenciais parciais

¢o =po+ Hy=0, (59)

Esse sistema tem como varidveis dependentes as
posigbes x e como varidveis independentes os
pardmetros (¢%) = (u,t). A evolucdo de uma fungao
dindmica qualquer F'(x,p,u,p,) é dada, portanto, pela
diferencial

dF = {F, ¢o}dt + {F, ¢ }du. (61)

Para o calculo dos PP, usaremos os parénteses fun-
damentais

{Xap}:Ia {X,X}:{p,p}:O,
{U,pu} =1, {ua U} = {puvpu} =0, (62)
em que I é a matriz identidade 3 x 3.
O sistema de Egs. (59) e (60) nao é integrével, pois
os vinculos nao estao em involucao. Isso pode ser visto
pelo calculo do PP

{¢1) ¢0} = {pu; —U¢} = ’(/)7 (63)

que nao ¢é identicamente nulo, a principio. Neste caso
usaremos a diferencial (61) para verificar as condi¢oes
de integrabilidade. Com relacao a equagao ¢; = 0,

dpr = {$1, o }dt + {$1, ¢1}du = pdt = 0.

Portanto, para que o sistema seja integravel ha que se
obedecer mais uma equagao,

¥ =0. (64)
Esta equacao é aquela que define a esfera. A existéncia

dessa condigao indica que, ao sistema de equagoes (59)
e (60), deve ser acrescida a equacao

Pp2=9=0. (65)

12E desejdvel este fato, desde que, assumindo que a superficie ndo se mova com o tempo, componentes tangentes & superficie nao

contribuem para manté-la nessa configuragao.
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Contudo, o sistema que engloba os vinculos ¢g, ¢1 e
¢2 permanece nao integravel, pois além do PP nao nulo
entre ¢1 e ¢g, temos

1 1
{p2,00} = o {¢,p?} = ooy {v.p}-P=
1 2
— VY-p=—x-p, (66)
m m
que também nao é identicamente nulo. Exige-se, por

conseqiiéncia, uma nova analise de integrabilidade, que
neste caso seria dgg = 0

2
doo = {¢2, ¢o}dt + {¢2, 1 }du = o XP dt =0. (67)
Surge, entao, o vinculo

¢3E%X~p:0. (68)

O sistema permanece nao integravel e ainda temos
0 acréscimo dos PP nao nulos

{3, 00} = % {x-p,p?} + % {x-p,—uw} =
% (p? + 2mux?) , (69)
2 2
{¢3a¢2}: E {Xpaw}za X{pvw}:
2 vp=-—ta (70)
m m

Temos, entao, que calcular
dos = {d3, do}dl + {¢3, 1} du =
2
oo {p? + 2mux?} dt = 0. (71)

Assim, aparece outro vinculo

P4 = % {p* + 2mux?} . (72)

Este dltimo também tem PP nao nulos

16w

{¢a,00} = oz X (73)
{¢47¢1} - % XQ{uvpu} = % X27 (74)
[b1drl =3 x-p, (75)
{04, 03} = —% p’+ % x2. (76)

Neste procedimento devemos testar a integrabili-
dade de ¢4
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doy = {pa, o }dt + {pa, d1 }du =
1 4
i1;>c-pdt—|——>c2du:0. (77)
m m

Contudo, algo novo aparece. Nao é uma expressao do
tipo f(x,p,u,p,) = 0, mas sim uma relagdo entre as
diferenciais de u e t, as varidveis independentes do sis-
tema. As condigoes de integrabilidade anteriores ha-
viam nos mostrado que a imposi¢ao de novos vinculos
era necessaria para que o sistema fosse integravel. A
partir do quadro completo de Carathéodory essa si-
tuagao indica que o conjunto original, formado pelas
equacoes ¢g = 0 e ¢1 = 0, nao consistia em um conjunto
completo de EDP, ou seja, a base de vetores tangentes
a familia de superficies S = o néo estava completa. As
condigoes de integrabilidade nos mostram uma forma
de completar o sistema, tomando como vinculos as ex-
pressoes (59), (60), (65), (68) e (72). No entanto, ao
considerarmos esses vinculos parte do formalismo deve-
mos expandir o espaco de parametros para relacionar
novas varidveis independentes a esses vinculos. Ja te-
mos as varidveis t e u referentes a ¢y e ¢, mas nao
existem parametros na teoria que possam se relacionar
com os demais. Somos, portanto, obrigados a impor
parametros adicionais na teoria, que neste caso serao
chamadas w, 7 e 6. As novas varidveis independentes
sdo, em principio, arbitrdrias. Assim, temos o conjunto
de vinculos e suas respectivas varidveis independentes

¢o = po + Ho —
@1 = Pu —  u,
P2 =7 — W, (78)
¢3=2/mp-x — T,
¢4 = 2/m? {p* + 2mux®} — 6.

No entanto, este conjunto, a principio completo em
fungao das condigoes de integrabilidade, permanece nao
integravel, como mostram os PP entre eles, apresenta-
dos na Tabela 1.

A novidade contida na condig@o sobre ¢4 € a de que
é possivel encontrar uma dinamica na qual o sistema de
equagoes (78) seja integravel, ou seja, se as condigoes de
integrabilidade construidas a partir da diferencial (61)
nao sao identicamente satisfeitas, uma redefinicao da
diferencial pode resolver o problema. Tendo em mente
essa idéia vamos considerar

dF = {F, ¢o}dt + {F, ¢1}du + {F, g2 }dw+
{F, ¢3}dr + {F, pa}do. (79)
As variaveis independentes w, 7 e 6 sdo arbitrarias a

principio. Com esta, vamos reverificar as condigoes de
integrabilidade
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Tabela 1 - Parénteses de Poisson entre os vinculos (78)

Bertin et al.

£} bo b1 b2 b3 Pa
@0 0 — —2/mx-p —2/m?® p*+2mux? —16u/m* x-p
é1 P 0 0 0 —4/m x*
o2 2/mx-p 0 0 4/m x* 8/m? x-p
#3 | 2/m? p?+ 2mux? 0 —4/m x? 0 8/m?® p? — 16u/m? x*
o 16u/m? x - p 4/m x* —8/m*x-p —8/m> p?+ 16u/m? x> 0
|
d(bl _ {d)h(b()}dt-f- {¢1,¢4}d9 d¢3 = {¢3a¢0}dt+ {¢37¢2}dw+ {¢37¢4}d0

42
Gt — = dg=0
m

map m r2
0=—dt=— |1—— )dt.
d 4x2 4 < x2 > (80)

Temos, portanto, uma equacao diferencial total que nos
dé a dependéncia de 6 com relacao a t. Com ¢ escreve-
mos

{02, do}dt + { o2, p3}dr + {p2, P4 }db
zx-pdt—i—ix2 d7+%x~pd9:0.
m m m

dea

Usando a relagao (80),

2 2 4
dpy = <2—Z>x.pdt+x2d7:0
m X m
1 r?

Com o vinculo ¢s3,

Usaremos, agora, as Egs. (81) e (82):

16

8
— X-pudt—— x-p
m m

dps = .

x2 \ x2

du = 0.

4 2 2
— p2<r—2>Xopdt+
m m

2 4
= — {p2 +2mux2} dt — — x%dw +
m m

8

m3 P (82)

1
240 — —62 xudf
m

Novamente usando (80),

dos = 2 (P4 omuxhdt+ 2 p? (1= ) at
03 = o5 Ap7H2muxthdt+ o pt (15 Jdi -
4 2 4
— x%u <1 — 7“2) dt — — x%dw
m X m
2 2 4
= — {pQ (2 — g) + 2mur2} dt — — x%dw
m X m
1 p? r2 r2
=|—2 (2-= Zoldt .
w [Qm o ( x2) +ux2 d (83)

Resta apenas o vinculo ¢4

dps = {4, Po}tdt + { P4, ¢1}du + {4, P2 }dw +
{04, p3}dr
= % Xopudt+%x2duf% X p dw
8

16
_ﬁ p2dT + W X2udT

(85)

Assim, cada condicao de integrabilidade resultou em uma relagao entre as variaveis independentes e o parametro
t, indicando que o problema da integrabilidade ndo estava na completeza das equagoes diferenciais parciais, mas sim
em assumir independéncia dos parametros. Na linguagem do quadro completo, precisamos que os vetores tangentes
definidos pelos vinculos nao sejam LI para que a integrabilidade se cumpra. O fato de du = 0 nao deve ser uma
surpresa nesse caso, ja que u é uma coordenada degenerada. A diferencial que procuramos vem a ser
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{{F do} + {F, g2} [222 (2— ;Z) +U:;] - {F,Qﬁs}
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(2— 2) + {F, ¢4}

(1)} s

O leitor pode verificar que, com essa diferencial, as condigoes de integrabilidade serao identicamente satisfeitas.
Podemos proceder as equacoes de movimento, que consistem em equagoes para as diferenciais dx e dp. Temos

dx =

Com as Eqgs. (80) e (81),

1 2
dx == = (742—2) x-p dt+ = (2—) dt. (87)
m X X m X

Nesse estagio podemos implementar os vinculos nas
equagoes de movimento

pu =0,

Y =x>—r*=0,

Xp:O,

p? + 2mux® = 0. (88)

De fato, essas equagoes nos dizem muito sobre o sis-
tema. As duas primeiras sdo esperadas pois a equagao
da esfera x2 — 2 = 0 ¢ inclusa na Lagrangiana original
como um vinculo, enquanto p,, o0 momento conjugado
a u, € nulo devido a degenerescéncia de sua coorde-
nada. A terceira equagdo nos diz que o vetor veloci-
dade é sempre tangente a esfera. Se 1) = 0 representa
a equagao de uma superficie, seu gradiente Vi) repre-
senta um campo vetorial ortogonal & superficie em cada
ponto. A condi¢do x - p = 0 também pode ser escrita
por v - Vi = 0, ou seja, v é ortogonal a Vi e, por
conseqiiéncia, tangente & superficie. Note que

usando-se a terceira equagao de (88). Ocorre, portanto,
que a superficie, no caso a esfera, nao pode se deformar
com o tempo. Se a superficie se move com o tempo,
essa condigao ja nao sera satisfeita e, nesse caso, a ve-
locidade da particula nfo sera tangente a superficie. A
ultima dessas condigoes nos fornece o parametro de La-
grange u

1 p?
=—— 89
2m x2 (89)
Da Eq. (87), usando também as equagoes x> = r?

e x-p =0, temos a equacao de movimento

_bp
dx = - dt, (90)

— {xp }dt—i—— {x,x- p}dT—|—

{x @0 Hdt + {x, gbl}du + {x, ¢2 dw —|— {x, p3}dr + {x, d4}dO

— {x, pQ}dﬂ— dt+—dr+—d9

[

j& esperada em razao da Eq. (56). Mas a verdadeira
equagao dinamica vem de

dp =
{pa ¢4}d9
= {p,—wihdt + {p. Y} + > (pxphdr +

4 2
— do
L pu)
2 8
= 2xudt — 2xdw — — pdT — — xudf.
m m

Vamos utilizar nesta tltima expressao as diferenciais

(80), (81) e (82) em conjunto com a Eq. (88)
1 p? 1 p?
dp:f—p—2 xdt:f—p—2 xdt. (91)
mx mr

A composicao das Eqs. (90) e (91), derivando a pri-
meira com relagao ao tempo e usando a segunda, resulta
nas equacoes de Fuler-Lagrange para este problema

I')_ 1p2 _ V2
= Traa X= g X (92)

Outro resultado importante vem a ser

d 1 .2 .. v 0
—(=mX*|=mx-X=——x-p=
dt 2m mn r2 P ’

com o auxilio das equagoes de movimento e da condigao
x-p = 0. Assim, conserva-se a energia cinética da
particula. Vale dizer que, se a superficie se mover com
o tempo, essa energia nao serd mais uma constante de
movimento e a particula trocard energia com a prépria
superficie.

Segundo as equagoes de movimento a aceleracao da
particula repousa na diregao do raio da esfera, ja que o
vetor posicao também aponta nessa direcao, e o sentido
é para o centro do sistema de coordenadas. A inten-
sidade da aceleracdo também é conhecida, v2/r, e é a
expressao que conhecemos para a aceleracao centripeta.
Como o problema refere-se a uma particula livre, nao
encontraremos componentes da aceleragao em outras
direcoes. As solucoes dessas equacoes também sao

{pa ¢0}dt + {pa ¢1}du + {pa ¢2}dw + {pa ¢3}d7— +



3310-12

bem conhecidas: sao as solugoes para um oscilador
harmoénico em trés dimensoes com freqiiéncia angular
w=|v|/r.

Note que a diferencial (86) resulta em du = dw =
dr = df = 0, mostrando que nao ha dinamica efetiva

2 2 2
(F, 60} = {F, 00} +{F, 63} [;ﬂ; (2 _ ;2) ruly

A estrutura acima é uma particularizacdo de uma
estrutura mais geral, os Parénteses Generalizados
(PG), que definem a dindmica no espago de fase re-
duzido e podem ser definidos para todo sistema cujos
vinculos resultam ser nao involutivos apds a exaustao
das condigoes de integrabilidade [38]. Com isso, apren-
demos que a existéncia de um conjunto final de vinculos
nao integraveis implica na reducao efetiva dos graus
de liberdade do sistema mediante uma refedinigao da
dindmica do movimento.

7. Um exemplo artificial

Vamos considerar uma particula livre em uma dimensao
sujeita a um potencial que depende apenas de sua
posicdo, cuja Lagrangiana ¢ dada por L = 1/2 mv? —
V(z), em que v = &. Este é um sistema obviamente
regular, o que pode ser facilmente verificado pela cons-
trucao de sua matriz Hessiana. Contudo, vamos redefi-
nir esta variavel tal que x — x1 4+ =5 e a Lagrangiana
tome a forma [24]

L(thQ,vl,UZ) = m(vl +'l)2)2 — V(l’l + 1'2). (95)

N |

Note que o sistema permanece inalterado, mas ao usar-
mos a Lagrangiana (95) estamos inserindo no sistema
um grau de liberdade desnecessario. E este grau de li-
berdade a mais que introduzirda o que chamaremos “li-
berdade de gauge” ao sistema.

Os momentos conjugados sao dados por

oL 0L

p1 = S0, =m(vi+v2) p2= vs =m(vi+vz), (96)

que nos fornecem a matrix Hessiana

B 11
W:m<1 1>’

singular de posto 1.
Ao tentarmos escrever as velocidades em funcgao dos
momentos encontramos o vinculo

p1 —p2 = 0.
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para as variaveis independentes. Neste exemplo pode-
mos escrever

dF = {F, ¢o}"dt, (93)

em que

] —{F, M% (2 - ;22) +{F, m}% (1 - ;22) . (94)

[

Vamos calcular a Hamiltoniana canénica em fungao de
Y4

2
Ho =piv1 +pava — L = % +V(zy +ax2) . (97)

Assim, temos o sistema de HJ formado pelos vinculos

$o = po+Hy=0, (98)
o1 = p1—p2=0. (99)

O parametro de evolugao que corresponde ao vin-
culo ¢q é, como ja sabemos, o tempo. J& o parametro
de evolucao que corresponde ao vinculo ¢; pode ser es-
colhido de acordo com as varidveis da Hamiltoniana.
Como decidimos escrever a Hamiltoniana em funcao de
p1 o parametro deve ser xs. Assim, a evolucao do sis-
tema é dada de acordo com a diferencial

dF = {F, ¢o}dt + {F, 1 }dx». (100)
Note que
ov oV
{¢0,$1} = {Ho,p1 —p2} = o Omy 0, (101)

visto que V' depende apenas da soma x; + 2. As-
sim, o sistema de HJ é um conjunto de vinculos j&
em involugao, o que, como conseqiiéncia, implica na
satisfacao das condicoes de integrabilidade dgpy = 0 e
doy = 0.

Se o sistema € integravel tal como se apresenta, nao
hé mais nada a fazer a nao ser calcular as equacoes de
movimento a partir de (100)

dxl = {$1,¢0}dt+ {l‘17¢1}d,’132 = %dt+d$2
o =2, (102)
m
1%
dpr = {p1, do}dt + {p1, dr}dury = — - dt (103)

em que a velocidade vy € arbitraria.

Note que a equagdo de movimento (102) é uma
equacdo candnica puramente cinemdtica. A equagao
que define a dindmica do sistema é dada pela Eq. (103),
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que nao depende da velocidade vs. A interpretacao
deste fato é que o grau de liberdade extra, represen-
tado pela varidvel x5 por nossa escolha, nao interfere
na dindmica do sistema.

Teorias de gauge, como o eletromagnetismo, apre-
sentam um ou mais do mesmo tipo de vinculo dado por
¢1 acima, ou seja, vinculos que se encontram em in-
volucao, satisfazendo identicamente suas condigoes de
integrabilidade. Nesses sistemas as velocidades relati-
vas as variaveis independentes sao arbitrarias. Con-
tudo, a dinadmica relativa a essas varidveis, chamadas
variaveis de gauge, nao interferem na evolugao tempo-
ral do sistema.

8. O campo eletromagnético livre

Vamos para um caso real em que aparecem vinculos em
involucao. O campo eletromagnético livre é o exem-
plo mais simples de liberdade de gauge encontrado na
natureza. Sistemas em teoria de campos sao diferen-
tes dos sistemas em mecanica classica essencialmente
por possuirem infinitos graus de liberdade: as coorde-
nadas do espaco de configuracdo s@o campos que sao
fungoes de parametros continuos, no geral pontos do
espago-tempo. No caso do campo eletromagnético exis-
tem quatro campos Ag(z) e A;(z), o primeiro chamado
campo escalar e os demais componentes do potencial
vetor. Denominaremos por letras latinas x um ponto
(20, 21, 2%, 23) do espago-tempo. A métrica é a de Min-
kowski Nap = diag(ﬂoo 11 122 7]33).

Diferentemente da mecanica classica, a mecanica de
campos é independente do parametro, ou seja, as curvas
que representam a dindmica no espaco de configuragao

= dPy =0
00 Ao(x) YT

)
i B dL(y) 1 dFa5(y)
“0 = [t =1 2

/ FO(4)8(z — y)dPy = FO(x) .

0L(y
L

Usaremos o simbolo ¢ para derivadas funcionais, além
de representar as deltas de Kroenecker e Dirac. Deri-
vando novamente esses momentos com relacao as velo-
cidades podemos construir a matriz Hessiana

Essa matriz é singular e possui trés autovalores di-
ferentes de zero, ou seja, tem posto 3. Uma das velo-

13Usaremos ¢ = 1 neste exemplo.
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sdo fungoes de um parametro arbitrario. No geral, o
tempo préprio, ou mesmo o comprimento de arco, é
usado para parametrizar as solugoes. Contudo, para
que o formalismo que desenvolvemos até aqui nao pre-
cise ser modificado para permitir escolhas livres, vamos
fazer opcao pela coordenadal® 2° = ct como parametro
de evolugao.

A acdo do campo EM sem fontes vem a ser o fun-
cional

S=—&L/Ew@ﬂmﬂmf%
Fup() = 0% Ag(z) — 0% Aa(2). (104)

Em nossa notagdo 92 = 0/0x“ é a derivada parcial
aplicada no ponto x. Temos, assim, a fungao Lagran-
giana

L= —i /Faﬁ(a:)Faﬁ(x)de. (105)

Podemos escrever

L:/c@f% (106)
em que identificamos a densidade Lagrangiana

L(x) = 7%

af
ws ()P (x). (107)
Vamos encontrar os momentos conjugados as
variaveis A,. Como o parametro escolhido é a coorde-
nada 2, as velocidades relativas as varidveis sdo dadas
por A, = 0gA,. Assim, temos as equagoes

; 1 ) ) . ;
P =g [ (020 - 3B) P e - ey

[

cidades nao pode ser invertida. E o caso da velocidade
Ag e, por essa razao, temos o vinculo

#°(x) = 7%(x) = 0. (109)

Por outro lado as velocidades A; podem ser escritas em
funcdo das varidveis e dos momentos'?:

Do A; = 0; Ag — nooni; . (110)

A singularidade da Hessiana indica a separagao
entre as varidveis dependentes (4;) e as independen-

14 A partir deste ponto passaremos a omitir o ponto de aplicacio das funcdes no espaco-tempo sempre que este for trivial.
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tes (Ap,t). Além da Eq. (109) o sistema obedece a

equacao X )
H(z) = 3 Noonij Tl 4+ 780; Ag + ZFijFij7
¢'=p' + H(Ag,m') =0,  p'=085, (111) Fij(x) = 07 Aj(x) — 0% Ay (). (113)

com a qual temos a funcdo Hamiltoniana canoénica . -
Existem, portanto, duas equagoes

H = / <A07r0 + At + i FagF‘m) dr = ¢°(x) = °(x) =0, (114)

1 i) 4 w0 Ag + Lp,Fii) da (112) ¢ ¢
g MOOTG T TG0 Ty ' ¢'(x) = p'(z) + H(z) = 0, (115)
Podemos escrever a densidade Hamiltoniana canoénica uma para cada variavel independente. |

Precisamos impor condicoes de integrabilidade a esses vinculos pois eles claramente nao estao em involucgao.
Para que o formalismo de teoria de campos tenha sentido devemos definir os PP pela estrutura

(PG} = [ [ fj (()) fﬁ((yj) - ﬁ(fj) (fi((i)) | (116)

z9=constante

A dindmica é dada pela diferencial

iF = / Bo{F, ¢ (x)}dt + / B {F, ¢ (2)}d Ao (x). (117)

Vamos comecar por ¢°

1°(x) = / PBy{ (@), ' (y)}dt + / Py{ (@), 6°(y) }dAo(y)

[ et @ = - [ @y i

— / dPyr'(y)0Y 63 (x — y)dt = /d3y8f7ri(y)53(x —y)dt = 977 (x)dt = 0, (118)
que resulta na expressio 9;7° = 0, formulada como um novo vinculo

¢t =o' = 0. (119)

A condicao d¢! = 0 resulta em

dot

/ By{6\ (@), 6 (y) }dt + / Py{6' (), 8 (y)}dAo(y)

/ Pyloim (), H(y)dt = / Py [gf((?)} dt

= /d?’yaf [Fji(y)6?53(x — y)] dt = /dgiji(y)afajyé?’(x —y)dt

/d3y6f8;’Fji(y)53(x —y)dt = 0;0;F7"dt. (120)

A expressao & direita é identicamente nula pois F'¥ é antissimétrico'®. Nesse caso ndo hé outros vinculos a descobrir.
Ficamos, por fim, com o conjunto

¢'(x) = p'(x) + H(z),

¢’(z) = m°(x),

P (z) = O’ (). (121)
159,07t = 1/20,0;[FI" — FJ] = 1/20,0,F7* — 1/20,0; F"9 = 1/20;0;F7" — 1/20;0,F% = 1/20,0; F7* — 1/20,0,F7* = 0.
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Nao precisamos impor a condicao sobre ¢! pois podemos ver claramente que o conjunto acima estd em involucgo.
Da mesma forma que no exemplo da particula livre na esfera, devemos adicionar uma nova varidvel independente,
desta vez arbitréria, ao conjunto (t, Ag). Relacionaremos a varidvel w ao vinculo ¢!. Nesse caso a diferencial de

uma funcao dinamica é dada por

dP’:(/)Fx{ﬁl¢t@ﬂ}dt+1/}Px{51¢0@ﬁ}dAoﬁw-+j/d3m{51¢1@0}dw.

(122)

Assim, temos como varidaveis dependentes os campos A; e como varidveis independentes ¢, Ag e w, este ultimo
um parametro arbitrario. As equagoes de movimento sdo dadas por

_ 3 OH(y) 3 58;’7rj(y)
= /d Yo () d”/d Y5 (2)

Da teoria de distribuicoes [23]

/85’53(x—y)d3y= —/8;”53(33—

Temos, com este resultado,

/ Py{Ai(x), ¢ (y)}dt + / Py{Ai(z), 6° () }dAo(y) + / Ey{Ai(z), ' (4)}dw

dw = [@AO — noomjwj] dt + /83’63(36 —y)d3ydw.

y)Py = —oF / 5@ — y)d®y = 0.

doA; = 0;Ag — noomijm  —  w =F", (123)

resultado que ja conhecemos.

O segundo par de equagbes caracteristicas vem a ser
ar' = [ @yir' @) w)de+ [ Eyin @), w)dAw) + [ Pyl (o). 6 w)do

OH(y) 1 / SFiR(y) 1 / , ) )
- — 3 - __ 3, 2 Ik\I) 1k _ _ 3 i Y53 o _ Sigys3 . ik
/d yéAi(x) dt 3 d’y 5A;(z) FI%(y) dt 5 d’y [5,@5 (x —y) — 6;0/0°(x y)} FI%(y) dt
1 ji i ji
= 5 /d3y [0YFT* (y) — O F™(y)] 6° (& — y) dt = 0, F7'dt. (124)

Essa ultima expressao podemos escrever por

o'+ 0;F =0 . (125)
Se usarmos a Eq. (123) temos
QF°+0,Fi =0  — o F*=0. (126)

Assim, temos as equagoes de movimento (126) em
conjunto com as Egs. (123). Se usarmos a expressao
8i7Ti = 0,

O FO = 0. (127)

Note que podemos unificar as Egs. (126) e (127)

Do FP™ = 0. (128)

Essas equagoes formam o primeiro par de equagoes de
Mazwell sem fontes.

O campo eletromagnético é o mais simples exemplo
de teoria com liberdade de gauge, caracterizado pela
presencga de um conjunto final de vinculos em involugao.

[

Note que o procedimento, diferentemente do caso da
particula livre restrita a uma superficie, nao foi capaz
de reduzir os graus de liberdade da teoria. Em vez
disso, a dinamica dos graus de liberdade referentes as
varidaveis Ag e w permanece arbitraria.

9. Consideracgoes finais

Nas duas partes deste trabalho fomos capazes de ana-
lisar o formalismo de Hamilton-Jacobi sob o geometri-
camente rico escopo de Carathéodory. Vimos que a
existéncia de uma equacao diferencial parcial é natu-
ral nos sistemas dinamicos que obedecem ao principio
de acao estaciondria e que as solugoes, que sao familias
de superficies no espago de configuragao do sistema,
estao relacionadas as trajetérias dinamicas no espago
de fase a partir das equagoes caracteristicas. No caso
de sistemas regulares as equacoes caracteristicas sao as
ja conhecidas equagoes de Hamilton. Ja no caso de sis-
temas singulares, a andlise de equagoes de movimento
passa pela definicao dos vinculos da teoria, ja que a sin-
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gularidade da matriz Hessinana vem da existéncia de
relagoes entre coordenadas e momentos que restringem,
a principio, os graus de liberdade do sistema.

Nessa segunda parte nos preocupamos em analisar
como o formalismo de HJ é capaz de lidar de forma
natural com a existéncia de vinculos em sistemas La-
grangianos. Neste contexto, a andlise de sistemas sin-
gulares ¢ relativamente nova: os primeiros trabalhos es-
tendendo a formulagao desenvolvida por Carathéodory
para o tratamento de sistemas singulares foram feitos
por Giler em 1992 [25, 26]. Outras extensoes foram
realizadas por outros autores e, hoje, é bem estabele-
cido como sao descritos em HJ os sistemas singulares
com derivadas de ordem superior [34-36], sistemas sin-
gulares descritos por varidveis de Berezin [37], sistemas
descritos por agoes de primeira ordem [38], entre outros.
Desde o desenvolvimento inicial feito por Giiler, diver-
sas aplicacoes a sistemas singulares tém sido realizadas,
[27-33]. Vamos resumir o que vimos nesse estudo.

Vinculos em sistemas singulares surgem da definigao
dos momentos conjugados as coordenadas. A singulari-
dade da matriz Hessiana implica na impossibilidade de
se escrever certas velocidades, senao todas, em funcao
das coordenadas e dos momentos, comprometendo, a
principio, a definicao de uma equacao de HJ para o
sistema. Contudo, uma equagao de HJ pode ser defi-
nida univocamente para uma regiao do espago de con-
figuracdo em que os vinculos sejam impostos como
condicOes sobre o sistema. Além disso, os proprios
vinculos se tornam equagoes diferenciais parciais. Um
conjunto de equagoes, que abrange os vinculos e a
equacao de HJ, pode ser definido como o conjunto de
EPD de HJ e é sobre este conjunto que as equagoes
caracteristicas sao construidas. As caracteristicas de-
finem, por si, um conjunto de variaveis dependentes
relacionados ao espago de fase reduzido (¢, p,), onde
a dinamica do sistema ocorre de fato, e um conjunto
de varidveis independentes ¢* = (t,¢*), que sdo os
parametros da teoria. No espago de fase reduzido po-
demos definir parénteses de Poisson que geram univo-
camente a dinamica do sistema.

Contudo, as consideragoes acima sao validas con-
siderando um conjunto completo de EDP, cujas ca-
racteristicas sao completamente integraveis, condigao
que, em geral, nao é satisfeita em principio nos siste-
mas fisicos. Condicoes de integrabilidade devem ser
testadas e elas exigem que os vinculos estejam em in-
volugao com os PP para que o conjunto seja completo.
Do teste das condicoes de integrabilidade d¢, = 0 trés
situacoes podem ocorrer. Uma delas é que o conjunto
de vinculos, ou um subconjunto deles, esteja realmente
em involugao, resultando em relagdes do tipo 0 = 0 ou
em vinculos ja existentes. Neste caso o conjunto em
involugao é completo. Pode ocorrer também que um
conjunto, ou a totalidade dos vinculos, nao se encon-
trem em involucao. Como resultado as condigoes de in-
tegrabilidade tornam-se relagoes algébricas entre as di-
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ferenciais das varidveis independentes. Se este conjunto
de equacoes algébricas tiver solucao tinica, podemos re-
definir a dindmica deste sistema. A terceira possibili-
dade é o caso em que as condigoes de integrabilidade
resultem em relagoes entre as variaveis dinamicas. Es-
sas relacoes devem ser impostas na teoria como novos
vinculos, adicionadas ao conjunto original e condigoes
de integrabilidade sobre esses vinculos devem também
ser impostas.

Os exemplos que trabalhamos servem para clarifi-
car como proceder com o formalismo a partir da andlise
das condigoes de integrabilidade. A particula livre na
esfera nos fornece um exemplo em que as condigoes
impoem novos vinculos na teoria. Depois que todos
os vinculos sao encontrados é necessario considera-los
como condigdes sobre o sistema, o que é feito introdu-
zindo novas varidveis independentes e uma nova dife-
rencial fundamental (79). No caso deste exemplo os
vinculos nao formam um sistema em involucao e as
condigoes de integrabilidade nos mostram que uma re-
defini¢ao da dindmica, de acordo com a diferencial (86),
torna o sistema completamente integravel. Um grande
resultado desse formalismo é o fato de que essa rede-
finicdo na dindmica implica na definicdo de parénteses
generalizados [38], que possuem as mesmas proprieda-
des dos PP e que definem a dinamica no espago de fase
reduzido.

No exemplo da se¢ao 7 introduzimos artificialmente
um grau de liberdade desnecessdrio ao sistema de
particula unidimensional com potencial dependente da
posicao. Este é o mais simples exemplo concebivel
de sistema mecanico com liberdade de gauge. Nessa
teoria temos dois vinculos, ¢¢ e ¢1, que estao au-
tomaticamente em involugao e, portanto, ja formam
um sistema completo com equagoes caracteristicas in-
tegraveis. Neste caso a andlise nao é capaz de elimi-
nar a varidvel independente x5 do sistema, o que se-
ria esperado se o conjunto resultasse ser nao involutivo
em razao do aparecimento de uma expressao do tipo
dzoy = g(z,p)dt. Contudo, a dindmica na diregao desta
variavel nao é fisica: qualquer evolugao na direcao desse
grau de liberdade nao muda a evolugao temporal do sis-
tema, o que é caracteristica de teorias de gauge.

O exemplo mais simples de teoria de gauge que sa-
bemos existir na natureza é o campo eletromagnético.
Como vimos, a condicao de integrabilidade sobre o
vinculo 7° = 0 resulta na imposicio da lei de Gauss
Oimt = 0,F° = V-E = 0 como novo vinculo. O con-
junto completo é involutivo e, portanto, tem equagoes
caracteristicas completamente integraveis. A evolucao
de um observével fisico é dada pela diferencial (122),
que nao resolve os graus de liberdade fisicos, a exem-
plo do caso anterior. Contudo, a evolugao na diregao
das varidveis independentes Ag e w néo pode ser con-
siderada fisica. Essas duas varidveis sao chamadas
variaveis de gauge.

Do campo eletromagnético, sabemos que apesar de
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ser descrito por quatro varidveis, Ay e A;, apenas dois
graus de liberdade sao fisicos. Para resolver esses graus
de liberdade é necessdria uma fixagao de gauge, o que
foge ao escopo deste trabalho. Mas sabemos desde o
inicio que Agp néo é um grau de liberdade fisico, ja que
é uma variavel ignoravel na Lagrangiana. J4 w, con-
tudo, é um parametro arbitrario e nao saberemos qual
é o seu significado fisico até que um gauge seja escolhido
para resolver os graus de liberdade. Podemos deduzir
que, dependendo da escolha, w pode assumir a identi-
dade de uma das variaveis restantes ou mesmo de uma
combinacao linear delas.

O passo natural para o estudo do formalismo de HJ
em sistemas vinculados a partir desse ponto é estudar
as relagoes entre sistemas com vinculos em involucao e
simetrias, tanto no aspecto classico quanto no aspecto
quantico dessas teorias.
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