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O entendimento das propriedades fisicas dos fluidos permitiu diversos avancos tecnologicos. Como
exemplo, merece destaque a fabricacdo de avides, navios e carros com perfis otimizados, os quais diminuem
dramaticamente a chamada forca de arrasto. Sao discutidos aqui os conceitos fundamentais da mecénica
dos fluidos, como a forga de arrasto experimentada por uma particula se movendo num fluido viscoso
proposta por Stokes em 1851, velocidade terminal, niimero de Reynolds e sua conexdo com a teoria cinética
dos gases. Fen6menos contra intuitivos, como a nao variagao da velocidade terminal de uma particula se
movendo sob a acao da gravidade em meios gasosos com densidades distintas para niimero de Reynolds
baixos, sdo discutidos em detalhe.

Palavras-chave: escoamento laminar, velocidade terminal, lei de Stokes, nimero de Reynolds, teoria
cinética.

The understanding of the physical properties of fluids enabled several technological advances. For instance,
it is worth mentioning the production of aircrafts, ships and cars with optimized design, which reduce
the co-called drag force dramatically. Here we discuss fundamental concepts of fluid mechanics, as the
drag force acting on a particle moving in a viscous fluid as proposed by Stokes in 1851, terminal velocity,
Reynolds number and their connection with the kinetic theory of gases. Counter-intuitive phenomena, as
the insensitivity of the terminal velocity of a particle moving under the action of gravity in a medium with

distinct densities for low Reynolds number, will be discussed in detail.
Keywords: laminar flow, terminal velocity, Stokes’ Law, Reynolds number, kinetic theory.

1. Introducao

Uma das caracteristicas da Terra em detrimento
aos demais planetas do sistema solar se refere a
existéncia de dois fluidos fundamentais, sem os quais
a vida como a conhecemos nao existiria: uma atmos-
fera gasosa e agua no estado liquido. Dai a enorme
relevancia de se estudar a mecénica dos fluidos.
meteorologia, hidrologia, hidraulica, oceanografia,
aerodinamica, gasdindmica, magneto fluidodinamica
(fisica dos Plasmas) e reologia sdo alguns dos en-
foques desta ciéncia, campo do conhecimento que
se dedica ao estudo e analise das propriedades de
liquidos e gases em equilibrio ou nao. A partir de
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conceitos basicos sao desenvolvidos métodos apropri-
ados para o entendimento e consequentemente, suas
aplicacbes numa enorme gama de problemas como
aqueles pertinentes aos campos de estudo acima men-
cionados [1]. Neste contexto, a mecanica dos fluidos
impulsionou diversos avangos tecnélogicos. Como
exemplos praticos vale mencionar a otimizacao do
escoamento dos fluidos na industria alimenticia,
quimica e petrolifera, bem como o projeto de car-
ros, avides e navios. Olhando em uma perspectiva
histérica, matematicos, fisicos e engenheiros ilustres,
como Arquimedes (287-212 a.C.), que pela primeira
vez estabeleceu os principios da hidrostatica, com
énfase para o empuxo e a flutuacdo, Leonardo da
Vinci (1452-1519), que descreveu por meio de re-


www.scielo.br/rbef
mariano@rc.unesp.br

1307-2

presentacdo e textos, muitos fenémenos envolvendo
escoamentos, contribuindo assim para formar as
bases iniciais da ciéncia da mecénica dos fluidos.
Além de trabalhar nessas frentes, da Vinci projetou
diversas maquinas hidraulicas. Isaac Newton (1642-
1727) explorou vérios aspectos da resisténcia aos
escoamentos, a natureza das ondas e descobriu a
contracao nos jatos; Daniel Bernoulli (1700-1782),
que fez inimeras experiéncias e escreveu sobre o mo-
vimento dos fluidos e também organizou as técnicas
manométricas de medidas e, adotando o principio de
conservacao da energia, explicou o funcionamento de
diversos dispositivos e descreveu a propulsao a jato;
Leonard Euler (1707-1783), que explicou o papel
da pressao nos escoamentos e também formulou as
equacoes basicas do movimento, além de introduzir
o conceito de cavitagao e de descrever os principios
de operacao das maquinas centrifugas; Joseph Louis
Lagrange (1736-1813), cuja contribuigao principal
foram as funcdes potencial e corrente; Louis Marie
Henri Navier (1785-1836) estendeu as equagoes de
Euler para o movimento, incluindo as forcas visco-
sas.
George Gabriel Stokes (1819-1903) derivou anali-
ticamente varias relacdes importantes da mecanica
dos fluidos, que abrangem desde a mecéanica das
ondas até a resisténcia viscosa nos escoamentos, par-
ticularmente aquela associada ao movimento das
esferas num fluido. Osborne Reynolds (1842-1912)
realizou experimentos em campos como cavitacgao,
similaridade de escoamentos em rios, resisténcia nos
escoamentos em tubulacgées e propos dois pardmetros
de similaridade para escoamentos viscosos, além
de adaptar a equagdo de movimento de um fluido
viscoso para as condi¢des de escoamento turbu-
lento [2,3]. Estes cientistas, dentre outros tantos
foram fundamentais para o desenvolvimento deste
fascinante campo do Conhecimento. Ainda, é rele-
vante mencionar as contribui¢oes de Ludwig Prandtl
(1875-1953), que introduziu o conceito de camada
limite e Geoffrey Ingram Taylor (1886-1975), cujos
trabalhos sobre turbuléncia e estabilidade continuam
sendo fundamentais na atualidade. Estes cientistas
sdo considerados pais da moderna dindmica dos flui-
dos [4]. Fenomenos contra intuitivos tais como a
diminuicdo da forca de arrasto com o aumento da
velocidade [5], a reduc@o na forca de arrasto cau-
sada por pequenas ranhuras em uma esfera [5] e o
modo como a velocidade terminal ndo é afetada pela
densidade do fluido [5] sdo explorados na mecénica
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dos fluidos. Este tltimo fenémeno serd discutido em
detalhes no que segue. Contudo, antes de passarmos
para uma discussao de tais fendmenos, apresenta-
remos sucintamente alguns conceitos fundamentais
da mecanica dos fluidos.

2. Revisao de conceitos fundamentais

2.1. Tipos de escoamento

A principal subdivisao indicada na Fig.[T] é entre
escoamentos viscosos e nao-viscosos. Todos os flui-
dos possuem viscosidade; fluidos nao-viscosos, sao
aqueles em que as tensoes de cisalhamento nao estao
presentes (n = 0). Estes constituem-se numa ide-
alizacao, a qual simplifica a analise de problemas
fisicos e pode levar a resultados significativos na des-
cricao do sistema de interesse. Da maior importancia,
no entanto, sdo os escoamentos dos fluidos viscosos,
ja que nao ha fluido real que nao seja viscoso, sendo
a fase superfluida do Hélio uma excecao. A subdi-
visdo a seguir classifica os escoamentos em Laminar
e Turbulento [6]. Em escoamentos laminares ocorre
o deslizamento de camadas adjacentes do fluido, e
nestas condigbes o escoamento é estacionario; ja
no regime turbulento as particulas do fluido se mo-
vimentam aleatoriamente, com variagbes abruptas
de velocidade, tornando o escoamento irregular e
caético [7,8]. Existe uma pardmetro-chave que serve
como critério para determinar se o escoamento é
laminar ou turbulento, e esse parametro é o Nimero
de Reynolds (Re), um conceito que sera discutido
adiante.

Velocidade terminal

Consideremos uma esfera de massa m e raio R que se
move sob a acdo da forca da gravidade P e da forca
de arrasto f, exercida por um fluido com viscosidade

Nao viscoso

(n=0)

Viscoso
(n#0)

[ Turbulento ]

( Laminar |

[Compressivel] [Incompressivel] [ Interno ] [ Externo ]

Figura 1: Subdivisdes da mecénica dos fluidos proposta
por Fox e McDonalds [6]. As principais divisdes ocorrem
na questdo da viscosidade e dos escoamentos laminares e
turbulentos.
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1 onde o movimento ocorre, conforme ilustrado na
Fig.[2

Como o movimento da esfera ocorre em uma di-
mensao, por convenéncia, deixamos de utilizar aqui
a notacao vetorial e adotamos o eixo vertical com
a orientacao positiva, no sentido da forga peso, que
é o sentido do movimento da esfera . A equacao de
movimento da esfera é dada por

dv
—=P—-F-— 1
mdt fa7 ( )
onde E representa a forca de empuxo E = myg,
sendo my a massa de fluido deslocada pela esfera.
Reescrevendo a Eq. , vem

d
md—: = (m —my)g — 6mRno. (2)

Tal expressao é apresentada, por exemplo num dos
textos de fisica basica |9]. Antes de passarmos para a
solucao da equacgao diferencial , convém ressaltar
que o segundo termo do lado direito da mesma foi
deduzido por Stokes em 1851 [10], e é conhecida
como lei de Stokes. No que segue é apresentada
uma deducao desta lei, a partir das equagdes de
Navier-Stokes.

2.2. Lei de Stokes

As equagoes de Navier-Stokes expressam o balanco,

ou equilibrio entre as forcas que atuam no fluido. E
importante ressaltar que este equilibrio é mecanico,

Figura 2: Esquema ilustrando o experimento realizado por
Shapiro [5], no qual uma esfera (vermelha) de raio R (n&o
indicado na figura) é colocada em movimento num recipiente
contendo gas (moléculas do gés sdo indicadas por esferas
azuis) e atinge a velocidade terminal v, conforme discutido
no texto principal. O meio gasoso possui viscosidade 7 e
diferentes densidades (p em a) e p’ em b), sendo p > p').
P indica a forca peso, E a forca de empuxo e f, a forca
de arrasto que atua na esfera (vermelha). Em a) o géas é
confinado no recipiente sob pressdo de 1 bar, enquanto que
em b) o mesmo é confinado sob pressdo de 10 mbar.
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ou seja, as forgas de corpo (peso), as forgas de su-
perficie (pressao e forcas cisalhantes) e as forgas de
inércia estao equilibradas. Neste artigo, as discussoes
sobre o equilibrio termodindmico dos fluidos sdo omi-
tidas. Para o escoamento laminar isotérmico incom-
pressivel bi-dimensional de um fluido newtoniano
(aqueles que apresentam uma relagao linear entre
a tensao de cisalhamento e a taxa de deformacao),
restrito ao caso estacionario, onde as forgas de corpo
sdo equilibradas, a equacdo de Navier-Stokes na sua
forma vetorial é dada por

p(v.V)v = —Vp+nV3v, (3)

onde p representa a massa especifica do fluido
(convém destacar que o termo massa especifica é
utilizado aqui como sinénimo do termo fisico densi-
dade), v sua velocidade, p a pressao e 7 sua viscosi-
dade.

Conforme ja mencionado anteriormente, um dos
parametros extremamente relevante no estudo dos
fendmenos envolvendo escoamento de fluidos é o
Ntmero de Reynolds Re, dado por

_ R
= (4)

Essencialmente, tal parametro descreve a razao
entre as forcas inerciais e viscosas presentes no sis-
tema de interesse constituindo assim um parametro
adimensional. A partir da Eq. pode-se afirmar
que existem conjuntos de sistemas fisicos distintos
que possuem o mesmo Re. Isto é possivel pelo fato de
que se p, v, R e n forem variados simultaneamente,
é possivel se obter o mesmo Re para sistemas fisicos
totalmente distintos. Esta propriedade da mecanica
dos fluidos possibilita por exemplo a utiliza¢ao de
tineis de vento para o teste de protétipos de aero-
naves.

Muitos problemas fisicos podem ser descritos pelo
comportamento de um sistema quando um certo
parametro ou é muito pequeno, ou muito grande [4].
Nos escoamentos para Re baixos as forcas de inércia
sdo despreziveis, ou seja, sdo subdominantes, e as
forgas viscosas e de pressdo (que atuam sobre uma
particula de fluido originada pelos gradientes de
pressdao dentro do fluido) sao as forgas dominan-
tes e se aproximam de um balancgo. Para que as
equacoes de governo possam exibir este fato, de-
vemos ter um pequeno parametro multiplicando
as forcas de inércia; para isto devemos adimensio-
nalizar apropriadamente as variaveis, levando em
conta a natureza dos escoamentos para Re baixos,
onde as forcas de pressio sdo da ordem das forgas
viscosas. Para Vp balancear nV?V na Eq. a va-
riagdo de pressao deve ter uma ordem de grandeza
de p ~ LnV?v ~ nU/L, onde L é um comprimento
caracteristico e U ¢é a velocidade da corrente livre [4].

Re
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A adimensionalizacdo apropriada para escoamentos
com Re baixos é obtida como segue

V*:V

X A
L’ U

X* — * pb— poo. (5)
nU/L

Assim, as variagOes das varidveis adimensionais
v* e p* no campo do escoamento sdo da ordem
da unidade, isto é, elas sdo normalizadas. A escala
de pressdo também mostra que p é proporcional a
viscosidade 1 num escoamento com Re baixo. Subs-
tituindo a Eq. na Eq. obtemos a equacao
adimensional

Rev*.Vv* = —Vp* + V3v*. (6)

No limite para Re — 0, a Eq. @ torna-se uma
equacao linear

Vp =nV?3v, (7)

onde as variaveis voltaram a sua forma dimensional,
ficando evidente na Eq. @ que o pequeno parametro
é Re, onde ele multiplica o termo subdominante,
as forcas de inércia [4]. A Eq. é a equacao de
governo para os escoamentos deslizantes, os quais
ocorrem para baixas velocidades, altas viscosidades
ou tamanho reduzido dos corpos.

A solucdo para o escoamento deslizante em
torno de uma esfera foi primeiramente obtida por
G.G. Stokes em 1851 [10]. Apresentaremos a seguir
a solucdo elegante demonstrada por P.K.Kundu
e L.M. Cohen [4], lembrando que existem outras
solugbes apresentadas na literatura |1114].

Consideramos o escoamento deslizante (R, << 1),
em torno de uma esfera de raio a (ver Fig.|3) colo-
cada numa corrente livre de velocidade uniforme U,
conforme a Fig.[3

a) 6®
orr

v, _0)
P- P
b) uy/a
1.5

b'¢
-1.5

Figura 3: a) Escoamento deslizante em torno de uma es-
fera, onde sdo mostradas as componentes das tensGes vis-
cosas na superficie. b) Distribuicdo de pressdo num plano
axial (¢ = constante), em func¢do do deslocamento [4].
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Usando o fato de que o rotacional de um gradi-
ente é sempre zero, e que a ordem dos operadores
rotacional e laplaciano pode ser intercambiada, é
possivel obter a equacao da vorticidade ao tomar o
rotacional da Eq.

V x Vp=0. (8)
V x V2V = V2V x V = V. (9)

Sendo este problema axissimétrico, a nica com-
ponente da vorticidade Wéa componente w, per-
pendicular aos planos ¢ = constante na Fig.[3] sendo

1 [8(7"1”9) B 8ur]
v or a0 |

r

Nos escoamentos axissimétricos pode-se definir
uma fungdo corrente ¢ por V= -V x V), cujas
componentes da velocidade em coordenadas esféricas
sao

(10)

1 o 1 o

" r2senf) 06’

(11)

Em termos da funcéo corrente, a vorticidade torna-
se

~rsenf Or

11 0% 10 /1 0y
S L ARy A T
Yo r [sen& Or? + r2 00 (sen& 89)] (12)

A equagao de governo é

V2w, = 0. (13)

Combinando as duas ultimas equacoes, obtém-se
senf 0 ( 1 9

o2 ’
[ayﬂrzae waa)] v=0 1

As condicées de contorno da Eq. sao

Y(a,8) =0 [ur = 0 na superficie], (15)
0
(97"@2!}9) =0 [up = 0 na superficie],  (16)
Lo 2
(00, 0) = §U7’ sen-f
[escoamento uniforme no oo]. (17)

Esta ultima condigao é decorrente do fato de que
a funcdo corrente para um escoamento uniforme em

coordenadas esféricas é (%) Ur2sen?6.
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A condigao de contorno ((17)) sugere uma solugao
separavel da forma

U = f(r)sen’d (18)

Substituindo a Eq. (18)) na Eq. expandida
obtém-se

ot 9% [senf O 1
{w%w [r?ae (nea )]
senf 0 1 0
2 99 (senea)
senf O 1
[7’2 90 (sen9 ae)]

o0 (can)| JUnto -

Considerando f™(r) a enésima derivada parcial
de f com relacdo a r, a equacdo acima implica em

(19)

sen20fIrV - 25en29§722 (%) + (20)
&) 2 4+ 40 sen?
+-7 (—2)sen“0 + sen“f) = 0,
1y +426) 2f<r> (21)
22 (% —219) -0,
fH r
f(lr‘)/ _ 2@ 4 4&4)_ (22)
9 (fm _ 2f(r> f<r> +6f(r)> 0,
fr) f(I) f(r)
f(r) +8 -8 = 0. (23)

A solucao da Eq. é da forma

f(r)

Aplicando as condigoes de contorno em W(r, )

D
= Ar*+ Br?f + Cr+ =.
r

U(r,0) = f(r)sen®d =
(Ar4 + Br? +Cr + D) sen?f,  (24)
r

e usando a condicdo de contorno da Eq. ,
temos
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D
<Ar4 +Br2+Cr+ ) sen’f =

r

1
§U7‘286n29. (25)

Comparando ambos os lados desta igualdade, fica
evidente que devemos escolher A = 0e B = %U ea
equacao para WV fica

U(r,0) = (;Urz +Cr+ D) sen?f. (26)
T

Utilizando a condigéo , ou seja, ¥U(a,d) =0,

1 D
§UCL2 +Ca+ — =0, assim
a

1
D= —§Ua3 — Cd®. (27)

Utilizando agora a condi¢ao (16), ou seja,
%—‘f lr—q= 0, tem-se
D
Ua + C - = 0,
a

assim,

D =Ud®+ Cd®.
Combinando as Eqa. e , resulta em

(28)

Ua®
D= .
4
Assim, a solucao da Eq. (24]) fica reduzida a

C= —%Ua, e

1 3
U(r,0) = Ur’sen?d l _da, @ ] (29)

5 T 43

As componentes da velocidade sao obtidas das
relagoes

1 oV 3a a’
Y r2senf 00 Ucosd ( 2r + 2r3> (30)
1 0V 3¢  a®
- < 1-224 2 ) @31
o rsenf Or Usend ( 4r + 4r3> (31)

A pressdo pode ser imediatamente determinada
ao integrar a Eq. , dando como resultado

3anU cos 0
P=—"%5 + Poo- (32)
A distribuigdo de pressao é esbogada na Fig.[3] A
pressdo é maxima no ponto de estagnacao localizado
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na esfera em frente da corrente livre, seu valor é

3nU ~ 2 ‘o -
I~ e a pressao ¢ minima no ponto de estagnagao

2a
oposto, valendo —%.

A determinacao da forca de arrasto sobre a es-
fera, pode ser obtida pela integracdo das tensoes
sobre a superficie da esfera. A forca por unidade de
area normal a superficie, sendo n um vetor normal
unitario, é

Fy = mijng = [=pdij + oijlng = —pn; + oijn;,

onde 7;; é o tensor total das tensoes, e 0;; ¢ o tensor
das tensoes de cisalhamento (viscosas). A compo-
nente da forca de arrasto por unidade de area na
direcdo da corrente uniforme é portanto

[—p cosf + Oy COS 0 — O'TQSGDQ]T:CL, (33)

a qual pode ser entendida através da Fig.[3]

As componentes da tensao de cisalhamento séo

ou, 3¢ 3a®
Opp = 2’[7 ar = 277U cos 0 [27"2 — %] s (34)
0 ug 1 8ur _
w=nlrg (F) 4w = ®
3nUa’ senf
ot ’
de modo que a Eq. torna-se
U~ 5 3nU 5, 3nU
5 05 040+ % senf = 5 (36)

A forga de arrasto é obtida ao multiplicar % pela

area da superficie da esfera, 4ma?, dando portanto,

fa = 6mnal, (37)

conhecida como lei de Stokes para escoamento desli-
zante.

Fazendo a separacdo de varidveis na Eq. , defi-
nindo os limites e integrando ambos os lados, vem

v t
/ (d” Nal GWRndt’ (38)
v _ \m—my)g m
0 |:U 67 Rn } 0
cujo resultado é dado por
ln@_ﬁzzmﬁq_ (39)
6mRn
(m —my)g 67 Rn
l — =— t
n[vo 6 Rn } m

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 38, n® 1, 1307, 2016

Explorando a conexao entre a mecanica dos fluidos e a teoria cinética

a qual, utilizando a definicdo do quociente de lo-
garitmos, pode ser escrita como segue

o 5]

67 Rn 6mRn

In =— t (40)
(m—my) ’
[”0 - 67rR7J; g} "
para facilitar, facamos
tm =g _, (41)
67 Rn
assim, a Eq. fica
v—>b 6mRn

! — t 42
n(vo — b) —t, (42)

Aplicando a definicdo de logaritmo, ou seja,
[InN = x <> e = NJ, temos

_67rR7]t v — b
mot = . 43
e (=) (43)
como vy = 0, chegamos a
(m —my)g — GxBny
t) = ———(1— mo ). 44
o) = R0,
Para t — oo, segue que
(m —my)g
= ) 45
ur 67 Rn (4)

A Eq. permite calcular a chamada “veloci-
dade terminal” da esfera, também conhecida como
velocidade limite, a qual é atingida quando a forca
peso e a soma do empuxo e for¢ca de arrasto sao
iguais, ou seja, P = E + f,. Em tal situacao, a
aceleracao do corpo é nula e o mesmo se move com
velocidade constante v .

Igualando as Egs. e , ou seja, impondo a
condi¢do em que v(t) é igual a vy vem

67rR17t

(I—e""m ).

(m—my)g _ (m—my)g

4
6mRn 6mRn (46)

Para estimar o tempo necessario para que a veloci-
dade terminal v; seja atingida, expandimos a funcao
exponencial da Eq. em séries de poténcias.
Assim, em uma aproximacdo de primeira ordem,
obtém-se

v(t) ~ W + (47)
(m—my)g 67 R
NG N

No estado estaciondrio, ou seja, v(t) = vy, temos
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(48)

o= o P ()G

6mRn m

Contudo, apenas o segundo fator da multiplicacao
pode ser nulo, o que leva a

o OBy, (49)
m
e portanto
m
t= . 50
67 Rn (50)

Note que o tempo necessario para vp ser atingida
dependa da massa e raio da esfera, bem como da
viscosidade do meio. Este resultado é extremamente
importante e dé origem a observacdo de fendmenos
contra-intuitivos, como veremos na segao [3

3. Conexao com a teoria cinética

Estudando o movimento e as colisbes de esferas
perfeitamente elasticas, James Clerk Maxwell em
1860 concluiu que a viscosidade 1 de um gés numa
dada temperatura é independente de sua massa
especifica [15]; seis anos depois, ou seja, em 1866
publicou um artigo [16] onde confirmou experimen-
talmente o fato de a viscosidade nao depender de
sua massa especifica.

De acordo com a teoria cinética, a viscosidade de
um gés é dada por [17]

vV ’I?”Lk‘BT

g0

n=0,377- (51)
onde kp é a constante de Boltzmann, cujo valor é
1,3806x10"2 JK~!, T é a temperatura do gés e o é
a secgao transversal de espalhamento. A dedugao da
Eq. é apresentada detalhadamente na Ref. [17].
Tal equagdo nos fornece resultados notéaveis: i) em
contraste com os liquidos, a viscosidade de um gas
aumenta com a temperatura; i7) a viscosidade nao
depende da massa especifica do liquido. Utilizando
0s conceitos apresentados nesta e em sessoes anteri-
ores, é discutido a seguir um fendémeno de interesse.

3.1. Fendmenos contra intuitivos

Um dos experimentos propostos por Shapiro [5]
consiste em colocar uma esfera em movimento no
interior de um tubo contendo um géas (Fig..

Seja uma esfera de raio R e massa especifica p,
sua massa é definida por

4
m = p.Volume = §7rR3,0. (52)
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Se py é a massa especifica do gds, entao a massa do
mesmo deslocada pela esfera é my = py.Volume =

4_p3 :
smR’py, assim

4
m—m;s = SR (p — py). (53)

Substituindo a Eq. na Eq. obtém-se
2(p — ps) g
9 ’

Substituindo a Eq. na Eq. , temos para
a forca de arrasto

(54)

vr =

vV mk:BT

a0

fa = 670,377 - Rv. (55)

Neste ponto, convém destacar que a Eq. ,
Re = pvR/n, mostra a relacdo entre os qua-
tro parametros que caracterizam Re; um destes
pardmetros é p, massa especifica (densidade). Re
suficientemente baixos podem ser caracterizados
por escoamentos com pequenas velocidades, altas
viscosidades, corpos de pequenos comprimentos ca-
racteristicos e fluidos de baixas densidades, ou uma
combinacao destes parametros. Assim, um escoa-
mento dito viscoso, ndo necessariamente precisa ser
o escoamento de um fluido viscoso. Desta forma, o
que vai caracterizar se o escoamento é viscoso é o
fato do mesmo ter um Re suficientemente baixo.

A forca de arrasto, dada pela lei de Stokes,

Eq. , pode ser expressa em funcao de Re, Eq. ,
por

- 6mpR>v?
~ Re

Assim, enquanto a Eq. nos diz que no corpo
da teoria cinética dos gases a for¢a de arrasto nao de-
pende da viscosidade do gés, e que esta, por sua vez
nao depende da densidade (ver Eq. ), a Eq.
nos mostra que para Re baixos, conforme discutido
em detalhes anteriormente, a fisica do sistema de
interesse é governada exclusivamente pelas forgas
viscosas. Para deixar isto mais claro, convém des-
tacar novamente que Re pode ser definido como a
razao entre as forcas inerciais e forgas viscosas, ou
seja, Re = (forcas inerciais)/(forgas viscosas). Neste
contexto, a Eq. , em particular, nos permite
entender o experimento contra-intuitivo, realizado
por Shapiro [5], ilustrado na Fig. e discutido a se-
guir. No referido experimento, Shapiro utilizou dois
tubos verticais contendo ar. Em um dos tubos, o ar
estad a pressdo atmosférica, no outro, foi extraido
99% do ar; assim, a densidade do ar no segundo
tubo é apenas 1% da densidade do ar no primeiro. A
experiéncia consiste em deixar cair particulas de pé
muito pequenas desde a parte superior de cada tubo

fa (56)
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e comparar suas velocidades terminais de queda.
Feita tal experiéncia constata-se que a velocidade
terminal é a mesma em ambos os tubos. Em outras
palavras, o ar que foi rarefeito por um fator de 100,
oferece a mesma resisténcia a queda das particulas
de p6 no caso do ar sob pressdo normal, ou ainda, o
ar em ambos os tubos possui virtualmente a mesma
viscosidade. Ainda, combinando as Egs. e
pode-se demonstrar que a velocidade terminal de-
pende do inverso da raiz quadrada da temperatura,
como segue

2 _ 2
vp = (p Pf)R goo (57)

3,393vmkpT
O mesmo pode ser feito para o tempo. Assim,
utilizando a Eq. , temos

‘ oov/m
©2,2627RVEkBT

Através das Eqs. (45) e (57]), observa-se que a
velocidade terminal da particula permanece inalte-

rada mediante a variacdo da densidade do fluido
no regime de baixas densidades. Obviamente, tal
afirmagao deixa de ser valida no regime de fluido
com densidades moderadas ou altas. Interessante no-
tar que o tempo necessario, dado pela Eq. , que
a esfera necessita para atingir a velocidade terminal
independe da densidade do fluido. Ainda, conside-
rando a Eq. é facil notar que o tempo necessario
para que a velocidade terminal seja atingida é redu-
zido para fluidos mais viscosos.

(58)

4. Conclusoes

Neste trabalho, discutimos alguns conceitos funda-
mentais da mecanica dos fluidos como velocidade
terminal, niimero de Reynolds e férmula de Stokes,
para a qual é apresentada uma discussdo detalhada.
Uma relagdo entre a viscosidade e temperatura foi
apresentada, estabelecendo uma conexao entre a
mecéanica dos fluidos e a Teoria Cinética dos Gases.
Tal relacdo permite a demonstracdo de que a veloci-
dade terminal de uma esfera se movendo sob a agao
da gravidade ndo depende da densidade do fluido em
que esta se encontra para o caso de nimeros de Rey-
nolds baixos. Tal situagao fisica “contra-intuitiva”,
encontrada no célebre experimento proposto por
Shapiro [5], discutido neste trabalho, demonstra que
quando forcas inerciais sdo despreziveis, a densidade
do fluido, que em certa medida esta relacionada a
sua inércia, passa a ser uma propriedade sem im-
portancia.

Convém ressaltar que a equagao de Stokes é histo-

ricamente importante ndo apenas na mecanica dos
fluidos. Ao obter a carga do elétron em seu famoso
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Explorando a conexao entre a mecanica dos fluidos e a teoria cinética

experimento da gota de 6leo, Robert Millikan se
utilizou da equagédo de Stokes. Ainda, merece des-
taque o fato de que Albert Einstein, na sua tese
de doutorado [18], se utilizou da férmula de Sto-
kes no estudo do movimento Browniano. Ainda,
considerando aspectos histéricos a conexao entre
mecanica dos fluidos e Teoria Cinética dos Gases foi
proposta por Maxwell [15], quando este propos uma
relagdo entre viscosidade e temperatura (Eq. (51)).
Tal relagdo permite demonstrar que a velocidade
terminal de uma esfera em movimento de queda
num fluido ndo depende da densidade do fluido, fato
este que explica os resultados experimentais obtidos
por Shapiro [5]. Em suma, os gases possuem uma
notavel propriedade, cuja predi¢do foi um grande
triunfo da Teoria Cinética: uma variacdo extrema
na pressao nao implica numa mudanga significativa
na viscosidade, desde que a temperatura do sistema
permaneca constante.

E importante destacar que a formula de Stokes,
dada pela Eq. , a qual relaciona a forca de ar-
rasto com a forma do corpo, a viscosidade e a veloci-
dade do fluido, nao s6 é correta com respeito a estas
variaveis, mas também em relacdo a densidade do
fluido, o que é contra intuitivo. O senso comum diria
que um fluido mais denso deveria oferecer uma maior
resisténcia ao movimento do que aquela oferecida
por um fluido menos denso. No entanto, conforme
demonstrado pelo experimento realizado por Sha-
piro |5 e discutido em detalhes neste trabalho, isto
nao é observado no caso de nimero de Reynolds
baixos.

Concluindo, gostarfamos de mencionar que atual-
mente diversos estudos interessantes tem sido realiza-
dos no campo da mecéanica dos fluidos. Como exem-
plo, destacamos estudos de simulagoes de fluxo tur-
bulento de um fluido contendo milhares de particulas
sélidas suspensas [19]. Dependendo das condigoes de
contorno estabelecidas, o mapeamento da posicao e
orientacdo de cada uma das particulas no tempo per-
mite o entendimento do processo de erosao no solo,
formacao de deserto e avalanches, entre diversos
outros exemplos.
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