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Analise da estabilidade elastica de
trelicas espaciais

Resumo

O presente trabalho fornece um estudo da estabili-
dade de trelicas espaciais através da utilizagdo de uma
formulagao elastica nao-linear, baseada no método dos
elementos finitos, que leva em consideragdo os efeitos
de segunda ordem e a mudanga de geometria da estrutu-
ra. Especial atencao ¢ dada ao calculo da matriz de rigi-
dez, onde tais efeitos sdo levados em consideragdo, e a
obtencao do vetor de forgas internas do elemento. A par-
tir dai, foi realizada uma implementacdo computacional
para que a analise do comportamento de trelicas espaci-
ais fosse possivel. Ao final desse artigo, através da ana-
lise de problemas estruturais encontrados na literatura,
pretende-se verificar a eficacia tanto da formulagdo em-
pregada quanto da implementa¢do computacional reali-
zada.
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Abstract

The present work supplies a stability study of the
spatial trusses using a nonlinear elastic formulation,
based in the finite elements method, where the second-
order effects and the structural geometry changing are
considered. Special attention is given to the stiffness
matrix and the internal force vector calculations. From
thus, it was made a computational implementation for
the analysis of the spatial trusses behaviour. At the end
of this paper, using structural examples found in the
literature, the computational implementation efficacy
and the formulation proposed are verified.
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second-order effects; stiffness matrix; internal force
vector.
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1. Introducao

Em anélise ndo-linear, todos os procedimentos numéri-
cos tém inicio a partir de principios mecanicos basicos. Dai, as
equagdes mecanicas fundamentais para um corpo sélido sdo
obtidas e entdo dispostas sob uma metodologia de analise de
elementos finitos ndo-linear. Duas diferentes classes de ndo-
linearidade sdo normalmente identificadas: a geométrica, pro-
duzida por deformagdes finitas acompanhadas de modifica-
¢oes na rigidez de uma estrutura sob um certo carregamento
aplicado, e a fisica, em que as propriedades do material utiliza-
do dependem das deformagdes, as quais, no entanto, ndo sao
conhecidas antecipadamente. O presente artigo levara em con-
sideracdo apenas a ndo-linearidade geométrica.

Em analises ndo-lineares do tipo passo-a-passo de cor-
pos so6lidos, onde o interesse estd centrado na historia de
deformacgdo de cada ponto do corpo durante o processo de
carregamento, a formulagdo Lagrangeana ¢ particularmente
apropriada. Posto isso, o presente trabalho restringir-se-a fun-
damentalmente a formulagdes do tipo Lagrangeana, tendo-se
em vista, ainda, que a maioria das formulagdes de elementos
finitos com nao-linearidade geométrica encontradas na litera-
tura se baseia nesse tipo de referencial.

Com a abordagem Lagrangeana, a formulacdo de meto-
dologias incrementais para analise ndo-linear comeca com a
divisdo do caminho de carregamento de um corpo s6lido em
um certo numero de configura¢des de equilibrio. Trés tipos de
configuragdes para o corpo podem ser concebidos em termos
de um sistema estacionario de coordenadas Cartesianas: a
configuracdo inicial, a tltima configuracdo deformada te a
configuracao deformada corrente t + At. Por hipdtese, assu-
me-se que todas as variaveis de estado, tais como tensdes,
deformagoes ¢ deslocamentos, juntamente com a historia de
carregamento, sdo conhecidas na configuragao t. A partir dai,
a questao principal passa a ser a formulagdo de um processo
incremental para determinar todas essas variaveis de estado
para o corpo na configuragdo t + At, considerando que o car-
regamento externo atuando na configuragdo t tenha sofrido
um pequeno acréscimo de valor. O passo que caracteriza o
processo de deformagao do corpo de t para t + At é tipicamen-
te referido como um passo incremental.

Dependendo de qual configuragdo anterior ¢ seleciona-
da como referéncia, dois tipos de referenciais Lagrangeanos
podem ser identificados: o referencial Lagrangeano atualiza-
do, onde a tltima configuracdo t de equilibrio ¢ selecionada
como o estado de referéncia, e o referencial Lagrangeano to-
tal, que utiliza a configuragao inicial indeformada para o mes-
mo proposito.

Para a formulagao atualizada, os deslocamentos sdo me-
didos em relacdo a ultima configuracao de equilibrio obtida no
processo incremental, ou seja, em relacdo a um referencial que
¢ atualizado a cada incremento de carga. J4 na formulagdo
total, os deslocamentos sdao medidos em relagdo a configura-
¢ao inicial indeformada.

Entre os principais trabalhos que tratam da analise ndo-
linear de trelicas espaciais, pode ser destacado o de Yang e
Kuo (1994), que sera utilizado como base para esse artigo. No
entanto, outros trabalhos que investigaram técnicas de solu-
¢do ndo-linear para analise de estruturas trelicadas planas e
espaciais merecem destaque, tais como os de Papadrakakis
(1981), Forde e Stiemer (1987), Crisfield (1991; 1997), Shi (1994),
Krenk e Hededal (1995), Krishnamoorthy et al. (1996), Onate e
Matias (1996) e Pinheiro (2003).

Na sec¢do seguinte, obter-se-a a equacdo incremental de
equilibrio, baseada no Principio dos Trabalhos Virtuais, ten-
do-se como referéncia relagdes deformagao-deslocamento nao-
lineares, de onde serdo extraidas as matrizes de rigidez para o
elemento de treligca. Na secdo 3, dissertar-se-a sobre a metodo-
logia de solugdo ndo-linear empregada utilizando-se de um
contexto computacional. Ja na se¢@o 4, serdo analisados exem-
plos de estruturas trelicadas espaciais encontradas na litera-
tura. Por fim, na segdo 5, serdo apresentadas algumas conclu-
soes acerca do comportamento elastico nao-linear de treligas
espaciais ¢ das implementagdes computacionais realizadas.

2. Formulagao nao-linear do
elemento de trelica

Utilizando uma formulagdo Lagrangeana atualizada, a

equacdo de equilibrio dos trabalhos virtuais pode ser escrita
para o corpo elastico em estudo, numa forma incremental, da
seguinte forma:
[, CopaBade,d v + [ fr,dn,dv = TR - R (1)
onde Cijkl denota os coeficientes constitutivos incrementais,
t,;» as tensoes (iniciais) de Cauchy, €, 0 incremento de defor-
magoes de Green e n,, a componente ndo-linear do incremento
de deformagodes de & Todos esses valores estdo referidos em
relagdo a Giltima configuracdo de equilibrio t. Além disso,
t*AR ¢ 'R denotam o trabalho virtual realizado pelas cargas
externas atuando no corpo nas configuragdes t+At e t, res-
pectivamente.

Através da decomposicao do incremento de deformacdes
€, numa componente linear ¢ numa outra nao-linear, isto ¢,

€y = &y +t My, 22

obtém-se, da equagao (2.1), uma equagao incremental de equi-
librio para o corpo na configuragao t + At da seguinte forma:

_[VCijklskISSijdtV+LVCijklnklﬁsijdtV+_[VCijklsk18nijd‘V+
+_[|VCijklnk18nijd‘V+ jtriJSnijdtV+ ‘R = "R, (23)
‘v

onde o termo ‘R foi realocado para o lado esquerdo da equa-
¢do (2.3) para significar que o mesmo representa parte do efei-
to das tensdes iniciais.
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Paraum elemento de treliga, pode-se considerar apenas a componente axial dos tensores de tensdes e deformagdes. Assim,
denotam-se as tensdes iniciais por t_, 0 incremento de deformagéo axial por € (=€ _+m_) e oincremento de tensdo axial por
S_, o qual pode ser agora descrito pela expressao

xx

S, =EE€

XX xx?

24
onde E ¢ o moédulo de elasticidade do material. Logo, para o caso em estudo, a equagdo (2.3) transformar-se-a na expressao
t t t t t t t _ t+At
[, Fe.de,aV + [ En,8e.dV + [ Ee 8n,aV + [ En,n.dV+ [ “T,8.4V+ R= TR (23)

Para o elemento tridimensional de trelica mostrado na Figura 1, os deslocamentos (u, v, w) de uma secdo transversal
genérica x podem ser relacionados aos deslocamentos (u,, v, w ) € (u,, v,, w,) das duas extremidades do elemento através de
fungoes lineares de interpolacdo, ou seja,

u=ult-Z2l+ulZ) v=v]1-Z|sv[E - A X
g G A G R () R AR R R & 0o

De acordo com as equagdes anteriores, as componentes linear e ndo-linear da deformagdo axial € , isto €, e e M
respectivamente, podem ser escritas da seguinte forma:

b’ b’

xx”

2 2 2 2 2 2
e =a—u=ﬂ,nxx=l du "'al +al =EA1;L "'AZ "'AVZ 2.7
= ox L 2|\ ox 0x 0x 2| U L L :
onde
Au =u, —u,Av = v, —V,eAw = w, — W, 2.8)

Para o elemento espacial de treliga mostrado na Figura 1, o vetor de deslocamentos nodais consiste de trés graus transla-
cionais de liberdade em cada no6 (ou extremidade), isto €,

= {ua v, W, u, Vv, wb} 2.9)
Correspondentemente, o vetor de forcas internas nas configuragdes t e t + At consistira de trés for¢as em cada um dos
extremos da barra, isto ¢,

°F" = {'r, °F, °F, °F, °F, °E,[, (2.102)

xa ya za

t+At
F

P (2.10b)

t+At T _ Jt+At t+At t+At t+At
F - { an Fya an Fxb

Para um elemento de trelica em equilibrio na configuragao t, todas as for¢as cisalhantes desaparecem, isto &,

¥,=F,=F,=F, =0, sendo que as forgas axiais nas extremidades da barra sdo iguais em magnitude, mas opostas em sinal,
levandoa'F , =-'F

xa®

Para o caso tridimensional, cada um dos termos da equagao (2.5) pode ser derivado da forma a seguir:

jtv Ee b, dV =[ B=- S(Au)j = 5d'K .4, 2.11a)
J., BN e, a7V = LvéE(Ag + Agz + AL2 )S(ALU )dtv = 3d"K.d 2.11b)
J Ee on,d'V = J E— [ALIB(%)+%8(%)+ATW5(A£’V)}V 8d"K,d (2.11¢)
[ Engon.dv=] E(L“Z ALV; +A§2 ]rALu{ALuJJFALVé(ALVJJFAEVé(AS)]d V=38d"K,d 2.11d)
jlv‘rxxsnxxd‘vzj:tg[%f{%}%{%}%{%ﬂdx=8dTK3d 2.11¢)
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t _ t _ Tt
R = [ tdud's=38d"F @116
onde as matrizes K, Kg, K,, K, e K, s3o conhecidas por ter Y
dimensao de 6 x 6 para o elemento de trelica espacial. A matriz
derigidez elastica K tem a forma
Fya ; Va Fyb ; Vb
0 0 -1 0 0 Fxa, Ua A B Fxv, Up
0 0 0 0 0 —
L x
0 0 0 0 0 0
Ke = % an, Wa sz, Wb
L|-1 0 o 1 o0 o0 2 /
0 0 0 0 0 z
o o o o o0 0|

Figura 1 - Graus de liberdade para um elemento 3D de treliga.

enquanto que a matriz de rigidez geométrica Kg possui a forma

[1 o o -1 0o o]
1 0 0 -1
‘F, |0 0 1 0 0 -1
K, =
L (-1 O 0 1 0 0 (2.13)
0O -1 o0 0 1
o 0o -1 0 o0 |
Ja as matrizes de ordem superior K, K, € K, se apresentam da seguinte maneira:
[ Au Av Aw — Au - Av - Aw]|
0 0 0 0 0 0
EA| © 0 0 0 0 0
K, = 27 |[— Au — Av — Aw  Au Av Aw 2.13)
0 0 0 0 0 0
| o 0 0 0 0 0 |
[ 2Au 0 0 —-2Au 0 0 ]
Av Au 0 - Av - Au 0
EA | Aw Au - Aw - Au
K. = 217 [-2Au 0 0 2Au 0 0 @14
- Av - Au 0 Av Au 0
| — Aw 0 — Au Aw 0 Au |
K - EA [ ] - M
* T er |- ml [h]:| @15)
onde
3Au® + AV + AW? 2AUAYV 2AUAW
h] = 2AuAv 3Au® + Av? + Aw? 2AVAw (2.16)
2AuAw 2AVAwW 3Au® + AV? + Aw?

O uso de trés matrizes distintas K|, K, ¢ K, em adi¢do as matrizes K_ e K , torna possivel analisar o alongamento ¢ as
caracteristicas de corpo rigido de elementos de trelica. Fazendo-se uso das expressoes (2.11a) a (2.11e) e admitindo-se a natureza
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arbitraria dos deslocamentos virtuais od,

pode-se derivar, a partir de (2.4), a equa-

¢do de rigidez incremental para o elemen-

to espacial de trelica como sendo

K AK+K +K, +K)d+'F= HAR
2.17)

onde o termo 'F, no lado esquerdo da
equagao, representa, na metodologia de
analise ndo-linear, as forgas iniciais atu-
ando no elemento na configuragdo de
equilibrio t; o termo *A'F, no lado direito
da mesma equagio, representa as forcas
totais atuando no elemento na iteragao
corrente, enquanto que 0s termos res-
tantes, no lado esquerdo, denotam as
forcas incrementais geradas pela resis-
téncia do elemento contra os incremen-
tos de forgas externas, isto ¢, "AF - 'F.

3. Metodologia de
solugcao nao-linear

Metodologias eficientes de solu-

¢ao de sistemas nado-lineares devem ser
capazes de percorrer todo o caminho de
equilibrio do sistema estrutural em anali-
se, identificando e passando por todos
os pontos singulares ou criticos (pon-
tos-limites de carga e de deslocamento
e/ou pontos de bifurcacdo) que possam
existir (Rocha, 2000).

A metodologia utilizada, no presen-
te trabalho, se baseia primordialmente na
solu¢do da equagao (2.17) de forma in-
cremental-iterativa. Num contexto com-
putacional, para um dado passo de car-
ga, esse processo pode ser resumido em
duas etapas:

1) A partir da ultima configuragdo de
equilibrio da estrutura, ¢ selecionado
um incremento de carga, definido
aqui como incremento inicial do pa-
rametro de carga — AL’ —, procu-
rando satisfazer alguma equagdo de
restrigdo imposta ao problema. Apds

a selecdo de AAC, determina-se o in-
cremento inicial dos deslocamentos
nodais Ad° . As aproximagdes AL’ e
Ad° caracterizam a chamada solucdo
incremental predita.

2)Na segunda etapa de solugdo, procu-
ra-se, através de uma dada estratégia
de iteragdo, corrigir a solugdo incre-
mental inicialmente proposta na etapa
anterior, com o objetivo de restaurar o
equilibrio da estrutura o mais eficien-
temente possivel. Se as iteragdes rea-
lizadas envolvem, ndo so os desloca-
mentos nodais d, mas também o para-
metro de carga A, entdo uma equagao
adicional de restri¢do € requerida. A
forma dessa equacao de restricao ¢ o
que distingue as varias estratégias de
iteragdo (Crisfield, 1991). A Figura 2
traz, na forma de fluxograma, os pro-
cedimentos para solu¢do nao-linear
propostos nessa segao.

F

INicio po
PROCESSAMENTO

o

Leitura de dados
de entrada

de

Montagem do vetor de cargas
referéncia: F_

Y

1

){Config. inicial: *d e A

\ 4
[ Novo incremento ] Matriz de
Ciclo incremental-Iterativo Rigidez: K
inc=1,2,...N2 maximo de \ 4
incrementos

| Solugdo predita: AA° e AQ°

Calculo de 81k e &d*

Vetor de forgas !
residuais: ¢ Vetor de forcas

g = AF, — F,(d) internas: F; I

Ciclo iterativo - $ .

| k=1,2, ... - ﬁFugllzém-se as . I

| 7 | variavels incrementals .

-
|

{Arquivos de saida .—)

e totais

|

FIM DO
PROCESSAMENTO

Figura 2 - Fluxograma da metodologia de solugédo nao-linear (Rocha, 2000).

REM: R. Esc. Minas, Ouro Preto, 57(2): 85-92, abr. jun. 2004

89



Analise da estabilidade elastica de trelicas espaciais

4. Exemplos

Através da analise de problemas
estruturais encontrados na literatura,
pretende-se, nessa se¢do, verificar a efi-
ciéncia computacional da formulagdo
apresentada na se¢@o 2. Dois exemplos
foram escolhidos para tal fim: um domo
reticulado composto por 168 barras e
uma trelica em forma de arco formada por
12 barras.

4.1 Domo reticulado de 168
elementos

Nesse exemplo, conforme ilustrado
na Figura 3, serd analisado um domo re-
ticulado composto por 168 elementos,
submetido a uma carga concentrada no
no 1, localizado no topo da estrutura, e
ja examinado anteriormente por Papa-
drakakis (1981) e Forde e Stiemer (1987).
Para essa estrutura, adotou-se EA = 1.
Os demais dados concernentes a geo-
metria da mesma encontram-se na mes-
ma figura.

Para o estudo do comportamento
desse domo foi utilizada uma formula-
¢do Lagrangeana atualizada, que de-
monstrou boa eficiéncia computacional
para a obtencdo das trajetorias de equili-
brio para os nos 1 ¢ 2 avaliados. As Fi-

guras 4, 5 e 6 demonstram que os resul-
tados obtidos possuem boa concordan-
cia com aqueles fornecidos pelos auto-
res supracitados. Deve-se ressaltar que
esses resultados foram alcancados utili-
zando-se como estratégia de solugdo
nao-linear o método do comprimento de
arco (Rocha, 2000; Crisfield, 1991).

4.2 Treligca espacial formada
por 12 barras

O exemplo analisado a seguir refe-
re-se a uma trelica espacial formada por
12 barras e trés nos livres, que possui
uma trajetoria de equilibrio fortemente

ndo-linear, com multiplos pontos-limites
tanto de carga, quanto de deslocamen-
to. Yang e Kuo (1994) possuem resulta-
dos parciais para a solugdo ndo-linear
dessa estrutura. No entanto, Krenk e
Hededal (1995) obtiveram o tragado com-
pleto dessa trajetoria. E com base nos
valores fornecidos por estes tltimos pes-
quisadores que os obtidos pelas imple-
mentagdes computacionais realizadas
nesse trabalho serdo comparados.

A Figura 7 apresenta a geometria e
as dimensdes do sistema estrutural, bem
como o carregamento atuante. Para to-
das as barras, adotou-se EA = 1.

179.022
156.947

34.083

— 0.000

N/
RN
SEy

=

Figura 3 - Domo reticulado formado por 168 elementos.

Presente Trabalho

yAN Forde e Stiemer (1987)

Papadrakakis (1981)

400.0 250.0
JAN
350.0 balh
—— Presente Trabalho 200.0
300.0 4 [ ) Papadrakakis (1981)
A Forde e Stiemer (1987)
250.0 150.0
<
© <
o 200.0 + ©
H 8 100.0
° o
o 150.0 s
el
i S
O 100.0 50.07
i o
© o
= I
50.0
B o0
0.0 t { t t t t
-50.0 4
-50.0
-100.0 T T T T T T 2100.0 .
0.0 10.0 20.0 30.0 40.0 50.0 60.0 70.0 3.0 2.0
Deslocamento vertical w do né 1 .

Deslocamento vertical w do né 2

T T T T
-1.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0

Figura 4 - Caminho de equilibrio do domo de 168 elementos (n6 1).

Figura 5 - Variacdo do deslocamento vertical do n6 2 com o

fator de carga |I.
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A estratégia de solucdo ndo-linear
que demonstrou ter a melhor eficiéncia
computacional para esse exemplo foi ob-
tida utilizando-se como estratégia de in-
cremento de carga o comprimento de arco
e a estratégia de iteracdo baseada no re-
siduo ortogonal (Rocha, 2000), tendo
sido adotado o método de Newton-Ra-

phson padrdo. De acordo com a Figura  §_, Conclusoes
8, pode-se perceber que os resultados
obtidos através de tal método tiveram
boa concordancia com os valores forne- 3 N
cidos por Krenk e Hededal (1995). As mulagdo apresentada na segdo 2 e de
Figuras 9 e 10 também mostram a boa avaliar sua eficiéncia, foram analisados

precisao dos valores encontrados para dois .c:xemplos com resulta(.ios numert-
onéd?2 cos ja consagrados pela literatura. A

Com o objetivo de validar a imple-
mentagao computacional baseada na for-

250.0
200.0
150.0
<
©
o
o
S 100.0
9]
o
5 50.0
)
©
=
0.0 } } t 4 t t t
——— Presente Trabalho
-50.0 . Papadrakakis(1981*
AN Forde e Stiemer
(1987)
-100.0 . . . .
-3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0
Deslocamento horizontal v do ndé 2

Figura 6 - Variagdo do deslocamento horizontal do n6 2 com o

fator de carga I.

Figura 7 - Trelica espacial formada por 12 barras.

0.10 0.10
——— Presente Trabalho
—— Presente Trabalho
- i [ ) Krenk e Hededal (1995)
[ ) Krenk e Hededal (1995) °
@
® @
0.05 o 0.05 - d
¢ ° i o
o [ ]
< <
" 0.00 } } } } } } } t £ 0.00
o [N
-0.05 o + _0.05 4
-0.10 . . ; ; -0.10 T T T T T T T T T
0.5 0.0 0.5 1.0 -5 2.0 2.5 OIOSesloca(in.:r?to verot.iscoal nor%n.;loizado 3\7./61'? (nd 2?.00
Deslocamento vertical normalizado w/h (né 1)

Figura 8 - Trajetoria de equilibrio para a
barras (né 1).

trelica espacial de 12 Fjgura 9 - Variacdo do deslocamento vertical do n6 2 com a
carga normalizada.
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&
O
[al)

-0

—— Presente Trabalho
o Krenk e Hededal (1995)
-0.10 T T T T T T T
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80

Deslocamento horizontal normalizado v/h (né 2)

Figura 10 - Variacdo do deslocamento horizontal do né 2 com a carga normalizada.

partir desses exemplos, pode-se ob-
servar que a formulagdo nao-linear
de analise de trelicas espaciais for-
necida por Yang e Kuo (1994) foi
computacionalmente implementada
com sucesso, o que pode ser nota-
do pela concordancia dos valores
alcancados com aqueles fornecidos
por outros autores. Diante dos re-
sultados obtidos pelos exemplos da
se¢do anterior, outras conclusdes e
comentarios se fazem necessarios,
entre os quais, se sobressaem as se-
guintes consideragdes:

1)A estratégia de solugdo nao-linear
adquire maior importancia a medida
que a trajetoria de equilibrio torna-
se mais fortemente ndo-linear. A Fi-
gura 4 ilustra esse fato, onde os va-
lores da curva carga-deslocamento
fornecida pela literatura s6 foram en-
contrados através da utilizagdo da
estratégia de incremento da carga
baseada no comprimento de arco ali-
ada a estratégia de iteracdo a resi-

duo ortogonal (Krenk & Hededal,
1995; Rocha, 2000).

2)O tipo de referencial escolhido
também exerce grande influéncia
no tragado do caminho de equili-
brio de uma estrutura. Na Figura
4, os melhores resultados foram al-
cangados calculando-se a matriz
de rigidez de forma incremantal,
utilizando-se o conceito de refe-
rencial Lagrangeano atualizado,
enquanto que as forcas internas
foram calculadas de forma néo-in-
cremental, utilizando-se o concei-
to de referencial Lagrangeano to-
tal. Esse procedimento produziu
melhores resultados que o uso de
apenas um dos referenciais isola-
damente.
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