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1. Introducio

Os recentes avangos na engenharia
civil, como o aparecimento de materiais
mais resistentes e modelos computacio-
nais mais precisos, permitem a idealiza-
¢ao de sistemas e membros estruturais
mais eficientes e esbeltos. Isso é particu-
larmente verdadeiro em estruturas nas
quais os efeitos do peso proprio devem
ser minimizados, como em estruturas
aeroespaciais, porticos industriais de
grandes vaos e em estruturas offshore.
No entanto, o aumento da esbeltez des-
ses sistemas estruturais os torna susce-
tiveis a problemas de vibrac¢do e flamba-
gem. Além disso, cresce a influéncia da
ndo linearidade geométrica no seu com-
portamento estatico e dinamico. Esses
efeitos sdo, em geral, exacerbados na
presenga do pré-carregamento estético,
bem como imperfei¢oes geométricas e
de carga. A interagio entre esses fatores
¢é importante para a andlise de estrutu-
ras predispostas a flambagem. Assim,
uma andlise ndo linear precisa é essen-
cial para o projeto seguro dessa classe
de estruturas. A estrutura estudada,
nesse trabalho, se enquadra nesse con-
texto. Trata-se do portico tipo galpao
(pitched-roof frame), que é um sistema
estrutural particularmente importante
por sua grande utilizagio na constru-
¢do civil, principalmente nos projetos
industriais. Esse tipo de portico foi in-
vestigado extensivamente por Silvestre
e Camotim (2000; 2002; 2005; 2007),
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que examinaram varios aspectos da sua
estabilidade, levando-se em conta que,
de um modo geral, o seu comportamen-
to é condicionado pelas configuracoes
modais simétricas e antissimétricas.

O estudo da estabilidade e das vi-
bracoes de estruturas na pré e pos-flam-
bagem é um topico importante na andlise
e dimensionamento de porticos esbeltos
e vem sendo tema de pesquisas, entre as
quais podem ser destacadas aquelas rea-
lizadas pelos seguintes autores: Trahair
(1993); King (1995); Sophianopoulos
(2003); Boutyour et al. (2006); Machado
e Cortinez (2007); Au e Yan (2008) e Xu
e Wu (2008).

De um modo geral, as estruturas
aporticadas sio projetadas consideran-
do-se as barras que as compoem de
forma independente. Entretanto, no
caso de grandes deflexdes, a carga cri-
tica e 0 comportamento estrutural pds-
flambagem s3o afetados pelos membros
adjacentes. Procurando, entio, dar
continuidade as andlises ja realizadas
pelos autores nos porticos em L e arcos
esbeltos (Galvao et al., 2005; 2006),
apresenta-se, nesse artigo, um estudo
numérico e computacional usando o
Método dos Elementos Finitos (MEF)
sobre a estabilidade elastica e a influ-
éncia de um parametro geométrico (al-
tura da tesoura) e outro fisico (rigidez
dos apoios), além do pré-carregamento
estatico, no comportamento de porti-

2. Equilibrio estatico e vibragido nio linear da estrutura

Os detalhes da formulacio geo-
metricamente nao linear dos elemen-
tos finitos usados na modelagem do
sistema estrutural investigado, nesse
artigo, podem ser encontrados em
Galvao (2004) ou Silva (2009). Usa-se
um elemento de viga-coluna com dois

sendo F, o vetor das forgas internas, que é
fung¢do dos deslocamentos nodais U; A é
um escalar que representa o fator de car-
ga e F_é um vetor que define a dire¢ao do
carregamento aplicado.

Para se obter o caminho de equi-
librio nao linear da estrutura, utiliza-se
uma técnica incremental para resolver o
sistema representado pela Eq. (1). Esse
procedimento consiste em calcular uma
sequéncia de deslocamentos incrementais
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pontos nodais e, nas suas extremida-
des, molas ficticias simulam a flexi-
bilidade da ligacdo. Essas molas sdo
fisicamente fixadas ao elemento de
viga-coluna respeitando-se as condi-
¢oes de equilibrio e compatibilidade.
Isso permite que os graus de liberdade

F(U)=\F

AU, AU,, AU, ..., correspondentes a uma
sequéncia de incrementos de carrega-
mento, representada por A\, AL, Ah.,....
Em cada incremento de carga, entretan-
to, devido a ndo linearidade presente em
F, o problema deve ser obtido através de
itera¢oes do tipo Newton-Raphson, com
o intuito de estabelecer o equilibrio do
sistema estrutural (satisfazer a Eq. 1) me-
diante um determinado critério de con-
vergéncia.
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cos planos de a¢o do tipo galpao. Com
esse objetivo, foi utilizada uma formu-
lagdo ndo linear de elementos finitos de
viga-coluna, que permite considerar as
ligagdes entre os membros estruturais
como semirrigidas. Para a solugdo das
equacdes que descrevem o equilibrio
estrutural estdtico, adota-se uma meto-
dologia incremental e iterativa do tipo
Newton acoplada ao método do com-
primento de arco. Realiza-se a andlise
de vibracdo nio linear do pértico tipo
galpao pré-carregado, por meio da qual
as frequéncias e os modos de vibragio
associados sdo obtidos combinando um
algoritmo de resolucio de problemas
de autovalores ao processo de solugio
ndo linear supracitado. Por fim, deve-se
enfatizar que o estudo paramétrico de-
senvolvido, nesse trabalho, permite que
se possam avaliar, com boa precisio,
as condicdes criticas do portico do tipo
galpdo sob cargas estdticas e dindmicas,
inclusive averiguar a possibilidade de
existéncia de ressonancia interna, que é
um indicador de comportamento dina-
mico bastante complexo.

Na proxima se¢do, o problema de
equilibrio estdtico ndo linear e a estra-
tégia adotada para obten¢do das frequ-
éncias de vibragio do portico carregado
sdo descritos. Em seguida, sdo feitas as
andlises paramétricas e, ao final, fazem-
se algumas consideracoes sobre os resul-
tados obtidos.

das ligacoes possam ser incorporados
na relagdo de rigidez tangente do ele-
mento de viga-coluna.

No contexto do MEF, o equilibrio
estitico de qualquer sistema estrutural
pode ser expresso de acordo com a equa-
¢ao:

M

De acordo com a Figura 1, que
ilustra na forma de um algoritmo a me-
todologia de solu¢do usada nesse tra-
balho, para um dado passo de carga, o
processo de solu¢do nio linear pode ser
resumido em duas etapas. A partir da
ultima configuracio de equilibrio da
estrutura, ¢ selecionado um incremento
inicial do parametro de carga AN, pro-
curando satisfazer alguma equacio de
restricdo imposta ao problema. Apds a



selecao de AN, determina-se o incremen-
to inicial dos deslocamentos nodais AU°.
As aproximagdes AN’ e AU° caracterizam
a chamada solu¢io incremental predita.
No entanto, como F, ¢ uma funcao nao
linear, essa solucdo predita nao satisfaz, a
principio, a Eq. (1). Na segunda etapa de
solucdo, procura-se, através de uma dada

em que K, e K_sdo as matrizes de rigidez
linear e geométrica, respectivamente; M
¢ a matriz de massa; w € a frequéncia na-
tural de vibracdo e X, o vetor modo de vi-
bracdo. Como ilustrado na Figura 1, em

Figure 1
Estratégia de solucdo
nio linear adotada.

estratégia de iteracdo, corrigir a soluciao
incremental inicialmente proposta na
etapa anterior, com o objetivo de restau-
rar o equilibrio da estrutura o mais efi-
cientemente possivel. Se as iteracoes reali-
zadas envolvem ndo s6 os deslocamentos
nodais U, mas, também, o parimetro de
carga A, entao uma equacao adicional de

[(K +K)-a?M]X=0

cada passo de carga, ap0s a obten¢ao do
equilibrio estatico do sistema, resolve-se
a equagdo anterior para a obtencdo das
frequéncias naturais e modos de vibra-
¢do da estrutura carregada. O método
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restricio € requerida. As restri¢des im-
postas pelo método do comprimento de
arco foram usadas nesse trabalho.

As frequéncias de vibragdo da es-
trutura carregada e os modos de vibra-
¢do correspondentes podem ser obtidos
resolvendo-se o seguinte problema de
autovalor:

(2)

de Jacobi (Brebbia & Ferrante, 1986) foi
usado para a solucdo desse problema de
autovalor. No final do algoritmo apresen-
tado na Figura 1 estio os procedimentos
adotados para a solucdo de Eq. (2).

Algoritmo: ANALISE DE VIBRAGAO NAO LINEAR

1:  Define os dados de entrada: geometria da estrutura e propriedades do material
2: Obtém-se o vetor de cargas de referéncia, F, (direcdo do carregamento)
3: t=0
4. t =t
5: Seleciona o incremento inicial do pardmetro de carga (AN’),
6: for cada incremento de carga do > PROCESSO INCREMENTAL
7: t=t > Passo de carga anterior
8  t=t+1 > Passo de carga atual
9:  Forma a matriz de rigidez do sistema estrutural, K
10:  Determina o vetor de deslocamento residual inicial U, através da equagdo: KdU, = F,
1:  ift =1then
12: 18U = 8U_
13: AN = (ANY),
14: else
15: Seleciona AN’ de acordo com o método do comprimento de arco (Galvdo, 2004)
16:  endif
17: Obtém o vetor de deslocamentos incrementais: AU° = AN%SU,
18:  for k < 1, niimero mdximo de iteragoes (nmax) do > PROCESSO ITERATIVO
19: Avalia o vetor de forgas internas: 'F,<) = 'F, + KAU*"
20: Avalia o vetor de forgas residuais: g*" = "A*DF - "AKD F <D
21: if |g¢" |/|AN<DF |< fator tolerdncia then
22: Go to linha 34
23: else
24: if k = nmax then AN° = A\°/2
25: Go to linha 18
26: end if
27: if método de Newton-Raphson padrdo then
28: Atualiza a matriz de rigidez K
29: end if
30: Corrige o pardmetro de carga O\ seguindo o método do comprimento de arco (Galvdo, 2004)
31: Avalia a corre¢io dos deslocamentos nodais:
dUk = 6ng + 67»"6ng com: 6ng= K Nglh e dU k= K'VF,
32: Atualiza o pardmetro de carga e o vetor de deslocamentos nodais:
AN = ANFD +80F e AUF=AUKD +3U* > Varidveis incrementais
AR =0+ AN e TUF=U + AUF >Varidveis totais
33:  end for
34:  Atualiza a geometria da estrutura (coordenadas nodais)
35:  Atualiza a matriz de rigidez K e a matriz de massa M
36: Decompde a matriz M usando o método de Cholesky: M = STS
37:  Obtém a matrizA = (S7)'KS™
38:  Resolve o sistema AX = w?X e obtém-se os autovalores (w?) e os autovetores correspondentes (X)
39: end for
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3. Andlise numérica do pértico tipo galpiao

A estratégia numérica apresentada
na se¢do anterior € agora aplicada a an4-
lise do portico tipo galpio, ilustrado na
Figura 2. Cabe informar que a formula-
¢do e a metodologia de solu¢do do pro-
blema estrutural foram extensivamente
validadas (Galvao, 2004; Silva, 2009) e
sua eficiéncia foi, portanto, atestada. O
carregamento aplicado e as caracteristi-
cas fisicas e geométricas do portico estao
também indicados nessa figura. Cada
membro estrutural foi modelado com §
elementos finitos e consideraram-se, ini-
cialmente, as colunas engastadas na base
(apoios perfeitamente rigidos: S — ) e a
altura da tesoura igual a 1.471 m.

P

P— » a4 — P

P A P ........... h .....

Na Figura 3, sdo apresentadas as
trajetérias ndo lineares de equilibrio
do portico. Veja que a carga aplicada
P é adimensionalizada pela carga cri-
tica de Euler (P, = n*EI/L?). As con-
figuracdes deformadas da estrutura
associadas aos pontos A, B, C, D, E e
F da trajetéria estdo ilustradas nessas
duas figuras.

J4, na Figura 4, pode ser observada
a varia¢do das duas primeiras frequén-
cias naturais da estrutura e os respectivos
modos de vibracdo associados. Essas fre-
quéncias foram adimensionalizadas pela
menor frequéncia de vibra¢do livre da es-
trutura descarregada (o, = 577.63 rad/s).

P
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O parametro geométrico h

Com o objetivo de avaliar a impor-
tancia da altura da tesoura, no compor-
tamento da estrutura, o portico tipo gal-
pdo é analisado, considerando diferentes

valores para o pardmetro geométrico b
(Figura 1).

Através da Figura 5, que ilustra o
caminho ndo linear de equilibrio, verifi-
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Observa-se que, no trecho D-E-F da tra-
jetoria, a menor frequéncia (w,) assume
valores imagindrios. Sabe-se, do critério
dinamico de estabilidade, que isso ocor-
re quando a configuracdo de equilibrio é
instavel. Condicoes criticas sdo identifi-
cadas para w?* = 0. A menor frequéncia
natural da estrutura € associada com um
modo de vibragio simétrico, enquanto a
segunda menor frequéncia (®,), com um
modo assimétrico.

Nas proximas subsecoes, serdo ana-
lisadas a influéncia da altura da tesoura
e a influéncia das condi¢des de apoio no
comportamento estatico e dinamico do
portico.

Figura 2
Pértico do tipo galpdo:
geometria e carregamento.

Figura 3

Trajetérias de equilibrio e
configuracdes deformadas.

(A) Caminho P/P versus 6 e
configuracdes deformadasem A, Be C.
(B) Caminho P/P versusw/L e
configuracdes deformadasem D, Ee F.

ca-se que, quanto maior a altura da te-
soura, maior serd a capacidade de carga
do pértico. O carregamento P e a defle-
xdo lateral w foram adimensionalizados



pela carga critica de Euler e por L, res-
pectivamente.

A Figura 6 fornece a variagao das
duas menores frequéncias naturais do
portico com o carregamento aplicado.
Os modos de vibragdo corresponden-
tes a essas frequéncias sao mostrados

Figura 4
Frequéncias naturais e modos
de vibragdo da estrutura carregada.

Figura 5

Trajetérias de equilibrio do pértico
tipo galpdo para diferentes valores
do pardmetro geométrico h.
(AYh=0a1471Tm
(B)h=1471TmasSm

O Parametro Fisico S,

Nessa secdo, o0 mesmo portico, ilus-
trado na Figura 2, é analisado, porém
considerando diferentes condicoes de
apoio. O parametro S , indicado também
na Figura 2, é usado para definir a rigi-
dez dos apoios.

Inicialmente, a Figura 7 exibe as
trajetorias de equilibrio do portico para
varios valores de S ; ja a Figura 8 mos-
tra a variagdo da menor frequéncia de
vibra¢do do poértico com o carregamen-
to. Mais uma vez, as frequéncias foram
adimensionalizadas, usando-se a menor
frequéncia de vibracdo livre do portico
engastado (w, = 577.63 rad/s).

Como esperado, o aumento da ri-
gidez dos apoios promove um acréscimo

na mesma figura. Observa-se que, para
pequenos valores de b, a menor frequ-
éncia é associada a um modo de vi-
bragdo simétrico. Além disso, as duas
menores frequéncias, mesmo apds a
ocorréncia do carregamento critico,
continuam apresentando uma sepa-
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racdo significativa entre si. Entretan-
to, a partir de certo valor de b, essas
frequéncias se cruzam. Para alturas
superiores, ocorre uma troca, entre os
dois primeiros modos de vibracdo, e o
modo associado a menor frequéncia
passa a ser antissimétrico.

2.0

(/@ )?
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-0.004 -0.002 0.000 0.002 0.004  .0.002 0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010
w/L w/L

do valor da carga critica do pértico. En-
tretanto, para uma rigidez igual ou supe-
rior a 3EI/L, a dire¢ao do deslocamento
w passa a ser positiva e o acréscimo da
capacidade de carga é acompanhado por
um aumento da inclina¢do da trajetéria
pos-critica, indicando uma maior sensi-
bilidade a imperfei¢oes. Essa é uma ca-
racteristica interessante observada em al-
guns sistemas estruturais (Galvao et al.,
2005): a carga critica cresce devido a va-
riagdo de certos pardmetros, mas a sen-
sibilidade a imperfeicdes também cresce.
Desse modo, o aparente acréscimo, na
capacidade de carga, pode ser totalmente
destruido pela inevitavel presenca de im-
perfeicoes.

A influéncia da flexibilidade dos
apoios, nas frequéncias naturais e nos
modos de vibra¢io do pértico, pode ser
analisada através da Figura 9, que exibe
a variagdo das duas menores frequéncias
de vibragdo com o carregamento apli-
cado. Para os porticos com apoios mais
rigidos, hd uma separacdo significativa
entre as duas menores frequéncias natu-
rais e 0 modo fundamental de vibracao
¢ simétrico. Essa separagao entre as pri-
meiras frequéncias diminui a medida que
se reduz a rigidez nos apoios e, para va-
lores de S_ menores que um determinado
limite, ha uma troca entre os primeiros
modos de vibraciao, o modo de vibracio
fundamental passa a ser antissimétrico.
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Figura 6

Frequéncias naturais e modos de vibragdo

do pértico tipo galpdo para diferentes
valores do parametro geométrico h.
(A)h=0.

(B)h=1.471m.
(CO)h=3m.
(D)h=4m
Figura 7

Trajetdrias de equilibrio do pértico
tipo galpdo para diferentes valores do
parametro rigidez dos apoios S..
(A)S,=0a3El/L
(B)S,=3El/La10%El/L

Figura 8

Varia¢do da frequéncia natural de
vibragdo do pértico tipo galpao
carregado com o pardmetro
rigidez dos apoios S .



Figura 9

Varia¢do das duas menores frequéncias e
seus respectivos modos de vibragdo com
o pardmetro rigidez dos apoios S..
(A)S.= 10" El/L.

(B)S.=SEl/L

(C)S,=3E/L

(D) S, = El/L.

(E)S,=0.5El/L

(F) S.= 0 (Apoios rotulados)

4. Consideragdes finais

Os resultados apresentados, nesse
trabalho, indicam que a avaliacdo da
rigidez do apoio e da configuragio geo-
métrica do portico tipo galpdo é essen-
cial para que se possa avaliar com pre-
cisdo as condig¢oes criticas do pértico do
tipo galpdo.

As respostas indicam que a perda
de rigidez dos apoios, durante a vida
util da estrutura, pode afetar o compor-
tamento estrutural sob cargas estaticas
e dindmicas. Isto estd de acordo com a
literatura técnica, nas quais falhas estru-
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turais devido a deterioracio do apoio sao
relatadas. Nesses casos, hd uma reducio
lenta no valor da rigidez do apoio com al-
teracdes acentuadas na rigidez global da
estrutura e nas suas caracteristicas dina-
micas. Porém essas alteracoes s6 podem
ser detectadas e quantificadas com ana-
lises criteriosas do comportamento nao
linear da estrutura.

Mostrou-se, ainda, a influéncia da
altura da tesoura na vibragio da estrutu-
ra pré-carregada estaticamente. Pdde-se
observar que o modo de vibragio asso-

ciado a menor frequéncia natural pode
ser, dependendo da altura do pdrtico,
simétrico ou antissimeétrico.

Por fim, de uma maneira geral, a
modificacio desses pardmetros provo-
ca uma alteragio na rigidez do sistema
estrutural e, através da anilise das fre-
quéncias naturais da estrutura pré-car-
regada, foi possivel perceber que os por-
ticos tipo galpdo podem exibir varios
tipos de ressonincia interna e, dessa
forma, apresentar um comportamento
dindmico complexo.
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