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Abstract  

Resumo

In this paper, the fi nite element method was used for the numerical modeling of columns with square, rectangular and circular cross sections 
wrapped with FRP. The numerical modeling was successfully calibrated with the experimental data considering axial load, axial strain and trans-
verse strain. The distribution of compressive stresses in the cross section of the column indicates that for centered load, circular cross sections 
have uniform distribution and for square and rectangular sections the eff ective confi ned concrete was defi ned by parabolas and concentrates next 
to the rounded corners. For eccentric load, the eff ective confi ned region moves to the most confi ned edge, thus, this does not reduce the gain for 
square and rectangular columns, but is unfavorable for circular columns.

Keywords: strengthening of columns, fi ber reinforced polymers, concrete confi nement.

Neste artigo é apresentada a modelagem numérica em elementos fi nitos de pilares com seções transversais circular, quadrada e retangular so-
licitados por força centrada e excêntrica, reforçados com PRF. O modelo numérico foi calibrado com os resultados experimentais e indicou boa 
compatibilidade de forças axiais, deformações axiais e deformações transversais. Foi demonstrada a distribuição das tensões de compressão 
na seção transversal do pilar, indicando que no caso de solicitação por força centrada as seções transversais circulares apresentam distribuição 
uniforme e os pilares com seção quadrada e retangular a região de concreto confi nado fi ca limitada por parábolas e se concentram junto aos 
cantos arredondados. Para o caso de força excêntrica, a região efetivamente confi nada se desloca junto à borda mais comprimida, sendo que 
isso não reduz o ganho de resistência para seções quadradas e retangulares, mas reduz a efi ciência do reforço em seções circulares.

Palavras-chave: reforço de pilares, polímeros reforçados com fi bras, confi namento do concreto.



1.	 Introdução

Os Polímeros Reforçados com Fibras (PRF) são materiais com-
postos por fibras unidas por uma matriz polimérica e surgiram 
como uma alternativa aos materiais convencionais para o reforço 
e reabilitação de estruturas. O PRF é um material leve, não corro-
sivo e possui alta resistência à tração. Na forma de um laminado, 
o PRF pode ser usado para envolver externamente a estrutura e 
promover o reforço. As fibras e as resinas são materiais caros se 
comparadas com os materiais tradicionais, no entanto, possibili-
tam o reforço da estrutura em tempo relativamente menor e en-
volvem um menor grau de intervenção na estrutura. Além disso, é 
possível aplica-los em locais de difícil acesso (ACI 440.2R-08 [1]).  
Para o reforço de pilares, o PRF é utilizado para encamisar o pilar 
e promover reforço pelo mecanismo de confinamento lateral. Ri-
chart et al. [2] afirma que esse mecanismo é mais eficiente para pi-
lares de seção transversal circular, pois essa a pressão lateral de 
confinamento é transferida ao concreto de maneira uniforme por 
meio do efeito de membrana. Complementando o conceito, Lam 
e Teng [3] indicam que pilares com seções transversais diferentes 
da circular a distribuição das pressões laterais de confinamento 
não é uniforme, reduzindo o efeito de confinamento no concreto. 
Para seções quadradas e retangulares, a seção transversal não 
fica inteiramente confinada, pois a pressão lateral é desenvolvida 
apenas junto aos cantos arredondados da seção, onde também 
se desenvolve o efeito de membrana (Shehata [4]).  Como o lami-
nado PRF não possui rigidez à flexão, nos trechos retos da seção 
não é desenvolvido o efeito de membrana e, portanto, o concreto 
não fica confinado. Para uma seção transversal retangular, quanto 
maior a relação entre os lados, menor é a efetividade do confina-
mento do concreto na seção. Além disso, a eficiência do confina-
mento com PRF também é influenciada pela excentricidade da 
força, com efeito acoplado ao nível de confinamento, formato da 
seção transversal e nível de excentricidade (Maaddawy [5]).   

1.1	 Objetivo

Esta pesquisa teve como escopo demonstrar, por meio da mo-
delagem numérica utilizando o método dos elementos finitos, a 
configuração da distribuição das tensões de axiais de compres-
são em pilares com diferentes seções transversais confinadas por 
PRF, solicitadas por força centrada e excêntrica, com o objetivo 
de identificar a relação dessas distribuições com a eficiência do 
reforço com PRF.

1.2	 Reforço de pilares com PRF  
	 mobilizando confinamento 

Nas últimas décadas, diversas pesquisas demonstraram os princi-
pais fatores que influenciam no comportamento estrutural de pila-
res reforçados com PRF utilizando o mecanismo de confinamento, 
dentre os quais são aqui destacados o raio de arredondamento 
dos cantos, a excentricidade da força e o formato da seção trans-
versal dos pilares.
Em relação ao raio de arredondamento dos cantos da seção, 
quanto maior a proporção entre o raio e o lado da seção trans-

versal, maior a eficiência de confinamento (Nisticò [6]) e, fixando 
o tamanho do lado da seção e um número constante de camadas 
de PRF, o aumento do raio melhora a capacidade de deformação 
do PRF (Rochette e Labossière [7] e Yang [8]). 
Em relação ao formato da seção transversal, Shehata [4], Car-
razedo [9], Youssef et al.[10]a stress-strain model for concrete 
confined by fiber reinforced polymer (FRP, Ilki et al. [11]68 rein-
forced concrete columns were tested under uniaxial compression 
after being jacketed externally with carbon fiber-reinforced polymer 
(CFRP, Toutanji et al. [12], Maalej et al. [13], Micelli e Modarelli [14] 
e Tan et al. [15] constataram que pilares circulares possuem maior 
efetividade de confinamento, em seguida vem os pilares de seção 
quadrada e por último os de seção retangular. Nas seções circula-
res, o efeito de membrana se forma ao longo de todo o perímetro 
da seção, possibilitando uma distribuição uniforme de pressão la-
teral de confinamento. Em seções diferentes da circular, a peque-
na rigidez à flexão da camisa de PRF permite grandes reduções 
da pressão lateral em trechos retos. Isto é compreensível, pois ao 
se considerar apenas a rigidez de membrana da camisa é neces-
sária uma curvatura da camisa para que esta contraponha carre-
gamentos transversais a seu plano médio.  Machado [16] e Carra-
zedo [17] comentam que seções circulares e quadradas possuem 
um confinamento com segundo trecho ascendente, enquanto para 
seções retangulares esse segundo trecho se torna descendente, 
como ilustrado na Figura 1.
No caso de pilares com seção transversal retangular, ensaios ex-
perimentais feitos por Chaallal [18], Harajli [19], Ilki et al. [11]68 
reinforced concrete columns were tested under uniaxial compres-
sion after being jacketed externally with carbon fiber-reinforced 
polymer (CFRP, Kumutha et al. [20], Wu e Wei [21], Yan e Pan-
telides [22], Ozbakkaloglu [23] e Tan et al. [15] demostraram que 
quanto maior a relação entre os lados da seção, menor o aumento 
da resistência axial do pilar promovido pelo encamisamento com 
PRF. Por conta dos grandes lados retos da seção, mesmo ocor-
rendo deformação lateral, esta não é capaz de mobilizar um confi-
namento passivo considerável. Wu e Wei [21] chegaram a afirmar 
que para uma relação entre os lados maior que dois, o aumento 
da resistência axial do pilar é insignificante. No entanto, é comum 
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Figura 1
Eficiência do confinamento com PRF em 
função do formato da seção de pilares 
ensaiados por Carrazedo [17]
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a existência de pilares com relação entre lados maior que dois nos 
edifícios de concreto armado. 
Para seções retangulares, a Fib [24] considera que a região de con-
creto é limitada por parábolas que se iniciam a 45º, como indicado na 
Figura 2a. Seguindo esse conceito, Tan et al. [15] indicam que essas 
parábolas se toquem quando a relação entre os lados supera um 
valor crítico denominado de αcr = h/b, que varia de 2, para r = 0, até 
3, para r = b/2. Acima desses valores as parábolas se cruzam, como 
mostrado na Figura 2b. Contrário a esse conceito, o ACI 440.2R-08 
[1]  indica que as parábolas se iniciam  com inclinação paralela à 
diagonal da seção (Figura 2c). Desse modo, independente da rela-
ção entre os lados da seção, as parábolas nunca se tocariam, como 
sugere Harajli [19] na Figura 2d. Dada essa disparidade de conceitos, 
entende-se que a modelagem numérica poderá demonstrar com cla-
reza a configuração da região efetivamente confinada.
Em relação à excentricidade da força, Carrazedo [9] observou em 
pilares com seções transversais circulares que o ganho forneci-
do pelo confinamento é menor na presença de excentricidade se 
comparado ao ganho obtido para a situação de força centrada. 
Para seções quadradas e retangulares a excentricidade não foi 
tão prejudicial como em seções circulares, sendo que para alguns 
casos o ganho na situação de excentricidade foi maior que na si-
tuação de força centrada. 
Maaddawy [5] observou em seus ensaios que os aumentos de for-
ça e ductilidade foram muito afetados pela variação da geometria 
da seção transversal sob carga concêntrica e que os respectivos 
ganhos foram menores sob pequenas excentricidades. Afirmou 
que, para ser possível observar relação entre a excentricidade e o 
formato da seção transversal, as excentricidades devem ser muito 
grandes ou o nível de confinamento deve ser baixo, ressaltando a 
necessidade de maiores estudos na área. 
Ressalta-se, também, que o único modelo analítico disponível em 
norma para o dimensionamento de pilares quadrados e retangula-
res  solicitados por força excêntrica é o proposto por Rocca et al. 
[25] e adotado pelo ACI 440.2R-08 [1]. No entanto, esse modelo não 
considera configuração diferente para a região de concreto efetiva-
mente confinado em seções de pilares quadrados e retangulares 
solicitados por força excêntrica, adotando para isso a mesma distri-
buição de tensões considerada para a situação de força centrada.  
Ressalta-se também, a inexistência de modelos em normas para o 
dimensionamento de pilares de seção circular sob força excêntrica. 
Essas constatações conduzem à necessidade de maiores investi-

gações a respeito da distribuição das tensões axiais de compres-
são em seções de pilares reforçados com PRF, e uma das melho-
res maneiras de se fazer isso é utilizando a modelagem numérica.

2.	 Modelo constitutivo para o concreto 
	 sob confinamento passivo 

2.1	 Modelo de plasticidade do concreto 

Grande parte dos estudos voltados para o reforço de pilares com 
PRF tem sido de caráter experimental. Isso é justificado pela di-
ficuldade em representar numericamente o confinamento passivo 
do concreto, que tem por princípio básico a expansão transversal 
do concreto para deformações no regime plástico. Recentemente 
foi desenvolvido o modelo constitutivo denominado Concrete Da-
maged Plasticity (CDP) disponível no software ABAQUS [26]. Esse 
modelo de dano acoplado à plasticidade utiliza a função de plastifi-
cação proposta por Lubliner [27] e as modificações propostas por 
Lee e Fenves [28]. No presente trabalho não foram utilizados os 
recursos de dano do modelo, apenas os critérios de plasticidade 
para representar o comportamento do concreto. Os principais pa-
râmetros que definem o funcionamento do modelo são: superfície 
de plastificação, potencial plástico e a lei de encruamento. Além 
desses dados foi necessário definir a curva do concreto para ten-
sões compressão e o comportamento sob tensões de tração. 

2.2	 Superfície de plastificação

A função que define a superfície de plastificação do CDP é a seguinte:

(1)

Sendo:
p – tensão hidrostática efetiva;
q – tensão de Mises equivalente;

 – o tensor de tensões efetivas;
 – vetor de autovalores do tensor  (σ ) ̅;

 – vetor de deformações plásticas equivalentes.
A função  é dada por:

(2)

Figura 2
Tipos de configuração da região efetivamente confinada: (a)  sugerido pela Fib [24]; 
(b) sugerido por Tan et al. [15]; (c) indicado no ACI 440.2R-08 [1] e (d) sugerido por Harajli [19]

(a) (b) (c) (d)

Concreto não
confinado

PRF
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em que  e  são as tensões efetivas de tração e compressão 
efetivas e   e    são vetores referentes às deformações plásti-
cas na compressão e na tração, respectivamente.
O coeficiente a é determinado a partir das tensões iniciais de com-
pressão no estado biaxial e uniaxial (σb0  e  σc0, respectivamente), 
fornecendo a seguinte equação:

(3)

De acordo com Lubliner et al. [27], para o concreto a relação  
σb0 ⁄ σc0  varia de 1 a 1,16. O coeficiente γ é determinado pela com-
paração entre o meridiano de compressão e o meridiano de tra-
ção. Isso fornece a seguinte equação:

(4)

sendo que o coeficiente Kc é dado pela relação entre as tensões 
de Mises no meridiano de tração e pelas tensões de Mises no 
meridiano de compressão:

(5)

Esse coeficiente pode variar de 0,5 a 1, mas para o concreto é 
adotado como sendo 2/3 (Lubliner et al. [27]). Na Figura 3 é mos-
trada seção transversal para a superfície de plastificação do mo-
delo no plano de Nadai.

2.3	 Potencial plástico

O potencial de plastificação assume um fluxo não associativo, no 
qual é utilizada a função hiperbólica de Drucker-Praguer, confor-
me segue:

(6)

Sendo:
σt0 – tensão de tração no estado uniaxial;
∈ – excentricidade que define a taxa em que a função hiperbólica 
se aproxima de uma reta assintótica, ou seja, a forma da curva do 
potencial plástico nos meridianos tenda a ser uma reta quando a 
excentricidade tende a zero. Para o concreto o valor usual é ado-
tado igual a 0,1;
ψ – ângulo de dilatação medido no plano meridional para grandes 
valores de tensão de confinamento. Para o concreto, os valores 
típicos variam de 36º a 56º (Lubliner et al. [27]). 
No Concrete Damage Plasticity a capacidade de expansão trans-
versal do concreto, ao sofrer deformações de compressão, é go-
vernada pelo ângulo de dilatação ψ, sendo esse comportamento 
essencial para representar o confinamento passivo do concreto. 
Em termos práticos, se forem fixadas a pressão lateral de con-
finamento para o concreto e a curva do concreto não confinado, 
quanto maior for o ângulo de dilatação, maior será o encruamen-
to do concreto e maior será a deformação lateral do mesmo. Em 
resumo, para se obter um nível de encruamento do concreto a 
solução envolve a definição de um ângulo de dilatação e de uma 
curva do concreto adequada. Essa solução pode ser definida con-
siderando o nível de deformação transversal desejado. No caso 
do confinamento do concreto em pilares pode-se considerar como 

valores de referência para calibração as deformações de tração 
obtidas na camisa de PRF. 
Ozbakkaloglu et al. [29] observaram que o ângulo de dilatação 
varia, sendo que quanto maior a pressão lateral, menor é o ângulo 
de dilatação, considerando também que esse ângulo tende a dimi-
nuir conforme se aumenta as deformações plásticas. Os autores 
propuseram um modelo numérico que considera essa variação. 
No entanto, esse modelo considerara apenas corpos-de-prova de 
seção transversal circular confinados com PRF, sujeitos a uma 
pressão lateral uniforme. Para a situação de pilares com seção 
retangular, em que o confinamento não é uniforme, cada região 
está sujeita a uma pressão confinante diferente e a um nível de 
deformação plástica diferente, sendo necessária uma grande in-
vestigação numérica capaz de considerar essas diversas situa-
ções. Apesar de se considerar o estudo de Ozbakkaloglu et al. 
[29], entende-se que é possível obter resultados satisfatórios uti-
lizando um valor fixo para o ângulo de dilatação, conforme adota 
o CDP,  obtido por meio da calibração com as curvas de ensaios 
experimentais, como será apresentado  nos itens subsequentes.

2.4	 Lei de encruamento

A lei de encruamento que rege o CDP é definida pelo vetor de 
deformações plásticas:

(7)

sendo:
 – vetor que representa as deformações plásticas equivalentes 

na tração;
 – vetor que representa as deformações plásticas equivalentes 

na compressão;

Figura 3
Seção transversal da superfície de plastificação 
no plano de Nadai, sendo -S1, -S2 e -S3 as tensões 
de compressão nas três direções principais 
(ABAQUS [26])
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 – vetor de define a direção do vetor de encruamento;
 – o vetor de autovalores do tensor de deformações plásticas. 

Como dado de entrada do modelo, é necessário fornecer as 
curvas de tensão de compressão versus deformações plás-
ticas do concreto para o estado uniaxial. Sendo que para o 
comportamento na tração é possível, de modo alternativo, 
fornecer apenas a resistência à tração e a energia de fratura  
na tração.

2.5	 Curva do concreto na compressão

Para a curva do concreto na compressão foi utilizada a formulação 
fornecida por Wee et al. [30], pois essa curva é capaz de repre-

sentar todo o comportamento pós-pico do concreto, cuja equação 
está indicada a seguir: 

(8)

Sendo:

(9)  (10)

(11)

(12)

Em que:
Ec – módulo de elasticidade tangente inicial do concreto;
ε – deformação do concreto;
εc – deformação de pico do concreto;
fc – resistência à compressão do concreto não confinado.
Para concretos com resistência abaixo de 50MPa, considera-se 
k1 = 1 e k2 = 1.

Tabela 1
Valor de Gf0 (CEB-FIB [31])

Diâmetro do agregado graúdo 
(mm)

Gf0 
(MPa.mm)

8 0,025
16 0,030
32 0,058

Tabela 2
Série de pilares ensaiados por de Carrazedo [17]

Série 1 – Seção quadrada Excentricidade inicial (mm)
(150 mm x 150 mm) r = 10 mm 0 10 20

Camadas de PRF
0 S00r1 S01r1 S02r1
1 S10r1 S11r1 S12r1
2 S20r1 S21r1 S22r1

Série 2 – Seção quadrada Excentricidade inicial (mm)
(150 mm x 150 mm)  r = 30 mm 0 10 20

Camadas de PRF

0 S00r3 S01r3 S02r3

1 S10r3 S11r3-a 
S11r3-b –

2 S20r3 S21r3 S22r3
Série 3 – Seção retangular Excentricidade inicial (mm)

(150 mm x 225 mm)  r = 30 mm y
x

Camadas de PRF
0 x = 30 y = 20

0 R00 R0x3 R0y2
2 R20 R2x3 R2y2

Série 4 – Seção circular Excentricidade inicial (mm)
(D = 150 mm) 0 20

Camadas de PRF
0 C00 C02
1 C10 C12
2 C20 C22

Serie 5 – Seção quadrada Excentricidade inicial (mm) /  Raio dos cantos (mm)
 (150 mm x 150 mm)  r = 10 or 30 mm 0 / 10 0 / 30 20 / 10 20 / 30 20 / 30

Camadas de PRF
0 X00 – X02 –
1 X10r1 X10r3 X12r1 X12r3

Nomenclatura dos pilares:
Primeira letra: geometria da seção transversal (S = quadrado, R = retangular, C = circular);
Primeiro número: número de camadas de PRF aplicadas;
Segundo número: excentricidade inicial de carregamento (cm), sendo que para colunas retangulares;
A excentricidade é precedida pela direção (x ou y);
Terceiro número: (após r): arredondamento do raio dos cantos (cm).
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2.6	 Comportamento do concreto na tração

A energia de fratura foi calculada pela equação do CEB-FIB [31] 
conforme apresentado a seguir:

(13)

Sendo: 
Gf0 valor da energia de fratura que varia com o diâmetro máximo 
do agregado graúdo (ver Tabela 1);    
fcm – resistência média à compressão do concreto;
fcm0 – igual a 10MPa.

2.7	 Comportamento do PRF

Como o PRF possui um comportamento elástico até a ruptura, foi 
utilizado um modelo elástico do tipo Lâmina disponível no software 
ABAQUS [26]. Esse modelo é utilizado para materiais ortotrópicos 
no qual se definem o módulo de elasticidade e o coeficiente de Pois-
son para cada uma das três direções. Como o tecido é unidirecio-
nal, foram considerados apenas os valores na direção das fibras.

3.	 Modelagem dos pilares reforçados 
	 com PRF 

Para o estudo em questão foram modelados em elementos finitos 
os pilares ensaiados por Carrazedo [17] que analisou 36 diferen-
tes pilares curtos, dentre eles variando a seção transversal em 
quadrada, circular e retangular; a resistência do concreto; o raio 

de arredondamento dos cantos, o número de camadas de PRF 
e a excentricidade da força de compressão. O resumo com as 
características de cada um dos pilares está indicado na Tabela 2.

3.1	 Malha de elementos finitos

O concreto foi representado pelo elemento finito sólido tridimensional 

Figura 4
Malha de elementos finitos típica utilizada na modelagem dos pilares 

Figura 5
Curva de tensão de compressão versus 
deformação obtidas para os dos concretos 
utilizados na modelagem dos pilares 

Tabela 3
Propriedades do concreto utilizadas na modelagem

Parâmetro Descrição Séries 1 a 4 Seérie 5
fc (MPa) Resistência à compressão (obtida no ensaio experimental) 36,1 26,4
ft (MPa) Resistência à tração 3,33 2,92

εc Deformação de pico na compressão 0,0030 0,0028
Ec (MPa) Módulo de elasticidade (obtido no ensaio experimental) 28550 26000
ψ (Graus) Ângulo de dilatação 47° 56°

∈ Excentricidade do potencial de fluxo 0,1 0,1
σb0 ⁄ σc0 Relação de tensão compressão biaxial/uniaxial 1,16 1,16

Gf (N/mm) Energia de fratura 0,139 0,132
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 C3D20R, disponível no ABAQUS[26], que possui interpolação qua-
drática para os deslocamentos com vinte nós, três graus de liberdade 
por nó e de integração reduzida. Para representar a membrana de 
PRF foi utilizado o elemento de casca tridimensional S8R com oito 
nós, seis graus de liberdade por nó e integração reduzida. Intera-
ção total entre o concreto e o PRF foi considerada pelo comando  

Figura 6
Comparação entre curvas de força versus deslocamento obtidas na modelagem numérica em relação 
às obtidas nos ensaios experimentais por Carrazedo [17], para pilares das séries de 1 a 4 

Tabela 4
Propriedades do tecido de fibra de carbono 
consideradas na modelagem do PRF

Parâmetro Descrição Valor
ff (MPa) Resistência à tração da fibra 2757

Ef (MPa) Modulo de elasticidade  
da fibra 218950

εfu
Deformação última de tração 

da fibra 1,3 x 10-3

t (mm) Espessura equivalente do tecido 
da fibra 0,17
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denominado “TIE” para considerar o PRF totalmente fixado ao concreto.
Os pilares possuem 400 mm de comprimento, no entanto, a ape-
nas uma fatia de 10 mm do pilar foi modelada (ver Figura 4). Na 
extremidade do pilar, o sistema de apoio rotulado foi representado 
pelo acoplamento cinemático da seção de extremidade com um 
ponto de referência. Essa restrição possibilita a seção girar em 
relação ao ponto de referência, permanecendo plana.  Tanto para 
o concreto quanto para o PRF, a malha de elementos finitos foi 
gerada utilizando o recurso do automatic mapped mesh, de modo 
que a maior dimensão dos elementos não ultrapassasse 7 mm. 
A aplicação do carregamento foi aplicada por meio de passos de 
deslocamento determinados de modo automático pelo programa 
ABAQUS[26], porém com passo mínimo de 1,10-5 e máximo de 
2,10-2 até atingir o deslocamento final de 0,2 mm. Para se obter o 
deslocamento total do pilar, o deslocamento axial obtido na mode-
lagem foi multiplicado em 40 vezes, que é a relação entre o com-
primento do trecho modelado e o comprimento do pilar ensaiado. 
Para convergência do modelo foi utilizado o Método de Newton 
Modificado e os critérios de convergência foram mantidos como 
padrão do ABAQUS[26].

3.2	 Propriedades dos materiais

As propriedades do concreto obtidas experimentalmente por Car-
razedo [17] estão contidas na Tabela 3. Os demais parâmetros 
utilizados na modelagem numérica também estão indicados na 
mesma tabela. Para ϵ e σb0 ⁄ σc0   foram considerados os valores 
padrão fornecidos pelo ABAQUS (2012), pois não foi verificada 
influência deles no tipo de análise realizado. Gf  foi calculado com 
pela equação do CEB-FIP [31], conforme equação 13. 
Por meio de várias análises percebeu-se que o parâmetro que 
mais influenciou no comportamento do modelo numérico foi o ân-
gulo de dilatação, por estar relacionado com a expansão lateral do 
concreto. Para o concreto analisado foram testados vários valores 
tomando como referência de calibração as curvas de força versus 
deslocamento dos pilares e a deformação de tração transversal 
na camisa de PRF, que está associada à expansão lateral do con-
creto. Os valores que forneceram a melhor calibração foram iguais 

a 47º para o concreto de fc = 36,1 MPa e 56º para o concreto de  
fc = 26,1 MPa. 
Na Figura 5 são mostradas as curvas utilizadas de tensão de com-
pressão versus deformação para os concretos obtidas a partir da 
equação de Wee et al. [30]. 
A modelagem do PRF foi feita considerando apenas as proprieda-
des do tecido de fibra de carbono, desprezando as propriedades 
da resina epóxi. Foi utilizado um modelo de lâmina no qual foram 
inseridas as propriedades do tecido apenas na direção das fibras. 
O comportamento da fibra foi considerado linear elástico até a rup-
tura, que foi convencionada quando se atinge a deformação limite 
da fibra. Na Tabela 4 são apresentadas as propriedades da fibra 
obtida no ensaio de caracterização realizado por Carrazedo [17].

4.	 Resultados e análises 

Nas Figuras 6 e 7 são apresentadas as curvas de força versus 
deslocamento dos pilares modelados em comparação com as ob-
tidas por Carrazedo [17] a partir das quais é possível destacar boa 
correlação entre as curvas experimentais e numéricas, sendo que 
o modelo numérico foi capaz de identificar aspecto de forma muito 
semelhante, identificando os acréscimos de tensões de deforma-
ções e representando o segundo trecho ascendente ou descen-
dente de cada situação.  Na Tabela 5 são apresentados os valores 
de força e deslocamento de pico (Fcc e δcc, respectivamente) e úl-
timos (Fu e δu, respectivamente). As razões médias entre valores 
experimentais e numéricos foram de 1,03 para força de pico e de 
1,09 para deslocamento de pico. Na situação de ruptura essas ra-
zões foram de 1,05 para força última e 1,28 deslocamento último. 
Além disso, na Tabela 5 também são apresentados os desvios em 
torno da média para cada uma dessas comparações, indicando 
boa aproximação dos valores numéricos com os experimentais.
Nas Figuras 8 e 9 são mostradas as deformações obtidas por meio 
da modelagem numérica ao longo do perímetro das seções inter-
mediárias dos pilares, sendo as respectivas deformações compara-
das com as medidas por Carrazedo [17] na situação de ruptura. É 
possível observar a boa correlação obtida para as deformações ao 
longo do perímetro do pilar, demonstrando capacidade do modelo 

Figura 7
Comparação entre curvas de força versus deslocamento obtidos na modelagem numérica em relação 
às obtidas nos ensaios experimentais por Carrazedo [17] para pilares das série 5
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numérico em representar a expansão transversal do concreto de 
maneira satisfatória, no que se refere ao ângulo de dilatação, para 
situação de confinamento passivo, tanto para a situação de car-
regamento centrado quanto para a situação de carregamento ex-
cêntrico. Além disso, observa-se que para o caso de carregamento 
excêntrico, as deformações no PRF foram maiores no perímetro 
junto à região mais comprimida da seção.
Na Figura 10 são mostradas as tensões de compressão nas se-
ções intermediárias de alguns dos pilares solicitados por força 
centrada, sendo possível verificar que nos pilares de seção trans-
versal quadrada pode-se considerar tanto a configuração indicada 

na Fib [24]  quando no ACI 440.2R-08 [1], pois as duas se ade-
quam de modo razoável à configuração observada. No entanto, 
para a seção transversal retangular, fica clara a sobreposição das 
parábolas que delimitam a região de concreto confinado, definindo 
a configuração proposta por Tan et al. [15] como a mais adequada. 
Comparando os pilares quadrados com raio de arredondamento 
dos cantos de 1,5 cm e de 3 cm, observa-se que nos pilares de raio 
maior foram obtidas maiores tensões de compressão e consequen-
temente, maior ganho de resistência (ver Tabela 5). Observa-se que 
junto aos lados retos da seção transversal praticamente não hou-
ve acréscimo de tensão, sendo esse observado apenas junto aos 

Tabela 5
Comparação entre forças e deslocamentos medidos nos ensaios experimentais de Carrazedo [17] 
e na modelagem numérica

Pilar Fcc,exp

(kN)
Fcc,exp

Fc0,exp

Fcc,num

(kN)
Fcc,num

Fcc,exp  

δcc,exp 

 (mm)
δcc,num 

 (mm)
δcc,num

δcc,exp 

Fu,exp

(kN)
Fu,num

(kN)
Fu,num

Fu,exp

δu,exp 

 (mm)
δu,num 

 (mm)
δu,num

δu,exp 

S00r1 815 – 808 0,99 1,15 1,26 0,91 – – – – – –
S10r1 872 1,07 872 1,00 1,34 1,58 0,92 678 645 0,95 3,32 5,22 1,57
S20r1 883 1,08 932 1,06 1,76 1,8 0,92 842 785 0,93 3,25 4,92 1,51
S01r1 709 – 652 0,92 0,76 1,26 1,19 – – – – – –
S11r1 785 1,11 784 1,00 1,13 1,26 1,04 272 601 2,21 4,76 3,6 0,76
S21r1 816 1,15 821 1,01 1,3 1,62 1,13 733 722 0,98 4,53 3,39 0,75
S02r1 578 – 575 0,99 0,68 1,08 1,30 – – – – – –
S12r1 650 1,13 653 1,00 1,06 1,44 1,04 488 497 1,02 1,9 4,14 2,18
S22r1 722 1,25 724 1,00 1,23 1,80 1,24 641 605 0,94 2,37 3,5 1,48
S00r3 730 – 784 1,07 1,01 1,44 1,12 – – – – – –
S10r3 846 1,16 864 1,02 3,27 1,62 0,48 840 746 0,89 3,56 4,86 1,37
S02r3 1049 1,44 1028 0,98 5,23 5,4 0,99 1047 1028 0,98 5,44 5,40 0,99
S01r3 573 – 632 1,10 1,03 1,08 1,05 – – – – – –
S11r3 716 1,25 727 1,02 1,81 1,44 0,62 722 684 0,95 2,1 3,24 1,54
S11r3 742 1,29 749 1,01 1,94 1,44 0,67 742 684 0,92 2,15 3,24 1,51
S21r3 929 1,62 932 1,00 3,30 3,96 1,13 929 898 0,97 3,5 3,96 1,13
S02r3 552 – 557 1,01 0,68 1,08 1,26 – – – – – –
S22r3 745 1,35 753 1,01 3,02 4,14 1,32 745 764 1,03 3,14 4,14 1,32
R0r3 1019 – 1191 1,17 1,06 1,26 0,80 – – – – – –
R2r3 1331 1,31 1370 1,03 1,69 1,85 0,88 1120 1285 1,15 3,90 5,34 1,37
R0x3 646 – 846 1,31 0,68 1,08 1,32 – – – – – –
R2x3 972 1,50 1063 1,09 1,42 3,85 1,4 1060 1023 0,96 1,54 3,85 2,50
R0y2 756 – 846 1,12 0,68 1,08 1,37 – – – – – –
R2y2 1020 1,35 1019 1,00 1,42 1,98 1,62 661 997 1,51 3,27 1,98 0,61
C00 682 – 636 0,93 1,02 1,26 1,21 – – – – – –
C10 1013 1,49 863 0,85 4,14 5,04 1,24 1000 863 0,86 4,08 5,04 1,24
C20 1562 2,29 1431 0,92 8,00 5,76 0,72 1560 1431 0,92 8,00 5,76 0,72
C02 469 – 470 1,00 0,72 1,08 1,26 – – – – – –
C12 611 1,30 612 1,00 1,77 3,35 1,66 612 523 0,86 2,02 3,35 1,66
C22 892 1,90 914 1,02 2,90 3,96 1,13 892 780 0,87 3,52 3,96 1,13
X00 562 – 574 1,02 1,21 1,26 1,18 – – – – – –

X10r1 638 1,14 652 1,02 1,73 1,44 0,76 540 486 0,90 4,35 5,58 1,28
X10r3 690 1,23 762 1,10 3,77 5,4 1,33 690 762 1,10 4,39 5,4 1,23
X02r3 367 – 470 1,28 0,72 1,08 1,35 – – – – – –
X12r1 483 1,32 485 1,00 1,09 1,47 0,99 394 428 1,09 4,07 3,27 0,8
X12r3 487 1,33 498 1,02 1,88 3,37 0,73 487 552 1,13 4,59 3,37 0,73

Média: 1,03 1,03 1,05 1,28
Desvio médio: 0,06 0,06 0,17 0,34
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Figure 8
Deformações no PRF ao longo do perímetro das seção intermediária dos pilares: comparação entre 
valores obtidos na modelagem numérica em relação aos obtidos nos ensaios experimentais por 
Carrazedo [17]. Séries 1 e 2 (unidades em ‰)

Experimental Modelagem numérica
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cantos arredondados, pois como o efeito de membrana somente se 
desenvolveu nesses cantos, quanto maior foi raio, maior foi o efeito 
de membrana, sendo maior também a efetividade do confinamento.
Nos pilares circulares com carregamento centrado, observa-se 
uma distribuição perfeitamente uniforme de tensões de compres-
são, demonstrando assim que o confinamento é uniforme e que o 
efeito de membrana se desenvolve de maneira eficiente em todo o 
perímetro da seção transversal. 
A partir da distribuição de tensões de compressão observada nas 
diversas seções transversais, fica clara a relação entre o forma-

to da seção transversal e a eficiência do confinamento com PRF, 
uma vez que para seções circulares a área da seção é a mesma 
que a área de concreto efetivamente confinado. Para seção qua-
drada a área de concreto confinado delimitada pelas parábolas é 
menor em relação a área total da seção, sendo essa relação ainda 
menor para o caso de seções retangulares, em que as parábolas 
se tocam. Podendo-se afirmar também que para seções retangu-
lares alongadas, com maior relação maior lado pelo menor lado, 
as parábolas terão maior sobreposição, reduzindo ainda mais a 
proporção de área efetivamente confinada.

Figura 9
Deformações no PRF ao longo do perímetro das seção intermediária dos pilares: comparação entre 
valores obtidos na modelagem numérica em relação aos obtidos nos ensaios experimentais por 
Carrazedo [17]. Séries 3 e 4 (unidades em ‰)

Experimental Modelagem numérica
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Figura 10
Distribuição das tensões axiais compressão na seção transversal de em pilares confinados com PRF 
obtidas na modelagem numérica (valores em MPa) 

Figura 11
Tensões de compressão em pilares circulares C20 e C22 (Valores em MPa): (a) distribuição de tensões; 
(b) acréscimo de tensões nos trechos indicados em (a)
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Figura 12
Tensões de compressão em pilares quadrados S20r3 e S20r3 (valores em MPa): 
(a) distribuição de tensões; (b) acréscimo de tensões nos trechos indicados em (a)

Figura 13
Tensões de compressão em pilares quadrados S20r1 e S22r1 (valores em MPa): 
(a) distribuição de tensões; (b) acréscimo de tensões nos trechos indicados em (a)



547IBRACON Structures and Materials Journal • 2019 • vol. 12 • nº 3

 	 D. S. OLIVEIRA  |  R. CARRAZEDO

Figura 14
Tensões de compressão em pilares retangulares R2x3 e R2y2 (valores em MPa): 
(a) distribuição de tensões; (b) acréscimo de tensões nos trechos indicados em (a)

Figura 15
Influência da excentricidade relativa no acréscimo de tensão axial nos pilares das séries de 1 a 4
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Na Figura 11 são mostradas as configurações de tensões de com-
pressão para um pilar circular com força centrada e excêntrica 
juntamente com um gráfico que demonstra os valores de tensões 
ao longo dos trechos indicados na seção transversal. Com isso, 
observa-se que a região com maiores valores de tensão de com-
pressão se deslocaram na direção da excentricidade, e chegam 
a superar os valores de compressão na borda mais comprimida. 
No entanto, essa região tem uma largura menor do que o restante 
da seção, o que faz com que a integral das tensões nesta região 
da seção resulte em um acréscimo menor de resistência ao pilar 
circular na situação de excentricidade (ver Tabela 5). Além disso, 
observa-se também que a região efetivamente confinada fica deli-
mitada por um aspecto curvo, não sendo possível traçar uma linha 
que seja paralela à linha neutra e que possua os mesmos valores 
de tensões de compressão.
Nas Figuras 12 a 14 observa-se nas seções quadradas e retan-
gulares que a região de concreto efetivamente confinado também 
se desloca na direção da excentricidade e modifica seu aspecto 
de distribuição.  Para todas as situações, os gráficos indicados 
nas mesmas figuras demonstram que as tensões de compressão 
para a situação de força excêntrica foram, de modo geral, superio-
res em relação à situação de força centrada, quando se compara 
a região central das seções e mais a região junto à borda mais 

comprimida. Além disso, a largura da seção permanece a mes-
ma, resultando em mais região proporcionalmente comprimida em 
comparação com a circular. Isso justifica o fato de o ganho de 
resistência em pilares de seção quadrada ser praticamente o mes-
mo ou até um pouco superior nos casos de excentricidade do que 
para carregamento centrado (ver Tabela 5), sendo possível afirmar 
que a excentricidade não é prejudicial quando se trata de reforço 
com PRF para seções quadradas e retangulares.
Os gráficos mostrados nas Figuras 15 e 16 demonstram, de modo 
geral, que o aumento da excentricidade para seções quadradas 
e retangulares tem pouca influência na eficiência do reforço re-
presentada pelo acréscimo de tensões fcc ⁄ fc  e pelo acréscimo de 
deformação εcc ⁄ εc, nos quais percebe-se que o ganho permanece 
praticamente o mesmo e em alguns casos até apresenta um au-
mento à medida que se aumenta a excentricidade. Já para as se-
ções circulares, observa-se claramente que o aumento da excen-
tricidade proporciona menor ganho de tensão e de deformação.

5.	 Conclusão 

O modelo numérico em elementos finitos utilizado se mostrou 
capaz de representar o mecanismo de confinamento passivo do 
concreto para seções quadradas, retangulares e circulares, envol-

Figura 16
Influência da excentricidade relativa no acréscimo de deformação axial nos pilares das séries de 1 a 4
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vendo regiões de alto e de baixo índice de confinamento. Houve 
boa correlação ao se comparar as curvas experimentais e numé-
ricas de força versus deslocamento dos pilares.  Foi capaz de re-
presentar também a dilatação do concreto de maneira adequada, 
indicando distribuição semelhante aos valores experimentais para 
as deformações de tração do PRF em torno dos perímetros das 
seções transversais.
Foi possível observar a distribuição das tensões de compressão 
na seção transversal, demostrando que nas seções quadradas a 
região de concreto efetivamente se forma junto aos cantos arre-
dondados da seção, e no restante ela fica delimitada por pará-
bolas, que se iniciam a 45º junto aos cantos arredondados. Para 
seções retangulares, por conta dos maiores lados da seção, as 
parábolas se tocam, dividindo a região confinada em duas regiões 
que ficam próximas dos menores cantos da seção transversal. 
Nos casos de carregamento excêntrico, a região mais comprimida 
se desloca na direção da excentricidade e atinge maiores valo-
res de tensões axiais de compressão do que na situação de força 
centrada, no entanto não representou ser prejudicial para seções 
quadradas e retangulares, na qual a largura da seção se mantém 
a mesma e os valores de tensão superam os valores da situação 
de força centrada em uma porção maior da seção transversal. Em 
alguns casos o ganho de resistência foi até maior na situação de 
excentricidade. 
Já para as seções circulares, a presença de excentricidade se 
mostrou prejudicial, pois a largura da seção diminui à medida que 
se aproxima da borda comprimida, justificando assim, o fato de 
que para seções circulares o ganho de resistência foi menor.
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