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Abstract
E———

The analysis of reinforced concrete structures until failure requires the consideration of geometric and material nonlinearities. However, nonlinear
analysis is much more complex and costly than linear analysis. In order to obtain a computationally efficient approach to nonlinear analysis of
reinforced concrete structures, this work presents the formulation of a nonlinear plane frame element. Geometric nonlinearity is considered using
the co-rotational approach and material nonlinearity is included using appropriate constitutive relations for concrete and steel. The integration of
stress resultants and tangent constitutive matrix is carried out by the automatic subdivision of the cross-section and the application of the Gauss
quadrature in each subdivision. The formulation and computational implementation are validated using experimental results available in the litera-
ture. Excellent results were obtained.

Keywords: concrete structures, nonlinear analysis, plane frames, finite element method.

Resumo
E——

A andlise de estruturas de concreto armado até a ruina requer a consideragéo das nao linearidades fisica e geométrica. Contudo, a analise néo
linear & mais complexa e possui custo computacional mais elevado que a andlise linear. Com objetivo de obter uma alternativa eficiente para a
andlise ndo linear de estruturas reticuladas de concreto armado, este trabalho apresenta a formulagdo de um elemento finito de pértico plano nao
linear. A ndo linearidade geométrica é tratada através do uso da formulagéo corrotacional e a ndo linearidade fisica é considerada através do uso de
relagdes constitutivas apropriadas para o concreto e o ago. A integragdo dos esforgos e da matriz constitutiva tangente é realizada pela subdiviséo
automatica da secéo transversal em faixas seguida pela uso da quadratura de Gauss em cada faixa. A formulagéo e implementagéo computacional
sdo validadas através da comparagao com resultados experimentais, tendo sido obtidos excelentes resultados.
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1. Introducgao

EE

As estruturas de edificios de concreto armado sao constituidas
principalmente por vigas e pilares ligados de forma rigida forman-
do porticos. A simulagao do comportamento destas estruturas de
forma realista, principalmente proximo a ruina requer a conside-
ragaéo da nao linearidade fisica, devido a presenga de fendmenos
como fissuragéo do concreto e plastificagdo da armadura, e geo-
métrica, devido aos grandes deslocamentos e elevados esforgos
de compressao. A busca por projetos mais econémicos, 0 uso de
materiais de resisténcia mais elevada e de estruturas mais esbel-
tas tem aumentado a importancia da analise nao linear.

O concreto apresenta um comportamento mecanico altamente
complexo. Assim, na modelagem computacional de ensaios de la-
boratério muitas vezes sao utilizados elementos planos e sélidos
juntamente com modelos constitutivos bi e tridimensionais. Estes
modelos permitem representar os efeitos do estado de tenséo
sobre o comportamento do concreto, levando a uma excelente
concordancia das curvas carga-deslocamento numéricas e expe-
rimentais [11].

Contudo, esta abordagem nao é viavel na andlise de estruturas de
edificio formadas por um grande nimero de vigas e pilares devido
ao elevado esforgo computacional, além da dificuldade de mode-
lagem geométrica e geragdo da malha de elementos finitos. Por
outro lado, o projeto de estruturas de edificio é realizado utilizando
analise linear e modelos de elementos finitos de pdrtico. O efeito
da néo linearidade é considerado de forma aproximada através da
utilizagdo da rigidez secante para representar a ndo linearidade fi-
sica e o uso do parametro 7. para estimar os efeitos de 22 ordem
(ndo linearidade geométrica) [1].

Figura 1 - Descricdo cinemdtica
corrotacional. (Adaptado de Battini (3))
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Com objetivo de permitir a analise ndo linear de estruturas reti-
culadas de concreto armado de forma simples e eficiente, este
trabalho apresenta a formulagdo de um elemento finito de poértico
plano para analise nao linear geométrica e fisica. A ndo linearida-
de geométrica & considerada por meio da utilizagdo da formula-
¢ao corrotacional, permitindo a analise de estruturas com grandes
deslocamentos e rotagdes.

A néo linearidade fisica é considerada utilizando relagdes tensao-
-deformacgao nao lineares para o ago e o concreto na compressao
apresentadas nas normas NBR 6118:2007 [1] e Eurocode 2:2004
[7]. A contribuigao do concreto a tragao (tension stiffening) € con-
siderado utilizando o modelo do CEB [10]. Um método para a inte-
gragao das tensdes e da matriz constitutiva na secao transversal
é proposto neste trabalho. Este método de integragéo é baseado
na subdivisdo automatica da segao de acordo com os trechos da
curva tensao-deformacéo e uso da quadratura de Gauss em cada
trecho, resultando em uma formulagao simples, eficiente, de ele-
vada precisao numeérica e independente da curva-tensao defor-
magao adotada.

As formulagbes e implementagbes sdo avaliadas através da com-
paragao com resultados numéricos e experimentais disponiveis
na literatura. Apresenta-se ainda o estudo da influéncia do niumero
de elementos utilizado na discretizagdo das barras e do numero
de pontos de integragdo utilizado em cada faixa sobre a resposta
do modelo numérico proposto.

2. Elemento finito corrotacional
de portico plano

O equilibrio de uma estrutura sob efeito de carregamento externo
ocorre quando as forgas internas geradas pela deformacgéo do ele-
mento equilibram as forgas externas aplicadas. Portanto, o equi-
librio deve ser escrito na configuragdo deformada da estrutura.
Quando os deslocamentos séo pequenos as mudancas de geo-
metria sdo despreziveis e o equilibrio pode ser escrito na configu-
racao indeformada. Por outro lado, a analise néo linear geométrica
¢é utilizada quando os deslocamentos e rotagbes sao grandes e o
equilibrio precisa ser escrito na configuragao deformada. A analise
nao linear geométrica pode ser realizada utilizando a formulagao
Lagrangiana ou corrotacional. As formulagdes Lagrangianas [2]
sdo mais utilizadas no caso de elementos finitos continuos, pois
0 uso da deformacgéo de Green-Lagrange permite filtrar os deslo-
camentos de corpo rigido. Contudo, a aplicagédo das formulagbes
Lagrangianas a elementos de portico com grandes deslocamentos
e rotagdes levam a expressdes muito complexas [13]. Desta for-
ma, a maior parte destes elementos € restrito ao problema de rota-
¢bes moderadas [12][16]. Uma alternativa para a consideragao de
grandes deslocamentos e rotagdes baseada no uso das deforma-
¢Oes de Reissner foi apresentada [4]. Contudo, esta formulagéo é
bastante complexa, envolvendo a interpolagdo da deformagao de
membrana e da curvatura ao longo do elemento.

A abordagem corrotacional é baseada na separagao dos desloca-
mentos de corpo rigido das deformacgdes sofridas pelo elemento
utilizando um sistema de coordenadas que acompanha o elemen-
to [3][6]. Esta abordagem foi adotada neste trabalho porque per-
mite considerar grandes deslocamentos e rotagdes de uma forma
simples e computacionalmente eficiente, além de simplificar a con-
sideracéo da néo linearidade fisica, como sera discutido adiante.
A Figura 1 mostra um elemento de portico plano corrotacional

IBRACON Structures and Materials Journal 2014 +vol. 7 +n°5

messsssss———— S03



Material and geometric nonlinear analysis of reinforced concrete frames

Figura 2 - Graus de liberdade e
forcas internas do elemento local
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sofrendo o deslocamento de corpo rigido e deformacao, salientan-
do que as coordenadas dos nos 1 e 2 no sistema global sdo dadas
por (X1, Y1) e (x,,y, ) respectivamente. A Figura 2 mostra os
graus de liberdade do elemento corrotacional em seu sistema lo-
cal bem como suas forgas internas associadas. Esta figura mostra
que nao existem deslocamentos de corpo rigido no sistema local,
mas apenas trés modos de deformagéo para o elemento de por-
tico plano, sendo um associado & deformacdo axial (¢ ) e dois
associados as deformagdes de flexdo (4, ,8, ).

2.1 Deformacgoées
Com base nos parametros da Figura 1 e nos modos de defor-

macao da Figura 2, pode-se definir os deslocamentos devidos as
deformagdes do elemento:

<

=L, —-L,
1 91—06 (])

2 92—0c

o D
ol

onde Ln e Lo sdo os comprimentos final e inicial, respectiva-
mente, e 91 e 92 sao as rotagdes globais dos nds 1 e 2, respec-
tivamente. Por outro lado, 7 , 6, e 6, s30 o deslocamento axial
e as rotagdes dos nés no sistema local. Por fim, ¢ representa a
rotacéo de corpo rigido do elemento:

a=B-B, 2

onde ﬁ e ﬂo s&o os angulos de inclinagdo do elemento no sis-
tema global nas configuragdes final e inicial, respectivamente. Os
comprimentos dos elementos podem ser calculados como:

L, = Ax* + Ay’

d)

sendo
Ax=x, —x,
Ay=y2—y1 (4)

Ax'=x'y=x' = (xy = x) + (u, —u,)

A=y, =y =, =)+t (v, —Vv)

Um importante passo da formulagéo corrotacional é a separa-
¢ao das rotacoes totais na parcela de corpo rigido e na parcela
associada as deformagdes. Partindo da Equagédo (2), pode-se
escrever:

senot =sen(f —PB,)=s-¢, —c- 5,

®)

coso. =cos(B—B,)=c-c, +5-5,

em que os senos e cossenos dos angulos de inclinagéo dos ele-
mentos sao calculados como:

¢, =cosPB,=Ax/L,

s, =senB, =Ay/L, (6)
c=cosPB =Ax"/L,

s=sen =Ay'/L,

E importante notar que a Equagao (5) é capaz de determinar a
rotagdo rigida da barra desde que & esteja dentro do intervalo
de —7 a &, que é um intervalo grande para rotagbes quando
comparadas as rotagdes normalmente sofridas pelas estruturas.
Contudo, para determinar a rotacao rigida, independente da am-
plitude do angulo, pode-se atualizar a rotagao rigida a cada incre-
mento de carga pela expressao:

o =0, +Ao (7)

onde &, corresponde a rotagédo de corpo rigido anterior e o incre-
mento de rotagdo A« é definido como:

Ao =B -B, ®

em que B, é o angulo de inclinacdo do incremento anterior.
Comparando essas duas Ultimas equagdes, pode-se perceber
que o incremento da rotagdo Aa pode ser obtido a partir da
Equagdo (5), desde que se faga a substituigdo de S por B, e
o por A¢. Isso é permitido, pois apesar da rotacao rigida total
poder ser grande, o incremento da rotagdo a cada passo de car-
ga é pequeno.

894 m——
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2.2 Transformacgao local-global

A andlise da estrutura completa é realizada no sistema global, assim
& necessario que se calcule o vetor de forgas internas e a matriz de
rigidez do elemento e se faga a transformagao para o sistema global.
Esta transformagao sera realizado utilizando o Principio dos Trabalhos
Virtuais (PTV). O vetor de deslocamentos no sistema local € dado por:

Fazendo a variagao desta expressao e algumas manipulagoes al-
gébricas chega-se a:

T
5B=z—5u:>ZT:[S —¢ 0 -s ¢ 0]

n

(16)

u=lz 6, 6] )

enquanto o vetor de deslocamentos no sistema global é dado por:

(10)

u:[ul v 8 u v, ez]T

Utilizando a Equacgao (1), pode-se escrever os deslocamentos vir-
tuais no sistema local como:

i oL,
du=|80, |=| 860, 5B (11)
80, | (86,5

A transformagéao entre os deslocamentos globais e locais € obtida
com a substituicdo das Equagdes (14) e (16) na Equagao (11).
O resultado desta operacdo pode ser escrita de forma matricial
como:

ou = Tdu

(17)

onde T é a matriz de transformagao definida por:

= -s 0 ¢ s 0
T=|-s/L, c¢/L, 1 s/L, —c/L, 0| (I8)
-s/L, c¢/L, 0 s/L, —c/L, 1

De acordo com a Figura 2 o vetor de forgas internas no sistema
local é dado por:

Utilizando as Equagoes (3) e (4), tem-se:

(12)

L= -x)+0,-n)

Consequentemente:

2L 8L, =2Ax' Gu, —8u, )+ 201 Gv, —&v,) (13)

Considerando a Equacéo (6), pode-se escrever a variagdo do
comprimento como:

O =r'ou = r'=f¢ -5 0 ¢ s 0] (l4)

Adeterminagio da variagéo do angulo /5 é dada a partir da Equagao (6):

senf A _AyEv v +va —

n n

(19)

=2

(19

ol
I
<|
N3

Como o trabalho é um escalar, o trabalho virtual interno é indife-
rente para qualquer sistema, assim, pode-se defini-lo como:

SU=8u’g=8u"g (20)

Substituindo a Equagéo (17) na expressao acima, obtém-se uma
equagdo capaz de transformar o vetor de forgas internas do ele-
mento no sistema local para o sistema global:

g=T'g 21)

A determinagao do vetor de forgas internas no sistema global con-
siderando a nao linearidade fisica sera discutido posteriormente.
A solugdo das equagdes nao lineares de equilibrio é realizada
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normalmente utilizando o Método de Newton-Raphson [2][6], que
requer a utilizagdo da matriz de rigidez tangente K, . Esta matriz
relaciona o incremento de forgas internas com o incremento de
deslocamentos:

dg =K du (22)

Portanto, a determinacdo da matriz de rigidez no sistema global
pode ser realizada diferenciando a Equacao (21):

dg=T'dg+dT'g =K du+K du

(23)

onde Ke corresponde parcela da matriz de rigidez dependente
do material e Kg a matriz de rigidez geométrica ou das tensbes
iniciais. Pode-se calcular a matriz de rigidez tangente como:

K, =K, +K, (24)

A matriz de rigidez tangente do sistema local Kt relaciona o in-
cremento de deslocamentos e forgas neste sistema:

dg =K du (25)

A determinagdo da matriz de rigidez no sistema global conside-
rando a nao linearidade fisica sera discutido posteriormente. Uti-
lizando as Equagdes (17) e (23), obtém-se a expressédo da matriz
Ke no sistema global, que sera simétrica sempre que a matriz de
rigidez tangente local for simétrica:

K,=T'K,T

(26)

A matriz de rigidez geométrica vem da segunda parcela da Equa-
¢ao (23) correspondente a variagao da matriz de transformacao:

dr=zdP

e (28)

Pode-se escrever a matriz de rigidez geométrica no sistema global
como:

o e
K, =]VZLZ + (M1L+2M2 )(rZT +er)

n n

(29)

K,du=dT"g = Ndt, + M dt, + M,dt,

27)

onde tk indica a coluna k da matriz TT . A matriz de trans-
formacgéo definida na Equacéo (18) pode ser escrita em fungéo
dos vetores I e Z definidos nas Equagbes (14) e (16), res-
pectivamente. Diferenciando a expressao resultante e conside-
rando que:

Portanto, verifica-se que esta matriz € sempre simétrica.
2.3 Elemento local

E importante destacar que as transformagdes entre os sistemas
local e global s&o independentes do tipo de elemento empregado
no sistema local, desde que os graus de liberdade e forgas inter-
nas do elemento sejam os representados na Figura 2. Isto permite
o uso de diferentes teorias para formulagdo do elemento local,
sendo o vetor de forgas internas e a matriz de rigidez no sistema
global obtidos utilizando as Equacgdes (18), (21), (24), (26) e (29).
Neste trabalho, foi utilizado um elemento local baseado na Teoria
Classica de Vigas (Euler-Bernoulli). Segundo essa teoria, as se-
¢des transversais das vigas continuam planas e perpendiculares
ao eixo longitudinal quando as vigas se deformam, pois a defor-
magao de cisalhamento é desprezada. Utilizando esta hipotese
pode-se mostrar que a deformagéao na diregéo do eixo de barra (
£,) pode ser escrita como:

€, =g, —)K (30)

onde £, é adeformagdo no centroide da sec¢do transversal (defor-
magcao de membrana), K é a curvatura da barrae y ¢ a distancia
vertical do ponto considerado até o centroide da segéo. Portanto,
pode-se definir o vetor de deformacgdes generalizadas (€) como:

e=| (31)

Na analise de estruturas reticuladas € mais conveniente trabalhar
com esforgos internos (resultante de tensdes ou tensdes generali-
zadas) do que com as tensdes propriamente ditas. A forga normal
N é a forga resultante das tensdes na diregdo do eixo da barra:

N={o.dd (32)

onde O ¢ atens&o normal na diregéo do eixo da barra e A éa
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area da secgao transversal. O momento fletor M é a resultante dos
momentos gerados pelas tensées em torno do eixo horizontal da
secao transversal:

M={ (yo, ) (33)

Com objetivo de simplificar a notagéo, os esforgos internos podem
ser agrupados no vetor de tensdes generalizadas (o):

(34)

A formulagéo de elementos finitos n&o lineares € normalmente de-
senvolvida através do Principio dos Trabalhos Virtuais. No caso da
teoria classica de vigas pode-se escrever:

(39)

U= 8e.0.dV =] 8 ads

A formulagédo deste e_Iemento inclui o calculo das deformacgdes
(€), forgas internas (g ) e matriz de rigidez tangente (Kt ). As
deformagdes no interior do elemento séo dadas por:

_ 1 2
€, = M,X+EV,X

(36)

K=v

onde U € o deslocamento axial e v é o deslocamento transversal
da barra. E importante ressaltar que a expressdo da curvatura é
linear porque no sistema local as rotagdes sdo sempre pequenas.
Por outro lado, a deformagéo de membrana é néo linear, incorpo-
rando o efeito dos deslocamentos transversais por meio do uso
da deformagéo de Green-Lagrange. Alternativamente, poderia
ser considerada apenas a parcela linear da deformagéo de mem-
brana, pois os deslocamentos transversais no sistema local séo
pequenos. Contudo, o uso da deformacédo Green-Lagrange no
sistema local torna o elemento mais preciso, permitindo reduzir a
discretizagao da estrutura.

Devido a ordem das derivadas que aparecem na Equagéao (36),
o deslocamento axial u requer fungdes de interpolagdo com con-
tinuidade C° e deslocamento transversal v requer fungdes com
continuidade C1[5]. Portanto, os deslocamentos no interior do
elemento sdo interpolados a partir dos deslocamentos locais utili-
zando a expresséao:

u=~Lu

v=H0 +H}9,

(37)

onde L2 € um polinémio de Lagrange linear e H2 e H4 sao

os polindmios de Hermite [5]. No intervalo de 0 < x < L, estas
fungdes sao definidas como:

X
L=1
2x° X’
H2 =X—- L +L_2 <38>
x2 x3
H=TtT

A fim de evitar o travamento de membrana devido ao desbalance-
amento dos termos axiais e transversais [6], utiliza-se a deforma-
¢ao de membrana média:

1 1
&y =7 L u,x+5v,§ dx (39)

Utilizando a Equacgéo (37) e integrando as expressdes resultantes
chega-se a:

e, ="+ 067-6,6,+27)

"L 30 <40)

Desta forma a deformacgéao axial € constante no elemento. Uti-
lizando a Equagéo (1) verifica-se que u =L, — L, portanto a
primeira parcela da deformacgao axial representa a variagao da
distancia entre os nés do elemento, de forma semelhante a um
elemento de treliga, enquanto a segunda parcela representa
o efeito dos deslocamentos transversais devido a flexdo do
elemento.

Utilizando as Equacdes (36), (37) e (40), pode-se escrever as de-
formagdes generalizadas de forma matricial:

¢=Bu (41
onde
B=B,+ B (42)
1/L 0 0
B, = (43)
0 H2,x.x H4,x.x
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0 0 0
491—92 462—61
30 30

(44)

As deformagoes internas virtuais podem ser obtidas por variagéo
da Equacao (41):

de =Bdu (45)
onde
B=B,+B, (46)

Finalmente, utilizando estas equagdes pode-se expressar o traba-
lho virtual interno como:

SU =5u"g = [ &’ ox=0u" [ Blody  (4])

Portanto, o vetor de forgas internas é dado por:

=J; B'odx (48)

A matriz de rigidez tangente é obtida diferenciando a equagéo aci-
ma em relagéo aos deslocamentos nodais:

K -2_K 4K, (49)

t

QJQ.)
= UQI

A matriz de rigidez Ke é dada por:

K.=[®

Esta matriz pode ser escrita como:

%de
ds Ju

(50)

K, =[ B'CBdx (51)

onde Ct € a matriz constitutiva tangente que relaciona incremen-
tos de tensdes e deformacgdes generalizadas:

I L

g )

ES EI

Diferenciado as tensdes generalizadas (N e M ) em relagéo as
deformagobes generalizadas (gm e K')chega-se a:

EA=| E,dA
ES=-| E,ydA (53)

E[zLEt y*dA

onde E, corresponde ao modulo de elasticidade tangente da cur-
va tensao-deformagao do material:

(54)

Finalmente, a matriz de rigidez geométrica deste elemento no sis-
tema local é dada por:

OB

K, L—odx LN d+jMaBbdx (55)

onde ﬁm e ﬁb representam a primeira e segunda linha da matriz
B , respectivamente. A matriz B, ndo depende dos deslocamen-
tos, logo sua derivada é nula. O outro termo é obtido diferencian-

do as Equacdes (44) e (46):
0 0 0
7
A:aB_’”: 0 4/30 -1/30 (56)
u
0 —-1/30 4/30

Como a matriz A é constante, a matriz de rigidez geométrica
local pode ser escrita como:

K, =A j: Ndx (57)
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3. Nao linearidade fisica

EE

Neste trabalho, o comportamento tensdo-deformagéo do ago é con-
siderado elastoplastico perfeito (Figura 3a), tanto na tragéo quanto na
compressao. Este modelo possui apenas dois parametros para sua
definigdo (o médulo de elasticidade E, e a tenséo de escoamento
fy ) e apresenta boa concordancia com os resultados experimentais.
Duas relagdes tensado-deformagdo foram adotadas para represen-
tar o comportamento do concreto a compressao: a curva parabola-
-retangulo [1] (Figura 3b) e a curva recomendada pelo Eurocode
2:2004 [7] para analise nao-linear (Figura 3c). A equagao que re-
presenta o trecho parabdlico do diagrama parabola-retangulo (PR):

onde ﬁ € a resisténcia a compressao e €. a deformacgéo do con-
creto. Esta expressao é valida para 0 <€, < 29%,. A curva tensdo-
-deformacao do concreto na compressao recomendado pelo Eu-
rocode 2:2004 [7] (EC2) é dada por:

km —n?

(59)

onde / éaresisténciaa compresséo, 77 = £. /€1, emque €,
é a deformagao no pico da tensdo, kK =1.05E e, /fm eE éo

Ea Ean

5 moédulo de elasticidade secante correspondente a uma tensao de
€ 0.4 f,,., como indicado na Figura 3c. A Equagéo (59) é vélida para
c,= fc 1—-]11——= (58) 0 <le,| < le.l onde [g,|=3.5%. Verifica-se que esta curva
2 %0 considera o amolecimento (softening) do concreto apds o pico de
tensdo, enquanto a curva parabola-retangulo considera a tenséao
Figura 3 - Diagramas tensdo-deformagdo
A o, Ao
j;‘ ””””” . : -ff" --------------------------- ' :
Es ' § ES ! E ‘Ec
. > H :
& 0.01 0 0.002 6
Aco Parébola-reténgulo
b | A o
C
R
: fcr """""" j
o z
04 fem} ' |
tan @ = Een : : i
: : - ;:
: : c | 5 %
- Eor & E

Eurocode 2 (7)

Concreto - tragdo
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constante entre 2%, e 3.5%,,. Para deformacdes além de 3.5%,
considera-se o esmagamento total do concreto (o, =0) para as
duas curvas.

O comportamento do concreto simples a tragédo sob o estado unia-
xial de tensdes pode ser representado por um diagrama bilinear
[1], onde apds a primeira fissura o concreto perde toda sua resis-
téncia. Entretanto, no concreto armado, entre segdes fissuradas,
as forgas de tragdo na pega sao transmitidas do ago para o con-
creto em volta da barra de aco por forgas de superficie. Esse efeito
é denominado tension stiffening [17].

Neste trabalho, o efeito do tension stiffening é considerado utili-
zando a formulagao apresentada em [10]. Esta formulagao é base-
ada no modelo do CEB, desenvolvido a partir de ensaios de tiran-
tes de concreto armado. No modelo adotado, as tensdes de tragéo
(s,) no concreto pos-fissuragéo s&o calculadas pela expresséo:

2
Gc,=—%Esec+ %ESSC + /£, (+np) (60)

onde]; € a resisténcia do concreto a tragéo, n € a relagao entre
o médulo de elasticidade do ago e do concreto (7 =E,/E_)e
p € a taxa efetiva de armadura (p = 4,/ 4, .;), sendo AW a
area efetiva de concreto a tragao (i.e. a area que contribui para
o tension stiffening). O CEB-FIP 1990 recomenda a utilizagéo de
A= 2.5b(h~d), onde b é alargura, / é a altura e d a altura i
da secédo. A curva tensdo-deformacéo do concreto tracionado (TS)
considerada neste trabalho é composta por um trecho linear até a
fissuragao (s, =j;) seguido por trecho de decaimento (softening),
dado pela Equagéo (60), até a deformagao de escoamento da ar-
madura (ey). Esta curva € ilustrada na Figura 3d.

As formulagdes apresentadas neste trabalho permitem que dife-
rentes curvas tensdo-deformagdo sejam adotadas para modelo o
comportamento do ago e do concreto. Desta forma, as relagdes
tensao-deformagao descritas neste item e representadas na Figu-
ra 3 foram escolhidas para a implementagédo computacional devi-
do a sua grande utilizagéao na literatura e boa concordancia obtida
com resultados experimentais.

3.1 Integragado na segao transversal

Conhecidas as deformacbes generalizadas (¢, e k) da secéo
transversal, as tensbes atuantes sao calculadas a partir da lei
constitutiva do material. Os esforcos internos (c) e a matriz cons-
titutiva tangente (C), definidas pelas Equagbes (32), (33), (34),
(52) e (53), sé@o obtidos por integragcdo das tensées e do médulo
tangente na segao transversal. No caso de material elastico linear
estas integracdes sado simples, sendo realizadas de forma anali-
tica. Adicionalmente, a matriz constitutiva é constante, permitindo
que o vetor de forgas internas e as matrizes de rigidez material
e geométrica, definidas pelas Equacdes (48), (51) e (57), sejam
integradas analiticamente, resultando em expressdes simples em
fungdo dos esforgos internos e das propriedades mecanicas da
segao transversal (EA e El).

Por outro lado, no caso de curvas tensao-deformacgéo nao line-
ares definidas por trechos, como as adotadas neste trabalho, a
integracao analitica € complexa, além de ser de implementacao
computacional trabalhosa e sujeita a erros devido a necessidade

Figura 4 - Exemplo de subdivisdo
da secado transversal em trechos

N

de obtengéao e codificagao de varias expressoes especificas para
cada trecho, como feito em [12]. Uma aplicagéo eficiente desta
estratégia para curvas tensédo-deformagéo definidas por trechos
polinomiais até o terceiro grau foi apresentada em [15].

Devido a complexidade da integragéo analitica, normalmente o cal-
culo dos esforgos internos e da matriz tangente é realizado através
da integracdo numeérica utilizando as quadraturas de Gauss ou Lo-
batto [6]. Esta abordagem é de facil implementagdo computacional,
pois a mesma expressao € utilizada para qualquer curva tensao-de-
formacéo. Adicionalmente, estas quadraturas produzem resultados
exatos para curvas polinomiais, desde que se use o nimero ade-
quado de pontos de integragao, e apresentam convergéncia rapida
para as integrais exatas no caso de curvas tensdo-deformagdo su-
aves (i.e. continuamente diferenciaveis). Contudo, as curvas utiliza-
das para descrever o comportamento do concreto normalmente séo
definidas por trechos, ndo sendo continuamente diferenciaveis. Em
alguns casos, como ocorre apds a ruptura por tracdo ou compres-
sdo, as curvas podem inclusive ser descontinuas. Neste caso, uso
das quadraturas de Gauss e Lobatto requer um nimero elevado de
pontos de integragéo para obtencdo de uma precisdo adequada,
aumentando o custo computacional.

Outra técnica de integragcdo numérica bastante utilizada é o Méto-
do das Fatias [14]. Neste método, a secao transversal é dividida
em um numero de fatias horizontais. Em cada fatia considera-se
parace Er valores constantes calculados no centro da fatia. Des-
ta forma, as integracdes séo calculadas somando-se a contribui-
¢ao das fatias. Este método também ¢é simples e independente
da curva tensao-deformagéo utilizada, porém requer um grande
numero de fatias para obter resultados precisos, resultando em
um custo computacional elevado.

Em [4] é utilizada uma técnica mista onde a sec¢éo ¢ dividida em
um numero pré-definido de faixas de altura constante, como no
Método das Fatias, porém dentro de cada faixa as integragdes sao
realizadas utilizando a quadratura de Gauss. Infelizmente, neste
método cada faixa pode conter trechos diferentes da curva ten-
sado-deformacéao, fazendo com que os integrandos nao sejam sua-
ves. Portanto, é necessario utilizar um elevado niumero de pontos
de Gauss em cada faixa para obter resultados satisfatérios.

000 m——
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4) Fazer =Y, € Y,y =V
s¢ (f>/;) j: fn_z‘l‘f
senio J=1,+1-/
Yi=(en—F)/x

3) Calcularo nimero de faixas: n=| f,=1,

Figura 5 - Algoritmo de subdivisdo da se¢cdo

Dadas as deformacoes limites (€ ;) das curvas tensio-deformacio, a deformagio de
membrana (€,) e a curvatura (K ) na se¢do considerada:
1) Calcular as deformagdes na base (€,) e no topo (€, ) da secio utilizando a Equagio
(30) e as coordenadas da base (),) e do topo (y,) da secdo;

2) Determinar os trechos de deformacao f, e / que contém €, e €, , respectivamente;

+1;

5) Para/= 2 até » calcular os limites entre as faixas:

Neste trabalho é proposto um método computacionalmente efi-
ciente, de facil implementacdo e de elevada precisdo numérica
para integragao dos esforgos internos e da matriz tangente em se-
¢Oes de concreto armado submetidas a carregamento monotdnico
e cujas curvas tensdo-deformacao séo definidas por trechos. Este
método é baseado na subdivisdo da segdo transversal em faixas
de altura variavel cujos limites sdo definidos de acordo com os li-
mites de cada trecho da curva tensao-deformagao, como ilustrado
na Figura 4. O algoritmo utilizado para subdivisdo automatica da
segao transversal é apresentado na Figura 5.

Como resultado da subdivisdo da segéo utilizando o algoritmo
proposto, as curvas tensdo-deformagéo dentro de cada faixa sdo
continuamente diferenciaveis. Portanto, os esforgos internos e os
termos da matriz constitutiva tangente podem ser integrados com
elevada precisao em cada faixa utilizando a quadratura de Gauss.
Tabelas contendo as coordenadas paramétricas (r,) no intervalo
[-1, 1] e pesos (,) dos pontos de Gauss s&o apresentadas em
[2] e [5]. Para utilizagdo da quadratura de Gauss, coordenadas
verticais (y) dentro de cada faixa s&o interpoladas utilizando a co-
ordenada paramétrica 7 :

_Jin +y + Yin — Vi
2

r :dy:%dr (6])

y

Nesta equagéo, /91. = J.,-), representa a altura de cada faixa. No
procedimento proposto o momento fletor é calculado somando a
contribuicdo de cada faixa:

(62)

n np h
M=§M,., M, =—;wkyk0kbk?’

onde 7 € o numero de faixas, 7p € o nimero de pontos de Gauss

da faixa, y, é a coordenada vertical do ponto Gauss calculado
substituindo a coordenada paramétrica r, na Equacgéo (61), s, é
tenséo no ponto de Gauss e b/ﬁ € a largura da secéo no ponto de
Gauss. As demais integrais sado calculadas da mesma forma.

E importante notar que o procedimento proposto, baseado no uso
da Equagéao (62), produz resultados exatos quando as relagdes
tensdo-deformagdo de todos os trechos sdo polindmios, desde
que seja utilizado o numero de pontos de Gauss apropriado. Como
0 grau (g) do polinébmio integrado exatamente pela quadratura de
Gauss & dado por g =2 7p - 1, verifica-se que 1 ponto de Gauss &
necessario para trechos com ¢ constante e 2 pontos para trechos
com ¢ parabdlico. No caso de curvas nao polinomiais, como a
Equacéo (59), o procedimento ndo é exato, mas produz resultados
com elevada precisao mesmo utilizando apenas 3 ou 4 pontos de
integracdo, como sera mostrado nos exemplos.

A contribuicdo do ago que esta embutido dentro da segao trans-
versal de concreto é calculada considerando a distribuicdo de ten-
sbes constante na segao de cada barra da armadura, pois as di-
mensdes sdo pequenas para haver uma variagao significativa das
tensdes. Assim, conhecida a posigao do centro das armaduras, a
deformagéo de cada barra é calculada com a Equagéo (30) e a
tensdo no centro das barras utilizando a relagéo tensdo-deforma-
¢ao representada na Figura 3a. Dessa forma, a contribuigdo do
aco para o momento fletor é calculada pelo somatério:

M, = _iAGiyiASi (63)

onde 7 é o numero de barras, onde AJ‘[. € a area da barra de
ago, , é a coordenada do centro da barra e Ao, =0, —0, éa
diferenga entre as tensdes no ago e concreto, respectivamente. O
procedimento € idéntico para as demais integrais.

No caso da analise fisicamente nao linear, a variagéo dos esforgos
internos e da matriz constitutiva tangente, ao longo do comprimento
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Figura 6 - Pilar de concreto armado:
geometria, material e carregamento (4)
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do elemento ndo é conhecida de forma explicita, 0 que impede que
as integrais definidas nas Equagdes (48), (51) e (57), sejam calcula-
das analiticamente. Desta forma, o vetor de forgas internas e a matriz
de rigidez do elemento no sistema local sao calculados utilizando a
quadratura de Gauss com 2 pontos de integracéo ao longo do com-
primento do elemento.

4. Resultados e discussao

EE—

A formulagéo e implementagao foram avaliadas através da com-
paragao com resultados numéricos e experimentais disponiveis
na literatura. Dentre as estruturas analisadas, duas foram es-
colhidas para serem apresentadas neste trabalho, com objeti-
vo de ilustrar o comportamento de estruturas de concreto onde
ambas as néo linearidades (fisica e geométrica) sdo importantes
e de estudar o comportamento do elemento finito e do método
de integracdo apresentados. Quando os parametros das curvas
tensao-deformagao descritas no Item 3 ndo foram determinados
de forma experimental, eles foram estimados através das expres-
sées: €., =0.77,"" €, = -35% , E (GPa)=22[f, /10]",
E,(GPa)=21.5[f, /10]"% £, =037, € f, = f,+8l7]

Tabela 1 - Método das fatias x Método proposto

nf P,.. (kN) np P,.. (kN)
10 457.276 2 459.673
20 459,599 3 460.092
50 459.991 4 460.092
100 460.069 5 460.092
600 460.092 - -

4.1 Pilar com carga excéntrica

O pilar foi submetido a uma carga excéntrica até o colapso. Os
dados de geometria, material e carregamento [4] estdo ilus-
trados na Figura 6. O concreto tem resisténcia a compressao
/. =38.3 MPa. Na andlise empregando o modelo constitutivo EC2,
foram utilizadas as propriedades:]jm = 38.3 MPa [8], Em =33.6
GPa[8] e €, =-2.3%0 [4]. Para o concreto a tragdo adotou-se
];= 29315 MPae Ec = 33.639 GPa. Finalmente, as propriedades
do ago séo]; =465 MPa [8] e ES =200 GPa [4].

Inicialmente, utilizou-se o modelo EC2 com consideragdo da tra-
gaéo (TS) e integragéo pelo método proposto com 4 pontos de
Gauss por faixa (7p = 4). Na analise nao linear, adotou-se 0 mé-
todo incremental-iterativo de Controle de Deslocamento, com in-
crementos de -1mm para o deslocamento horizontal do topo do
pilar. Com objetivo de estudar o efeito da discretizacéo, o pilar foi
modelado utilizando malhas com 1, 2 e 4, obtendo-se as cargas
maximas de 457.52 kN, 460.59 kN e 460.09 kN, respectivamente.
Estes resultados estdo em excelente concordancia com a carga
maxima de 454 kN obtida experimentalmente [8], mostrando que
a formulagéo proposta nao necessita de malhas muito refinadas
para representar adequadamente o comportamento nao linear fisi-
co e geométrico desta estrutura. E importante ressaltar que a car-
ga maxima obtida neste trabalho foi mais proxima da experimen-
tal que o valor de 445 kN obtido em [4] utilizando o modelo EC2
sem tragao. Verificou-se ainda que o Método de Newton-Raphson
apresentou convergéncia quadratica, com o numero de iteragdes
variando entre 3 e 4 ao longo da analise, mesmo com a tolerancia
bastante apertada utilizada para convergéncia (10°%)

A seguir, variou-se o método de integragdo na segao transversal
e 0 numero de fatias (ﬁﬁ e pontos de Gauss (#p) utilizados, man-
tendo-se fixo o numero de elementos (4) e o modelo constitutivo
adotado (EC2 com TS). Os resultados obtidos sdo apresentados
na Tabela 1. Estes resultados mostram que a utilizagdo de 20 fa-
tias produz resultados satisfatérios em termos praticos. Contudo,
o0 método proposto € muito mais preciso e eficiente que o Méto-
do das Fatias, produzindo resultados melhores do que 20 fatias
com apenas 2 pontos de Gauss por faixa. Resultados exatos com

Figura 7 - Curva de equilibrio
do pilar de concreto armado
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Figura 8 - Pértico de concreto armado:
geometria, material e carregamento (4)
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6 algarismos significativos sdo obtidos utilizando apenas 3 pontos
de Gauss por faixa, resultado equivalente ao uso de 600 fatias. E
importante ressaltar que em [4] foram utilizadas 5 faixas de altura
fixa e 10 pontos de Gauss em cada faixa, mostrando a grande
vantagem da utilizacdo de faixas varidveis determinadas de acor-
do com o0 método proposto.

Finalmente, o pilar foi analisando 4 elementos finitos e integragao
com 4 pontos de Gauss por faixa considerando-se os modelos
EC2 e PR, com e sem a consideragao da tragéo (TS). As curvas
carga x deslocamento horizontal do topo do pilar sdo mostradas
na Figura 7.Verifica-se que todos os modelos conseguem repre-
sentar de forma adequada o comportamento estrutural do pilar.
Contudo, o modelo EC2 com TS foi 0 que mais se aproximou dos
resultados experimentais apresentados em [8]. O modelo PR com
TS forneceu resultados mais rigidos (limite superior) e o modelo
EC2 sem tragéo forneceu resultados mais flexiveis (limite inferior).

4.2 Portico plano

Este portico plano de concreto armado foi ensaiado em [9]. A ge-
ometria, a segéo transversal dos pilares e das vigas e os dados
do concreto e do ago estéo representados na Figura 8. Os demais
parametros dos materiais necessarios para a andlise foram es-
timados da forma descrita no Item 4. Para a analise empregan-
do a curva parabola-retangulo adotou-se [, = 22.1 MPa. Para
a analise empregando o modelo EC2 adotou-se: f = 22.1 MPa,
E” = 27.909 GPa e &, = -1,828% [4]. Para o concreto a tra-
¢ao adotou-se f, 1.760 MPa e E, = 28.005 GPa. Os acos
empregados possuem tensdo de escoamento f = 388,9 MPa e
fv = 403,4 MPa para pilares e vigas, respectivamente. O moédulo
de elasticidade ¢ E, =202 GPa.

Inicialmente, utilizou-se o modelo EC2 com consideragdao da
tracdo (TS) e integragao pelo método proposto com 4 pontos
de Gauss por faixa (7p = 4). Na analise n&o linear, adotou-se o
método incremental-iterativo de Controle de Deslocamento, com

incrementos de -1mm para o deslocamento horizontal do né onde
atua a carga horizontal H. Com objetivo de estudar o efeito da
discretizagao, o pilar foi modelado utilizando malhas com 1, 2,4 e
8 elementos por barra, obtendo-se as cargas maximas de 152.868
kN, 143.897kN, 141.555 kN e 140.806kN, respectivamente. Estes
resultados estdo em excelente concordancia com a carga maxima
de 141 kN obtida experimentalmente [9], mostrando que 4 ele-
mentos por barra é suficiente para representar adequadamente
o comportamento nao linear fisico e geométrico desta estrutura.
A carga maxima obtida neste trabalho foi mais préxima da experi-
mental que o valor de 136.4 kN obtido em [4] utilizando o modelo
EC2 sem tracdo. Verificou-se ainda que o Método de Newton-
-Raphson apresentou convergéncia quadratica, com o numero de
iteragdes variando entre 3 e 4 ao longo da analise, mesmo com a
tolerancia de 10 utilizada para convergéncia.

Ao contrario do exemplo anterior, o estudo dos métodos de inte-
gragao mostrou que para este exemplo apenas 10 fatias ou 2 pon-
tos de Gauss por faixa ja levam a resultados praticamente exatos
com 6 algarismos significativos. Ainda assim, o método proposto é
mais eficiente que o Método das Fatias devido ao menor nimero
de pontos utilizados.

Finalmente, o pilar foi analisado utilizando 8 elementos finitos por bar-
ra e integracéo com 3 pontos de Gauss por faixa considerando-se os
modelos EC2 e PR, com e sem a consideragéo da tragéo (TS).
As curvas carga x deslocamento horizontal do ponto de aplicagéo
da carga H s&o mostradas na Figura 9. Verifica-se que todos os
modelos conseguem representar de forma adequada o comporta-
mento do portico analisado. O modelo EC2 sem tragao foi o que
mais se aproximou dos resultados experimentais [9], porém o mo-
delo EC2 incluindo a tracéo (TS) foi o que melhor aproximou a car-
ga maxima. Para esta estrutura, o modelo EC2 com TS forneceu
resultados mais rigidos (limite superior) e 0 modelo PR sem tra-
cao forneceu resultados mais flexiveis (limite inferior). Verifica-se
ainda que a rigidez inicial dos modelos com tragao (TS) parecem
superestimados, indicando que o valor do modulo de elasticidade
do concreto a tragao (E[) € menor que o estimado utilizando as
expressdes dadas em [7].

Figura 9 - Curva de equilibrio
do pértico de concreto armado
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5. Conclusao

EE

Este trabalho apresentou a formulagédo de um elemento finito de
portico plano para analise nao linear fisica e geométrica, incluindo
um novo método para integragdo dos esfor¢os e matriz constitu-
tiva tangente na segao transversal. As formulagdes apresentadas
e as implementagbes computacionais foram validadas através
da comparagao com resultados experimentais e numéricos dis-
poniveis na literatura. Todos os modelos propostos apresentaram
resultados consistentes, representando de forma adequada o
comportamento observado em laboratério. Contudo, verificou-se,
que o modelo do Eurocode 2:2004 [7] leva a melhores resultados
que o modelo parabola-retangulo. A consideragdo da tragdo no
concreto revelou-se importante para a avaliagdo da carga ultima
das estruturas estudadas. Por outro lado, esta consideragao re-
quer um numero significativo de parametros, cuja determinagéo
experimental normalmente ndo é realizada. Isto leva ao uso de
expressdes baseadas em correlagbes que nem sempre levam a
resultados adequados.

O método de integragao baseado na subdivisdo automatica da
secao transversal em faixas de acordo com os trechos curvas ten-
sdo-deformacdo e no uso da quadratura de Gauss em cada faixa
se mostrou simples, eficiente e de elevada precisédo na analise de
estruturas com carregamento monoténico, para todos os mode-
los constitutivos adotados. Finalmente, o estudo da discretizagao
mostrou que o elemento proposto leva a resultados adequados
quando sao utilizados entre 2 e 4 elementos por barra, configu-
rando-se como alternativa eficiente para a analise nao linear de
porticos planos de concreto armado, com vistas ao seu uso na
analise de estruturas com grande nimero de barras.
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