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Nas tltimas décadas constata-se um crescente nimero de artigos em diversas dreas da Fisica de-
dicados a desenvolver e aplicar o formalismo de Weyl-Wigner nos mais diferentes sistemas fisicos. A
possibilidade de aprofundarmos os nossos conhecimentos sobre o principio da incerteza e recuperar-
mos a Mecanica Classica no limite 2 — 0, faz com que a descrigao da Mecanica Quantica no espago
de fase ganhe cada vez mais adeptos. Nesse sentido, este trabalho tem por finalidade apresentar um
conjunto bésico de resultados que caracterizam o formalismo em questao, possibilitando ao leitor o
acesso as idéias principais decorrentes deste fascinante tema.

The last decades have witnessed an ever increasing number of articles in numerous physical areas of
research dedicated to develop and apply the Weyl-Wigner formalism in connection with a variety
of different physical systems. The possibility of deepening our understanding of the uncertainty
principle and recuperating Classical Mechanics in the i — 0 limit explains the increasing abundance
of adepts of the phase-space description of Quantum Mechanics. In this favorable context, the
present work aims at introducing a basic set of results that characterize the formalism at issue,
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allowing the reader to have access to the main ideas emanating from this fascinating theme.

I Introducao

O formalismo que iremos desenvolver considera es-
sencialmente um sistema quantico constituido de uma
unica particula de massa M executando um movimento
unidimensional, nos quais Q e P sdo os respectivos
operadores posicao e momentum, e destituida de spin
(movimento rotacional intrinseco). Como tais operado-
res satisfazem a relagdo de comutagio [Q,P] = ihl, a
posicdo e o momentum desta particula ndo podem ser
simultaneamente medidos (principio de incerteza); con-
sequentemente, nao é possivel definir uma distribuicao
de probabilidades genuina no espaco de fase associada
ao operador densidade p(t) que descreve as proprieda-
des fisicas da particula. Nesse sentido, a representacao
da Mecéanica Quéantica no espacgo de fase é problemética
e nada trivial. Entretanto, tais dificuldades foram su-
peradas com o ferramental matematico desenvolvido
por Weyl-Wigner [1, 2] em que a funcdo distribuicao
de Wigner desempenha um papel crucial: esta possui
propriedades matemadticas que permitem caracteriza-la
como uma pseudo-distribuigdo (ou quase-distribuicio),
dentre as quais o fato de poder assumir valores nega-

tivos para determinados sistemas quanticos (o que nao
¢é permitido no sentido classico da definicdo de distri-
buigbes de probabilidades). Além disso, a fungio de
Wigner permite estabelecer conexoes entre a Mecéanica
Classica e a Mecanica Quantica através do limite A — 0,
procedimento esse muito utilizado no estudo de siste-
mas cadticos semicldssicos [3, 4]. De fato, as aplicagoes
deste formalismo sdo inumeras e se estendem por dife-
rentes dreas da Fisica [5], sendo que a transigdo para
sistemas tridimensionais e a inclusao do spin podem ser
feitas sem mudancas conceituais.

Nos 1ltimos anos, belissimos experimentos envol-
vendo a reconstrucao de alguns estados do campo ele-
tromagnético [6] ou mesmo de estados associados ao
movimento do centro-de-massa de fons ?Be™ aprisio-
nados em uma armadilha de Paul [7] foram realizados
com sucesso e as respectivas reconstrucoes feitas por
intermédio da funcado de Wigner. Posteriormente, algu-
mas propostas tedricas para a medida direta da funcao
de Wigner também foram apresentadas [8, 9] e corres-
pondem a experimentos de eletrodindmica quantica de
cavidades e fons aprisionados. Motivados pelos recen-
tes resultados tedricos e experimentais, neste primeiro
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trabalho vamos nos ater somente em realizar um estudo
preliminar da formulacdo de Weyl-Wigner da Mecanica
Quaéntica no espaco de fase, visando a compilacao de
um material bdsico que permita ao leitor aprofundar-
se no tema ou mesmo servir como um complemento as
disciplinas dos cursos de pés-graduacdo em Fisica, sa-
tisfazendo assim os diferentes programas existentes no
pais.

Os tdpicos abordados estdao dispostos como segue:
na secao 2 deduzimos uma expressao que permite ma-
pear um operador genérico no espaco de fase através de
primeiros principios em Mecanica Quantica (MQ). Esta
expressao é interpretada como sendo uma expansao na
forma integral de uma base de operadores neste espaco,
cujos coeficientes representam a transformada de Weyl
associada ao operador genérico em questdo. Além disso,
obtemos um conjunto razoavel de propriedades para
0s elementos constituintes da expansdo e mostramos
que a funcdo de Wigner é um caso particular de um
formalismo mais geral introduzido por Weyl-Wigner.
Na secao 3 calculamos as transformadas de Weyl das
relagdes de comutacdo e anticomutacdo para dois ope-
radores também arbitrarios, no qual mostramos que
tais expressdes recuperam resultados ja estabelecidos
em Mecanica Classica (MC) no limite i — 0. Isto nos
permite realizar um estudo da evolucao temporal da
funcdo de Wigner por meio do mapeamento no espaco
de fase da equacao de von Neumann-Liouville, conforme
descrito na secdo 4. Tal equacdo nos leva a obter uma
expressao geral para a derivada temporal associada ao
valor médio de um observavel qualquer que, no caso
particular dos operadores momentum e posicao, repre-
senta a transformada de Weyl das equacbes de Ehren-
fest da formulacdo usual da MQ. Finalmente, realiza-

]

Q. Q]=[P,P]=[Q,1]=[P,1]=0 e
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mos o limite A — 0 nessas equagdes com o objetivo
de recuperar as equagoes classicas de Hamilton da MC.
Na secdo 5 apresentamos as consideracoes finais e dicas
de leitura para aqueles que queiram se aprofundar no
tema. Algumas secoes sdo complementadas com exem-
plos que visam ilustrar e enriquecer a teoria subjacente.

Este material foi originalmente concebido na forma
de apostila e seu contelido ministrado no primeiro curso
de verao sobre tépicos em Métodos Matemdticos da
Fisica: Introducdo ao grupo de rotacdes tridimensio-
nais, estados coerentes e a formulacao de Weyl-Wigner
da Mecanica Quantica no espacgo de fase, realizado pelo
grupo de teoria do Departamento de Fisica e Ciéncia
dos Materiais (DFCM), do Instituto de Fisica de Sao
Carlos (IFSC-USP), no periodo de 21 a 30 de janeiro
deste ano e sob a coordenagdo do Prof. Esmerindo
Bernardes. A apostila foi utilizada pelos alunos como
material didatico e as dividas que surgiram ao longo
do curso, serviram-me para remodelar o seu conteiido
de modo a transformar os exercicios em exemplos e a
incluir novos pardgrafos que atendessem as necessida-
des dos participantes, culminando assim neste trabalho.
Por ultimo, gostaria de mencionar que a disposi¢ao dos
tépicos e algumas passagens matematicas foram basea-
das nas referéncias [10, 11], as quais indico como leitura
complementar ao presente texto.

II Preliminares Algébricos
Inicialmente vamos caracterizar a cinematica
quantica do sistema fisico descrito na introducao, por

intermédio das relagdoes de comutacdo associadas aos
operadores {Q, P, 1}, ou seja,

[Q,P] =ihl. (1)

Tais operadores obedecem & algebra de Weyl-Heisenberg, sendo que os autovetores correspondentes sido definidos

pelas equacoes de autovalores

Plp) = plp) ,

As bases dos autovetores {|p)} e {|q)} satisfazem as
relacdes de completeza e ortonormalizacdo que sdo da-
das, respectivamente, por

/OO dp Yol = 1, /°° dg gl =1, (3)

— 00 — 00

pl)y=0p—-p"), (dd)=0a—-d), (4)
sendo d(x) a funcgdo delta de Dirac.
também conhecemos o produto escalar

o) = e (3 91) | @

Além disso,

Qlg) = qlq) ,

1lp) = |p) ,

que permite conectar os diferentes espacos dos autove-
tores |p) e |¢) mediante a transformagio de Fourier

1lq) = |q) - (2)

= e (zm)ld.  ©

De posse dessas informacoes, comegaremos entdo a
descrever a formulagdo de Weyl-Wigner da Mecanica
Quantica no espaco de fase.

Considere um operador arbitrario F tal que seja
possivel expressa-lo através da identidade
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F = / dpldpl!dqldql!|qli><qll|pll><pII|F|pI><pI|qI><qI|

_ /OO dpldplldqldqll
2mh

— 00

i
exp {E (»"q"

- p'q')} W EY )| )

no qual utilizamos as relagdes de completeza (3) e o produto escalar (5). Introduzindo as novas varidveis

2p=p'+p", 2=d+q", wu=p'-p, wv=¢"-4¢,
com jacobiano igual a um,
pl pll
dp'dp’'dq'dq" = J [ ’ ] J [ } dp dq du dv = dp dq du dv
D, u
%;—/W—/

entdo a identidade (7) pode ser escrita como uma re-
presentacao integral do operador F, isto é,

r- [ Posmg.  ©®

A funcao f(p,q) é denominada transformada de Weyl
do operador F com relacdo aos operadores momentum
e posi¢do, no qual é dada por [12, 13]

F.0) = [ duesp (5 au) (o+u/2 Flp /2.

—00

(9)

Note que se F for um operador hermitiano, entao f(p, q)

é uma funcdo real. Por sua vez, A(p, q) representa uma

base de operadores no espaco de fase e cuja expressao
tem a seguinte formas:

A = [ dvexp (70 la+o/2)a-v2l. (10)
J

A expressio (8) pode ser interpretada como sendo a
decomposicao do operador F em uma base de operado-
res, sendo as componentes A(p,q) os elementos dessa
base. Além disso, também mostra que se for conhe-
cida a transformada de Weyl de um dado operador,
este pode ser prontamente determinado. Em contra-
partida, uma vez conhecido o operador F, a correspon-
dente transformada de Weyl é obtida através da Eq.
(9). Existem outras bases estudadas na literatura que
apresentam diferentes virtudes para o mapeamento e
que podem ser discutidas da mesma maneira como fize-
mos com a base de Weyl. Um estudo detalhado dessas
bases é encontrado na referéncia [14], no qual é feita
uma comparacio entre elas.

Exemplo 1 O procedimento matemdtico realizado para mapear o operador F nao € inico. Ao utilizarmos con-
venientemente as relagoes de completeza (3) e as demais propriedades estabelecidas no primeiro pardgrafo desta
secdo, obtemos uma representacdo integral equivalente a Eq. (8), mas agora com expressdes alternativas para a

transformada de Weyl f(p,q) e a base de operadores A(p,q), isto é,

f(p,q) /Z dv exp (% pv> (q—v/2[F|lg+v/2),

Apa) = [ duesp (3 au) - w2+ /2l

(11)

(12)

Tais expressoes, em conjunto com as Eqs. (9) e (10), permitem demonstrar que os projetores de posi¢ao e momentum

podem ser escritos, respectivamente, como

0 = [ e |- Q) =o6- Q).

lp)(p| = /jo %exp {% v(p—P)] =0(p—-P).
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As integragoes nas varidveis u e v nos levam a obter funcées delta de Dirac formais, cujo significado estd associado
com a acdo da funcdo delta e a substituicao do argumento por um operador, ndo wma varidvel. De posse desses
resultados e com o auzilio da relagio de Baker-Hausdorfft, a forma simétrica de A(p,q) é prontamente obtida e
dada por

A= [ S| -+ - . (15)

Em consequéncia aos resultados delineados até o presente momento, torna-se fdcil verificar que a transformada de
Weyl admite a forma compacta f(p,q) = Tr[FA(p,q)].

Existe um método alternativo muito elegante para se achar o operador F a partir de sua transformada de Weyl.
Para tanto, considere inicialmente a expressdo do operador A(p, q) escrita como

* du dv i i i uv
A(p,q) = /_oo 5 OXP {E u(g — Q)] exp {ﬁ v(p - P)] exp <ﬁ 7) : (16)
Em seguida, verifique que a igualdade

h 0? i i i uv i i

5 5050 O |7 10 = Q) exp | 00 =P)| = 1 F e | uta - @) exp | 00~ P

nos leva a obter o integrando da Eq. (16) através da operagao

3 (o) o[iva-afio-r] - i(i5) owfiue-a]

ou seja,

exp (%;;;q) exp {% u(q — Q)] exp {% v(p — P)] = exp (%%) exp [% u(g — Q)}

Agora, inserindo esse resultado na expressdo para A(p,q) chega-se a

2 [e'e] . .
A(p,q) = exp (%%) / % exp [% u(q — Q)} exp [% v(p — P)}

h 2_00
2 exp (50 ) 80— QO - P) (17)

o qual permite-nos escrever a expressdo para o operador F como

F

[ a1, oo (5 52 ) 60— Q3o )

[ e oo (552 ) 100 0 - Q)30 - ). a8)

sendo a segunda igualdade obtida por intermédio da relacao auxiliar

[t | o) = 0 2 s

e dz™ dz™

- (-1)™ /OO dz {d—mf(ar)] 8(z) .

_ oo LdT™

1Se A e B siao dois operadores que nio comutam e que satisfazem as condigdes
[A,[A,B]]=[B,[A,B]| =0,
entdo

A+B A_B, —1[AB] _ eBeAe%[A,B]

e =ee e 2

Este resultado é uma forma simplificada da relacdo de Baker-Hausdorff [15].



Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 24, no. 4, Dezembro, 2002 425

Note que para encontrarmos tal operador, a partir de sua transformada de Weyl, devemos em um primeiro

mOmenl (0] Cal(}ular
X . 9 9 ( ’ )

e depois substituir as varidveis g e p pelos respectivos operadores Q e P, com a ressalva de escrevermos os operadores
posicao & esquerda dos operadores momentum. Este procedimento é muito util quando se trabalha com produtos

simples de Q e P, e a ressalva da ordem dos operadores garante a completa simetrizacdo do operador resultante
[10].

Exemplo 2 Como aplicagdo do método estabelecido no pardgrafo anterior, considere que a transformada de Weyl
seja conhecida e dada pela funcdo f(p,q) = g(q)p™. Assim sendo, temos que

ho 02 N =01 (n\F ok ok
o (37) 10" = L (3) 7 10 757
n k Ak
= Z 5 1 3.k 9(q)p )
= ( k 2i) Oq
no qual < Z > = n!l/kl(n — k)! denota os coeficientes binomiais. A sequnda igualdade foi obtida com o auxilio da

relacdo
or _n! ek
N T T
levando-nos a transformar a soma infinita em uma soma finita. Ao substituirmos esse resultado na Eq. (18) e
realizando as integracdes com o cuidado de preservar a ordem dos operadores posi¢io e momentum, chega-se a

Em sequida, vamos demonstrar que o operador F também pode ser escrito como

(k<n),

n

F- LY ( " ) Plg(Q)P" " . (20)

[=0
Para tanto, recorreremos inicialmente as relacdes jd estabelecidas na literatura para os coeficientes binomiais,
—k
n l n n—=~k 3 n—=~k ek
(D)Ce)-(0) =) - 20 )=
m=

de modo a obtermos uma expressao intermedidria para o operador F mediante os sequinte passos:

1 & " ok .
P (1)r(5) agruer

k=0

s () (") (2) s wer .

k=0 m=0

Agora, realizando a troca de indices m =1 —k com k <1 <n na sequnda soma, obtem-se

P - wnn (1) (10 () e
- 5 (1) (1) (1) s wer

k ak
> 9QF g(QP!~F pr!

Il
02—
M-
~ 3
N——

( =
M-
Ve
??‘N
N——
/N
=S

J

P'g(Q)

( ~
<
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Note que na terceira igualdade utilizamos a relagio de comutacio [P,g(Q)] =

rea-3 (1)

mostrar a relacdo

k=0

n\* dt
)
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zthg(Q), 0 que permitiu-nos

g(QP'*.

Por ltimo, resta-nos somente mencionar o fato de que a Eq. (20) possui uma expressio analitica fechada que é

dada por

- o {{-{g(Q.P}.P}. P}, 1)

n anticomutadores

em que {A,B} =

AB + BA corresponde ao anticomutador entre os operadores A e B. Para deduzirmos tal

expressao, basta recorrermos a relacdo de comutacdo supracitada para verificarmos que

{{{s(Q.P}, P}, P

n anticomutadores

levando-nos assim ao resultado desejado.

J& a funcdo da Mecéanica Cléassica que corresponde
ao operador F, pode ser encontrada por intermédio da
transformada de Weyl deste operador realizando-se o
limite A — 0,

fa(p,q) = lim f(p,q) - (22)

Note que f(p,q) ndo é a quantidade classica associada
ao operador quantico F, mas somente uma funcdo que,
em geral, pode ser expressa como uma série de poténcias
em h. Portanto, o procedimento i — 0 é crucial para

-3 (1)

)Pn l

mento, A(p,q) desempenha um papel importante pois
trata-se de um elemento que permite mapear operado-
res no espaco de fase. Como tal, este também pode ser
expandido numa base de operadores como

* dpd
avd) = [ T Im0ABY.

no qual f(p,q) = 27h §(p — p')d(q¢ — ¢'). Em seguida,
vamos exibir uma série de propriedades para A(p,q)

obtermos f./(p,q). que serao muito 1teis no decorrer do trabalho. Dessa
No formalismo desenvolvido até o presente mo- forma, vamos iniciar com os elementos de matriz
]
. ' " i ' " q +q"
D) (@1A@ ") = exp |3 pld —d)|d{a-"——), (23)
. i pl +pll
@) WIAGa) = e |5 -] 5 (n- T ) (24)

(iii) (¢'|A(p, Qlp") =

As Eqs.(23) e
e o produto escalar (5).
(d'|AP,ld') =da—d) e

e (50) o 3

2

5 apaq> dp—-p)g—1q)- (25)

(24) podem ser demonstradas de imediato com o auxilio das defini¢oes estabelecidas para A(p,q)
Consequentemente, ao considerarmos ¢"

= ¢ e p” = p', tais expressoes se reduzem a

®'|A(p,q)|p'y = 6(p — p'), respectivamente. Com relagdo a demonstragdo da Eq.(25),

esta requer o auxilio da Eq.(17) e alguns cuidados decorrentes do célculo como veremos abaixo:

(dAp gl =

2mh exp <2 apoa

2
e (20 s
7)

V2rh exp ( exp <

h 0%
27h exp <2 o a > (q'|6(q —

/ dqllq|5

2i Opdq

Q)d(p — P)|p')

Q)lq"){q"|6(p — P)Ip")

OO dqll
2mh

) Sp—p)oa—q). O

exp <% p’q”) 6(qg—q")0(q" —q")
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As integragoes do operador A(p, ¢) nas varidveis p e g resultam em

) [ o ar.a =l (26)

) [ Aw.0 =l (1)

Tais resultados nos levam aos projetores dos estados particulares do conjunto de autovetores dos operadores posicao
e momentum. Como decorréncia dessas propriedades, vamos retornar a definicio da transformada de Weyl do
operador F, ou seja, f(p,q) = Tr[FA(p,q)]. Ao considerarmos F = p (operador densidade associado a um sistema
fisico), obtemos formalmente a defini¢do da func¢do de Wigner [2]

i i
W)= [ dvesp (3 90) ta—o/2lola+of2). (28)
Assim, para p = |¥)(¥|, as propriedades (26) e (27) assumem a seguinte forma:
 dp B 9 /°° dg B 9
| oo =1vaf o [ LW =80 (29)

Logo, ao integrarmos a fungdo de Wigner em uma das varidveis do espago de fase, recuperamos as densidades
de probabilidades associadas as respectivas funcoes de onda ¥(q) e ®(p). Esta é uma caracteristica particular de
W (p,q) e nao se estende para as demais quase-distribuicées de probabilidades [16, 17]. Outras propriedades serao
abordadas nas préximas segoes.

Exemplo 3 Vamos calcular a funcdo de Wigner associada ao n-ésimo estado do oscilador harmaénico unidimensi-
onal descrito pelo operador densidade p = |n)(n| e cuja funcdo de onda € dada por

2

¥a(q) = an) = ~55z ) Halah). (30)

o
——————ex
/727! P

em que Hy(x) denota os polinémios de Hermite e b> = h/mw. Para tanto, devemos inicialmente recorrer a Eq.
(28) e proceder com o cdlculo da integral delineado abaizo:

_2(=1n ¢ bp? > dv v .bp 2 v q v q
Walp,a) = Z5mry exp {‘ (b—ﬁ? /w%e"p (i) [T (5 -3) (5 +3)

.- ., . b . ~ . L,
Substituindo a varidvel x = 55 —i% no integrando, obtem-se a expressio intermedidria

Wo(p,q) = \2/(7;2?:! exp {— (Z—j + i—f)] /_0; dr o= H,, {H (% +ib—;’>} H, {az _ (% —ib—;;ﬂ .

Agora, com o auzilio da relagcdo [18]

/ dx efz2Hm(:U +y)Hp(x + 2) = /7 2"m! 2" L™ (—2y2) (n>m)

sendo L£Z”) (z) os polinémios de Laguerre associados, a integracdo pode ser efetuada de imediato, levando-nos ao

resultado final
2 2,2 2 2,2
n ¢  bp q¢ | bp
W) = 2-1"exp |- (5 + 55 ) | 20 2 (G + 55 )| (31)

Esta fungao é comumente encontrada em livros textos sobre éptica Qudntica [19-22] sob a forma compacta

Wa(a) = 2(=1)" 1 L, (2]a)?) , (32)
com a = { + i%p. A figura 1 mostra os grificos da func¢ao de Wigner Wy(p,q) versus (%,%”) para o estado
fundamental (a) n = 0 e os cinco primeiros estados excitados (b)-(f) n = 1,...,5 do oscilador harmédnico unidi-

mensional. Note que a fungdo assume valores negativos no espaco de fase e este importante fato estd associado
ao cardter quantico do operador densidade em questdo. E importante salientarmos que a fung¢io Wi(p,q) foi re-
construida recentemente pelo grupo do NIST em um belo experimento envolvendo ions ®Be™ aprisionados em uma
armadilha de Paul [7]. Na se¢do IV, retomaremos novamente neste ponto ao discutirmos as propriedades da fungao
de Wigner.
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(@) n=0 (d) n=3

Figura 1. As figuras 1(a)-(f) correspondem aos graficos de W (p,q) versus { e %" paran = 0,...,5. Os valores negativos

da funcao de Wigner estdo compreendidos no intervalo —# < Wa(p,q) < # e associados ao cardter quantico do estado de
nimero.

Para finalizarmos esta se¢éo, resta-nos somente mencionar as propriedades relativas ao trago do operador A(p, q)
e do produto destes operadores, com a finalidade de obtermos expressoes analiticas para a transformada de Weyl
das relagoes de comutacao e anticomutacio. Recorrendo a definicdo da operacio trago, temos que

(vi) Tr[A(p,q)] =1, (33)
(vii)  Tr[A(p1,q1)A(p2,q2)] = 27k 6(p1 — p2)d(q1 — g2) , (34)
(vii) Tr[A(p1,q1)A(p2,q2) A(ps, g3)] = 2% exp {% (g1 —q3)(p2 — p3) — (@2 — @3) (11 —pg)]} :
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A demonstracdo da Eq.(34) é imediata desde que utilizamos a propriedade (23), ou seja,

Te[A Py, 1) A )] = / dd' (@' |A (1, a)) A (po, 42)|d')
- / d'dg" (¢ | A (pr, q)|0")(d" | A (D2, 42) )
o0 ,['/ I+ 1 I+ "
= / dq'dq" exp [;L(q’—q”)(pl —p2)] ) <q1 . 2q >5<q2— 1 2q > :

Agora, substituindo as novas varidveis ¢' + ¢' = 2x1 e ¢’ — ¢" = x5 na expressao acima com

! I
dg'dq" = J [ﬂ] dz1 dzs = day dzs

T1,T2
=1

finalizamos os cédlculos como segue:

Tr[A(p1,q1)A(p2, q2)] = h dzy dzs exp i z2(p1 — p2) | 8(q1 — 21)0(g2 — x2)
. h

= 2mhdé(p1 — p2)d(q1 — g2) - o

De maneira anéloga, temos que a demonstragio da Eq.(35) exige cuidados adicionais, uma vez que

Tr[A(p1,q1)A(p2, q2) A(ps, q3)] = / dq'dq" dq"" (' | A(pr, a1)|d" ) (" | A(p2, q2) 1" )" | A(ps, a3)|d)

— / dqldqlldqlll eXp {% [pl(ql _ qll) +p2(qll _ qIII) +p3(qlll _ ql)]}

I+ " Il+qlll qlll+ql
X5<Q1—q2q>5<(h—q B d1gs— 5 -

"

Agora, designando ¢' + ¢ = 2z1, ¢" + ¢" = 235 e ¢"" + ¢’ = 2x3 com

ql qll qlll
dq'dq"dg" =] [;} dzy dzs drs = 2%dzy dxs dzs |
T1,T2,T3
=922
obtemos
Tr[A(p1,q1)A(p2,92)A(ps, q3)] = 22/ dzq dzo dxs 6(q1 — x1)0(g2 — 22)0(g3 — x3)

exp {2 (a1 = a0) 02 = o) = (22— a2) = )]

= 2 exp {% (g1 —q3)(p2 — p3) — (¢2 — q3) (P2 —ps)]} . o

Consequentemente, ao identificarmos novamente F com o operador densidade p, novas propriedades associadas a
fungdo de Wigner surgem naturalmente: a primeira refere-se a sua normalizagao,

00 dp dq
_— :1'
| SR =1 (36)

enquanto que a segunda propriedade reflete a ciclicidade da operagao trago,

* dp: dqi dp> d
Tr(pips) = / % Wp, (p1,a1)Wp, (p2,¢2) Tr[A(p1,q1) A(p2, 2)]
_ / * dpy dqi dp dgs

9Ty Wp (p1,01)Wp, (p2,42)(p1 — p2)d(q1 — g2)

— 00

* dpidq
/,Oo orh Wp, (P1,0)Wp, (pr,q1)

= Tr(pypy) - (37)

Os resultados aqui obtidos sdo de extrema valia no que se refere ao mapeamento das relagdoes de comutacdo e
anticomutacio, conforme veremos a seguir.
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IIT O mapeamento das relacoes de comutacao e anticomutacgao

Para encontrarmos a transformada de Weyl das relagées de comutagdo e anticomutacdo entre dois operadores
arbitrarios A e B em MQ), torna-se necessario estudar inicialmente a transformada de Weyl do produto AB. O
ponto de partida é a representagao integral (8), isto é,

° dpy dqy dps d
AB = / % A(p17ql)B(pQ,q2)A(p1,q1)A(p2,q2)

| B i 0aw. (39)

no qual f(p,q) = Tr[ABA(p,q)]. Assim, substituindo a primeira igualdade da equagdo acima em f(p,q), ficamos
com

flp,g) =

> dp; dq; dps d
/ T T P2 T A(p1, 01)B(p2, ¢2) Tr[A(p1, q1) A(p2, 2) A(p, q)]

(2wh)?
92 / > dp dgy dps dgy
' (27R)

A 0BGz exp {3 10 = 002 =) = (@2 = O~ ]|
(39

Para resolvermos essa integral devemos, em principio, realizar a troca de varidveis p = p, —p e § = g2 — ¢, 0 que
nos leva a

foa) =2 [ A )80+ i+ exo {3 o — ) = aton ]}

Agora, expandindo a fun¢ao B(p + p, 7 + ¢) em uma série de Taylor nas proximidades dos pontos (p, ¢), obtem-se

=1 0 o\" 0 0
B(ﬁ+p,é+q)—z (ap+qa> B(p,q) = eXp( Pop T 93, >B(p,q)-

n= 0
Esta relacio permite-nos verificar a igualdade

exp {% [p(q1 — ) — a(m —p)]} exp <p(% gq

2% i 90 90
eXP{E[P(ql—q)—q(pl—p)]}e p[ <8p8q a—qa—pﬂl?(p,q)

que é fundamental para os nossos propodsitos. Note que as variaveis p e § foram substituidas pelos operadores
diferenciais —ﬂﬁ e 2h gp, respectivamente, atuando na primeira exponencial. Este fato justifica a taquigrafia
utilizada no ladl dlrelto da igualdade e as setas indicam o sentido de atuacdo dos operadores diferenciais. Logo, a

transformada de Weyl f(p, ¢) pode ser reescrita como segue:

foa) = 2 [ LI 4 ) exp {2 bt — ) - atn -]}

50 00
xexpl <6p8q a—qa—p>][5(p,Q)

dp1 dqx * dp dg 2% )
_ 2 dp dq 2i o ~
=2 /m 2h A(pl’ql)/m onh eXP{ = [Plar —a) — (o p)]}

~ J

) Bloa) =

~~

222”—; 6(p1—p)d(q1—9)
— = — =
X exp h 00 030 B(p,q)
Opdq dq0dp ’

00 90 90
= / dpy dqi A(p1,q1)0(p1 — p)d(q1 — q) exp l (a_a_ - a—qa—pﬂ B(p,q)

— 00
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Esse resultado nos leva a concluir que a transformada de Weyl do produto de operadores AB néo é igual ao produto
das transformadas A(p, q)B(p, ¢), mas sim uma func¢do mais complicada que depende de todas as ordens em # do
operador pseudo-diferencial localizado entre as fungoes A(p, q) e B(p,q). Em geral, tal operador é denotado pelo
simbolo * introduzido por Groenewold [23],

— = — =
vzexp | (00 00
=Py Opdq 0Oq0Op ’
o qual representa uma deformagao pseudo-diferencial associativa do produto ordinario A(p, q)B(p, ¢). Desse modo,
a Eq.(40) também pode ser encontrada na literatura sob a forma [24]

f(p,q) = Alp, @) x B(p, q) , (41)

cujas aplicacgdes em fisica se estendem desde o estudo de modelos semiclassicos e cadticos até as idéias de geometria
ndo-comutativa em gravitacdo quantica [25]. Outras aplicagdes do produto-* e informagoes técnicas mais detalhadas
podem ser obtidas nas referéncias [26, 27].

A transformada de Weyl das relagoes de comutacao e anticomutacdo decorrem agora prontamente da Eq.(40),

. [h 0B A §B)

[A,B] = 2isin [§<ap 9 g op >]A(p,q)3(p,q), (42)
h (O gB) (A H(B)

{A,B} = 2 cos {5 < o 01 07 op )]A(p,q)B(p,q). (43)

Nessas expressoes, as fungdes seno e cosseno devem ser interpretadas formalmente como a série correspondente a
cada um deles, respectivamente. Além disso, os indices A e B empregados nos operadores diferenciais indicam as
transformadas de Weyl em que os operadores atuam, caracterizando assim numa mudanca de notacdo. Alternati-
vamente, utilizando a notacdo de Groenewold, tais expressoes adquirem o seguinte aspecto:

[A,B] = A(p,q)»B(p,q) — B(p,q) x A(p,q) , (44)
{A,B} = A(p,q) xB(p,q) + B(p,q) x Alp, q) - (45)

Note que as Eqs.(42) e (43) sdo séries em /i e os termos de ordem mais baixa representados por

oA gB)  glA) 5(B)
(810 dq g Op

) Ap.0Bpg) e 2A(.q)B0.q) .

respectivamente. Consequentemente, a série associada a transformada de Weyl de # [A, B] comeca com o parénteses

de Poisson das transformadas de Weyl de A e B; enquanto que a série associada a % {A,B}, inicia com o produto
das transformadas de Weyl de A e B. Assim, considerando o limite & — 0, ficamos com

1 oA gB) (A §(B)
i a8 — (55— 55 ) Ad Bt (46)
1
lim — {A7 B} — Acl (pa q)Bcl (p7 q) . (47)
h—0 2

Isto nos motiva a procurar o limite do anédlogo cldssico da equacdo de von Neumann-Liouville, ou seja, verificar
se a dinamica quantica tende a dinamica classica no limite i — 0.

IV A dinamica quantica

Vamos considerar um sistema fisico qualquer descrito pelo operador densidade p(t) = |¥(¢))(¥(t)|, em que |¥(t))
representa um estado puro do sistema. O cdlculo do valor médio de um operador F ¢ feito pela defini¢do usual da

MQ,
(F): = Tr[p(H)F] = (T ())[F|2(2)) , (48)

ou através dos resultados obtidos até o presente momento,

®) = [ LY W) (49)
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com W(p,q;t) sendo a funcdo de Wigner para um tempo ¢ arbitrdrio. Assim, antes de prosseguirmos com a
descricdo da dindmica do sistema, vamos apresentar algumas propriedades adicionais para a funcdo de Wigner. As
duas primeiras propriedades referem-se ao calculo da quase-distribuicao por intermédio das Eqgs.(10) e (17), isto é,

) * dv i . )
OWoat) = [ e () va— o200z
_ /Oo Ao (L qu) B(p+ u/2 08 (0 — u/2:t) (50)
= _ 2rh Xp 7 q p ; p ;
e
. ho 0
(0) Wip.gst) = 2ah oxp (57 ) Telolt)d(a - Qoo — P
= V27h exp h o exp (L pg) ®(p: )0 (g )| - (51)
2i Opdq h ’ ’
Como o operador densidade é hermiteano, a fungdo W (p, ¢;t) é real e consequentemente,
W(p,q;t) = V2rh exp _h o exp L pq | ®*(p;t)¥(q;t)| - (52)
o 2i Opdq h ' '
A terceira propriedade decorre da desigualdade de Cauchy-Schwarz, isto é,
© dv * du 1
)7 < —\If—2-t2/—\IJ 2;1)2 = :
Wl < [ g iva—oznf [ was ol = o (53)

A desigualdade |W (p, ¢;t)| < % (h = 27h) implica que a fungao de Wigner é diferente de zero numa regido cuja area
do espaco de fase é menor ou igual a % [21]. Portanto, tal funcao traz embutida a informacio bésica do principio
de incerteza: esta nao pode ser localizada tanto em p quanto em ¢, o que nos leva a concluir que as distribuicoes
delta de Dirac estao descartadas neste contexto. De fato, este espaco de fase ndo é apenas uma outra representacao
do espaco de fase cldssico, mas sim um representante legitimo de um espaco de estados com sua estrutura celulada
devido ao principio de incerteza [10]. Além disso, a funcdo de Wigner W (p, ¢;t) pode assumir valores negativos, o
que justifica a termos designado de quase-distribuicao.

IV.1 A equacgao de von Neumann-Liouville

A evolucédo temporal da funcio de Wigner é uma consequéncia imediata da equacio de von Neumann-Liouville

para o operador densidade p(t),
0 1
7P = 7 Hp()] (54)

no qual H é o hamiltoniano do sistema que independe do tempo. De fato, realizando-se a transformada de Weyl
desta equacao obtemos como resultado

B /9H) gW)  g(H) (W)
[5<6q op  Op dq

sendo H(p,q) a transformada de Weyl do operador H. Para resolver essa equacdo, vamos definir o operador
Liouvilliano quantico

0 2
= W(p,q;t) = - sin

ot B )} H(p,q)W(p,q;) , (55)

2

L 2 [h (OEH) gW)  g(H) (W)
(paq) — —SlIl|: < aq 8}) - ap 8q >:| (paq)a

h
o qual permite-nos reescrever a Eq.(55) da seguinte forma:

W (p,0:0) = ~iL(p, )W (pya51) (56)

A solugéo formal desta equacao é dada por

W(p,q;t) = exp [—iL(p, ¢)(t — t0)] W(p,q; to) - (57)
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Nesta expressdo, observamos que a dependéncia em /i da fungdo de Wigner W (p, ¢;t) é proveniente de duas fontes:

W(p,q;to) e L(p, q).
Para um sistema fisico qualquer, cuja forma mapeada do operador hamiltoniano seja

p2

H(p,q) = om T Vig) , (58)

a fungdo de Wigner W (p, ¢;t) obedece a equagao diferencial parcial [21]

0 pd dV(g 0O N 2 (=) i\ 2k PV () 92K+ .
(575 Tmdg ” dg 9p Wip,a:t) = kz:; (2k +1)! \ 2 dg?h+1 ap2k+1W(p’q’t) ; (59)

a qual é prontamente obtida através da Eq. (56). Ao fixarmos i = 0 nesta equacdo, o que é equivalente a consi-
derarmos uma evolugio cldssica para W (p, ¢;t), verificamos que esta recupera a equacdo de Liouville da Mecéanica

Estatistica Cléssica,
0 po dV(g 0
- = — ;1) =0.
<8t+m8q a0 W(p,q;t) =0

Portanto, o lado direito da Eq. (59) pode ser interpretado como um termo adicional que introduz corre¢oes quanticas
a equacao de Liouville Cléssica.

Exemplo 4 A complezidade em resolver a equagio diferencial parcial (59) estd diretamente associada a natureza
da energia potencial V (q) do sistema fisico que estamos abordando. Recentemente, alguns sistemas sujeitos a poten-
ciais do tipo Morse, Péschl-Teller e oscilador harmonico modificado (OHM), foram investigados e suas respectivas
fungdes de Wigner calculadas através das fungoes de onda para os estados estaciondrios [28, 29]. Por exemplo, ao
considerarmos

D[(l—e‘ﬁq)Q—l] , D>0e 7 1>0 (Morse)
V(a) =4 —Vycosh™?(agq) , Vo =h?a?/m e a >0 (Péschi-Teller)
522_;;2 [(aq)2 —2(q) tanh(aq)] , a>0 (OHM)
temos que
PHV () 4Dp (262)k e384/ ginh (% —kln 2) , Vg (Morse)
At 2o 2Z:;;no:l(—l)m(2am)2(’“+1)e’%qm , q>0 (Péschl-Teller)
— 2hma Yoo (=)™ (2am)?*[1 + 2(k — agm)]e=2™ | ¢ >0 (OHM)

para k > 1, o que nos leva a obter diferentes contribuicoes em ordens de h para cada potencial em questGo. Em
particular, as fungdes de Wigner para to = 0 podem ser encontradas nas referéncias supracitadas, restando apenas
realizar um estudo detalhado acerca da evolug¢dao temporal cldissica e como as diferentes contribuicées de h afetam
tal evolugao.

Em seguida, iremos investigar o limite i — 0 de L(p, ¢). Para tanto, vamos definir o operador

e introduzir um parametro adimensional « no Liouvilliano quéantico de forma a reescrevé-lo como segue:

ho +

2 .
L.(p,q) = 7, sin <7 A) H(p,q) .

Supondo que a funcdo H(p, q) ndo dependa de £, a expansao em série de poténcias do operador

20 [ha o 1 (ha\® o3
La(P,Q):%l7A—§ (7) (A) +

permite-nos realizar o limite & — 0 conforme o procedimento

H(p,q) ,

<>
lim La(p7 q) =1 A H(pa q) = Lo(pa q) )
a—0
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sendo Lo(p, ¢) um operador classico. Nesse sentido, a evolu¢do temporal (56) tem por solucio

Wo(p,a;t) = exp [—iLo(p, q)(t — to)| W (p, g3 t0) » (60)
ou considerando um passo anterior,

OWo OHOW, OHOW,

em que {H, Wy} representa o parénteses de Poisson das funcgdes H(p,q) e Wy(p,q;t). Dessa forma, a Eq.(60)
descreve a evolucédo classica do objeto quantico W (p,q;to). Em suma, a introdugdo do parametro « nos leva a
tratar de forma independente os limites i — 0 na fungio de Wigner e na sua evolugdo temporal [11].

Exemplo 5 Considere o operador hamiltoniano do oscilador harménico unidimensional

P2 1
H = % + §mw2Q2 , (62)
assim como a sua forma mapeada
2
p 1
H(p,q) = 35—+ 5me’e” (63)

a qual independe de h. Para calcularmos a evolugio temporal da funcio de Wigner W, (p, q;t) através da Eq. (57),
devemos em principio estabelecer uma expressao formal para o operador Liouvilliano qudntico L(p,q) associado ao
sistema fisico em estudo, que para o nosso caso € dado por

q 0 bp 0
bo(bp/h)  h d(g/b)

Note que este operador nao possui qualquer dependéncia em h, levando-nos assim a uma evolugao cldssica da fung¢do
de Wigner qudntica Wy (p, q) para to =0,

L(p,q) = =Lo(p.g) (b =h/mw) . (64)

Wha(p,q;t) = exp [~itLo(p, ¢)] Wa(p,q) , (65)

com Wy(p,q) dado pela Eq. (31). Em seguida, vamos realizar a transformagio de varidveis

2 2 2
% = Re(a) = rcosf com r? = =+ ”,f; = |af?
. 2
F =Im(a) =rsinb f = arctan (%%) = arctan H{EEZ;]

na Eq. (65), o qual permite-nos obter um resultado importante. Para tanto, devemos inicialmente recorrer as
relacoes auzxiliares

0 — sin 024—60862 . 0 — cos 0  sinf 0
O(bp/h) or r 00 d(q/b) or T
de maneira a reescrever o operador cldssico Lo(p,q) como Lo (6) = zw . Consequentemente, temos que
0
Wa(r;t) =exp ( —iwtog | Wa(r) =Wa(r) = Walp,¢:t) = Walp,q) , (66)

ou seja, a funcao de Wigner associada ao autoestado do operador hamiltoniano (62) ndo evolui temporalmente.
Este fato pode ser explicado com o auzilio do operador evolugdo temporal

U(t) = exp (—% H) = e 2 R(wt) (67)

no qual R(wt) = exp (—iwt aTa) refere-se ao operador rotacdo, sendo

a:i< Q+ e aT:1< Q

V2 m) V2 o m)
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o0s operadores aniquila¢do e criacao, respectivamente. Dessa forma, ao calcularmos a fungio de Wigner Wy, (p, q;t)

por intermédio da Eq. (50),

Wh(p,q;t) =

I
T |
Q 8
[\
m@

@

X

S)

/°° 27h P (% p”) (g —v/2[U@®)In)(n|UT ()]g + v/2)

i —.UJ n .UJ n
(5 0) [0 = w/2lm] [eF0472 alg + 072

-/ ‘: 2 xp (,—i pv> (g — v/2)Ws(g +0/2)

= Wn(pa q) )

verificamos que o operador evolugdo temporal introduz apenas uma fase global e esta ndo apresenta nenhuma con-
tribuicdo para o cdlculo. De maneira andloga, o mesmo pode ser constatado para a Eq. (51),

2
Wa(p,g;t) =

2i Opdq

2i Opdq
= Wn(p7 q) ;

corroborando assim com o resultado obtido anteriormente.

.

wﬁexp(h o )h(

Var exp (5: 57 ) [exo (5 1) (IO @0 010)
Vart exp (o) {ex (3 90) [0 ] [ 2apg)] |

0 a9 0|

Agora, para encontrarmos uma expressio associada a derivada temporal do valor esperado de um observavel F,

basta lembrarmos da Eq.(49). Com isso, temos que

d _ ° dp dq 9 )
@ = [ T w0 W

t

— 00

2mh

—00

2mh

~ / T ) L )W (s 1)

= i/oo dp dg [L(p,q)f(p, )] W (p, q; )

— 00

2 [ dpdq .

oH) (f)

“h)o2mh M2

no qual a terceira igualdade foi obtida através da inte-
gracdo por partes e lembrando que W (p, ¢;t) se anula
nos limites p(¢) — £oo. Em particular, ao considerar-
mos 0s operadores momentum e posi¢ao, ficamos com

d _ > dpdq OH _
Z®=- [ LW ()

d _ [* dpdq OH )
—(Q)¢ —/_oo ah Op W(p,qt), (70)

as quais representam a transformada de Weyl das
equagoes de Ehrenfest da formulacao usual da Mecanica
Quéntica. Para A — 0, a funcdo de Wigner é equi-
valente ao produto §(p — po)d(¢ — qo) e as expressoes
acima recuperam as equacoes classicas de Hamilton

h /9H) gf)
[ ( o Op

op a—q>] H(p,q)f(p, )W (P, ¢:1) (68)

para Hei(po, go),

@ _ _8Hcl e @ _ chl
dt dqo dt Opo

(71)

Resumindo, nesta tltima secdo conseguimos recu-
perar a Mecanica Cldssica e as equagoes fundamentais
que governam a evolucdo temporal de valores médios
dos observaveis fisicos através de um processo limite
formal, o qual permite obter uma descri¢do do espago
de fase classico a partir de um espaco de fase quantico.

V Consideracoes Finais

O objetivo central deste trabalho é apresentar uma
contribuicdo para a literatura cientifica em lingua por-
tuguesa de um tema fascinante e de grande aplicabi-
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lidade nos diversos ramos da Fisica. Para tanto, uti-
lizamos de alguns conceitos matemdticos que sdo ge-
ralmente ensinados nos cursos de Mecanica Quantica
da graduacao e pés-graduacao, de modo a compilar
um texto diddtico e rigoroso acerca da formulacdo de
Weyl-Wigner da Mecéanica Quéantica no espacgo de fase,
possibilitando ao leitor uma rapida assimilacdo e um
eventual aprofundamento no tema. De fato, para os
leitores avidos por informacao recomendo a leitura das
referéncias [16, 17] e mais recentemente, o excelente li-
vro de W.P. Schleich [21] que traz um ndmero razodvel
de aplicagoes em Optica Quéntica. Em suma, espero
que o texto aqui apresentado cumpra sua finalidade e
sirva de incentivo para alunos e professores na busca
incessante por novos conhecimentos.
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