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Um problema nao trivial de projécteis

(A non trivial projectile problem)
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Resolve-se de uma forma original um problema de projécteis pouco conhecido e de alguma dificuldade.
Palavras-chave: Cinemadtica, movimento de projécteis.

An uncommon projectile motion problem of unexpected difficulty is solved in an original way.
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1. Introducao

O estudo do movimento de um projéctil num campo
gravitico constante desprezando a resisténcia do ar é
uma das aplicacdes mais elementares da cinemadtica
de uma particula, e constitui um assunto obrigatorio
em todos os livros de texto de Fisica Geral a nivel
intermédio. Este estudo é importante porque estende
para duas dimensdes o problema da queda livre unidi-
mensional, e permite que os estudantes se familiarizem
com a “separacdo” de dois movimentos efectuados em
direcgdes perpendiculares.

O facto das equagdes de movimento serem bas-
tante simples leva com frequéncia a pensar que todos
os problemas de projécteis sdo de certa forma trivi-
ais; ha, no entanto, algumas excepcdes. Neste trabalho
pretende-se mostrar uma dessas excepcoes.

2. Formulacao do problema

Consideremos um projéctil que € langado desde o topo
de um hemisfério de raio R. Sobre o projéctil ac-
tua um campo gravitico vertical constante g (ver Fig.
1). Deseja-se determinar a minima velocidade de
lancamento vy que o projéctil deverd ter de modo a
conseguir abandonar o hemisfério sem colidir com o
mesmo.

Este problema é muito pouco conhecido, e um dos
aspectos que o torna especial é o facto da abordagem
tradicional (puramente geométrica) ser extremamente
complicada (no apéndice € esbocada essa solucdo
geométrica). Aqui o problema serd resolvido de uma
forma alternativa, bem mais fisica; a solucdo que apre-
sentamos apoia-se na solugcdo prévia de outros dois
problemas, algo mais conhecidos, o que torna esta
abordagem bastante apelativa e, do ponto de vista
pedagdgico, muito instrutiva.

Figura 1 - Projéctil langado do topo de um hemisfério.

3. Problema auxiliar 1: Disparando so-
bre uma rampa

Um projéctil é lancado da base de uma rampa, cuja
inclinagdo é 3 (ver Fig. 2). O angulo de langamento,
relativo a horizontal, é o > (3, e a velocidade inicial
tem magnitude vg. Deseja-se determinar o alcance A,
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medido ao longo da rampa.

Le

Figura 2 - Projéctil langado sobre uma rampa.

Este € um problema classico [1-6]. Escolhendo
t = 0 como instante de lancamento, e o referencial
Oxy da Fig. 2, o vector posi¢ao do projéctil serd, em
funcdo do tempo,

1
7(t) = (vg cos )tz + |(vgsin o)t — ith g, (1)

de modo que a equacdo da trajectéria serd a parabola

9 2
21)(2] cos? o

2)

y = (tana)x

A interseccdo desta pardbola com a recta y =
(tan B)x que representa a rampa resulta num ponto
cuja abcissa satisfaz a equacao

22%362 = (tano — tan fB)x , 3)
vg cos? a

da qual resulta, para além da solucio trivial x = 0, a
solugdo z; associada ao ponto de impacto:

2v¢ cos? a(tan a — tan 3)

ry =
9

2 "
=% 2sinacosa—20082a5m/6

g cos 3
g sin(2a) cos B — sin B[1 4 cos(2a)]
g cos
v} sin(2a — §) —sin g3 @
g cos 3 ’

Logo, o alcance do projéctil ao longo da rampa serd

zi  v]sin(2a — f3) —sin
cosfB g cos? 3 ’
Para uma velocidade v( fixa, o maximo alcance
Amax € atingido quando sin(2a — 3) = 1, ou seja,

_

quando 2a — 3 = 7; assim Ap4 € atingido quando:

A= (&)

; (6)
e o seu valor sera
1)(2] 1—sing v% 1
mix — —_ ) = —— .
g1l—sin®3 gsinf+1

(7
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O caso especial de lancamento sobre uma su-

perficie horizontal (6 = 0) proporciona os resultados

bem conhecidos

quando:

(B=0). ®)

Naturalmente, todos os resultados anteriores per-
mitem também valores negativos de (3, o que fisica-
mente equivale a fazer o langcamento desde o topo da
rampa e nao a partir da base, que é a forma em que o
problema € apresentado em alguns livros [7-9].

4. Problema auxiliar 2: Disparando
por cima de um obstaculo

Deseja-se que um projéctil passe por cima de um
obstaculo de altura h localizado a uma distancia ho-
rizontal d do ponto de lancamento (ver Fig. 3). Qual é
a minima velocidade de lancamento vy que torna isso
possivel?

!
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Figura 3 - Projéctil langado por cima de um obstaculo.

Embora menos conhecido que o problema anterior,
este problema pode também ser encontrado na liter-
atura [10]. Para o resolver, em vez de ataca-lo di-
rectamente aproveitamos os resultados da sec¢do ante-
rior. Assim, tragcamos uma semi-recta com origem no
ponto de lancamento que passe pelo ponto mais alto
do obsticulo. Esta semi-recta serd o equivalente da
rampa do problema auxiliar 1, e a sua inclinagio sera
B = arctan(h/d). Vejamos qual a condi¢@o para que
o projéctil passe pelo ponto mais alto do obstaculo.

Numa tal situag@o, o alcance A ao longo da semi-
recta € fixado, o dngulo de lancamento ideal (de forma
a minimizar o valor de vg) sera, de acordo com (6),

1 h
o= % + 3 arctan <E> , 9)
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e o valor minimo de vy obtém-se a partir de (7):

Vo.min = V gA(sin 4+ 1)

= Vg(Asin 3+ A)
_ \/g (h+ViEr @) . o)

Assim, para que o projéctil ultrapasse o obsticulo
bastara escolher

v0>\/g (h+\/h2+d2) , a1

com o angulo de lancamento (9).

5. Resolucao do problema inicial: Dis-
parando do topo de um hemisfério

Voltemos agora ao problema enunciado na secgdo 2.
Tendo em conta a resolugdo da seccdo 4, podemos
agora reformular este problema imaginando o hemis-
fério como um conjunto (infinito) de obstdculos cujos
pontos mais altos se encontram a alturas cada vez mais
pequenas (ver Fig. 4).

y
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Figura 4 - Resolvendo o problema proposto.

Escolhendo o referencial Oxy representado, o
ponto mais alto do obstdculo colocado na posi¢do x =
d terd uma coordenada h = g, com 22+ (y+R)? = R
Assim,

d>=R? - (h+ R)*>= —h® — 2Rh
— h? +d?> = —2Rh . (12)

Convém notar que os valores h dos obstaculos sio,
neste caso, negativos.

Para cada obstaculo, a velocidade minima v re-
querida vird dada por (11); logo, para cada h no inter-
valo [— R, 0], teremos

v§>g(h+\/TRh> . (13)

Resta agora determinar o valor de h para o qual a
funcdo

2
f(h):hﬂ/ﬁzg—( g—\/—_h> (14)
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atinge o valor maximo, e usar depois (13) para obter
o valor minimo de vy. Obviamente f(h) é maximo
quando

‘/?:\/—h — g:—h

R R
f <—5> =3 (16)

Vo > — . (17)

d=\/R2 - =Y°R. (18)

O angulo de langamento associado a esta veloci-
dade minima €, usando (9), (15) e (18),

—R/2 >

™ 1
a:——l——arctan(

4 2 V3R/2
T 1 T T
-1+3(%5) =% (19

Concluindo, para que o projéctil abandone o he-
misfério com velocidade minima devera ser langado
com um angulo de 30° e com uma velocidade v tal

que
R
v > /2L (20)

6. Conclusoes

Foi resolvido um problema de projécteis muito pouco
conhecido, e que estd longe de ser trivial; o processo de
resolugdo envolveu o estudo de outros dois problemas
de projécteis ligeiramente mais simples. Desta forma,
um problema complicado acabou por tornar-se facil.
No apéndice mostram-se as grandes dificuldades que
apresenta o ataque directo do problema proposto.
Convém salientar que tanto o problema proposto
como os dois problemas auxiliares foram resolvidos
sem recorrer ao célculo diferencial; assim, qualquer
destes problemas pode, em principio, ser explicado a
alunos que ainda ndo conhe¢am o conceito de derivada.
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J4 a abordagem geométrica ensaiada no apéndice re-
quer necessariamente nio s6 o conceito de derivada
como também o teorema da fun¢do implicita.
Espera-se que este exemplo tenha mostrado que
os problemas de projécteis podem ser algo mais do
que simples “rotina”’; deseja-se também que ele tenha
ilustrado como trés problemas bastante diferentes po-
dem ser estreitamente relacionados, criando assim uma
visdo de conjunto que pensamos ser muito pedagdgica.
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Apéndice

Descrevemos aqui, muito resumidamente, como pode
ser resolvido o problema proposto através de uma
andlise puramente geométrica. Comecamos por escr-
ever a equagdo da trajectdria parabdlica descrita pelo
projéctil, usando o referencial Oxy da Fig. 4:

J__ .2 Q1)

= (tana)r — —5—5—
y=( ) 21}800520z
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Esta trajectdria deve ser interceptada com a circun-
feréncia
2’ + (y+R)?*=R>. (22)

Introduzindo (21) em (22) e desenvolvendo, chega-
se a equacgao

ard —br? —cx+d=0, (23)
g 2
= —"— 24
“ (22}3 cos? a) ’ @4
t
b g an2a 7 25)
v§ cos? a
R — 2
e=2r—0 (26)
v cos? o
d=2Rtanc . 27

A Eq. (23) descreve os pontos de interseccdo entre
(21) e (22) diferentes do ponto de lancamento (z = 0).
A Eq. (23) podera ter trés raizes reais diferentes (Fig.
Sa), duas raizes reais iguais e outra real diferente (Fig.
5b), e uma raiz real e duas complexas conjugadas (Fig.
5c¢). Estamos interessados na situac@o limite mostrada
na Fig. 5b. Sejam x = —x1 e x = x5 as duas solucdes
representadas nessa figura.

Figura 5 - Resolugdo geométrica do problema.

A Eq. (23) devera entdo poder ser escrita na forma

a(r +x1)(x —22)> =0 . (28)

Igualando (23) e (28) obtém-se as seguintes
equacoes:

b
xrq — 2%2 = ——, (29)
a
2_o9 __¢
Ty — 2r122 = = 30)
d
r1rs = — . (31)
a
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e inserindo as expressdes (32) em (31) obtém-se a
condi¢do

Quando as expressoes (24)-(27) sdo substituidas
em (33) resulta

4 A 3
— |z — — S« =
3 3

16 2
aﬁa<z+2—§ﬂm%0 , (34)
onde se definiu B
=L (35)
Yo

A relacdo (34) define implicitamente z em funcio
de a, e pode ser posta na forma

4(z —1)% 4 (132% — 442 + 4) sin® a + 322
ta=0. (36)

sin
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7z

O nosso objectivo é saber em que condigdes z
atinge o seu valor maximo (valor minimo de wvy).
Derivando implicitamente (36) com respeito a « € im-

pondo a condicdo g—é = 0 resulta

9 1322 — 442 + 4
smmo=———--——"—"
64z

(37

que inserida novamente em (36) permite obter a
equagao

3432% — 39223 — 50422 — 160z — 16 =0
= (z=2)(7z+2)>=0. (38)

A Eq. (38) tem apenas duas raizes: z = 2 e
z = —2/7. S6 a primeira é admissivel, devido a (35),
o que determina o valor minimo de vg:

R R
R —  vemm =%l (39)

2 ’ 2

0,min

Substituindo o valor obtido z = 2 em (37) resulta

. 9 1
sin a:Z - a=—=. (40
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