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2Departamento de Matemática e Estat́ıstica, , Universidade Estadual de Ponta Grossa, Ponta Grossa, PR, Brasil

3Coordenação de Eletrônica, Universidade Tecnológica Federal do Paraná, Ponta Grossa, PR, Brasil
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Neste trabalho é feita uma análise do problema inicialmente discutido por S. Strogatz que trata da relação
amorosa entre duas pessoas por meio de um sistema dinâmico. Para tanto, faz-se uma discussão dos conceitos
e ferramentas básicas da teoria de Sistemas Dinâmicos essenciais para a análise proposta. Investiga-se o com-
portamento assintótico do sistema para os valores dos parâmetros correspondentes aos casos em que se tem
“sentimentos opostos” e “personalidades opostas” de acordo com a interpretação dada ao sistema a fim de dis-
cutir a questão “os opostos se atraem?”. Discute-se também a situação em que o casal sofre influência de um
agente externo cuja dinâmica é governada por uma equação não-linear. Como resultado, obtém-se os planos de
fase para as várias situações consideradas bem como a função hamiltoniana para os casos de centros e selas.
Conclui-se citando alguns problemas f́ısicos que são descritos por equações semelhantes.
Palavras-chave: dinâmica de amor e ódio, equações diferenciais, campo vetorial, função hamiltoniana.

We analyze the problem first discussed by S. Strogatz, which deals with the loving relationship between two
people through a dynamical system. A discussion of the concepts and basic tools of Nonlinear Dynamics is done
and we focuse on the asymptotic behavior for parameters values that can be interpreted as “opposite feelings”
and “opposite personalities” for answer the question ”do opposite attract?”. We also discuss the influence of an
external agent whose dynamics is governed by a nonlinear equation. Our results correspond to the phase planes
for the several situations of the model as well as the Hamiltonian function for the cases of center and saddle
fixed points. We conclude by quoting some physical systems that are describe by of similar functions.
Keywords: love hate dynamics, differential equations, vector field, Hamiltonian function.

1. Introdução

A investigação de fenômenos a partir de sistemas
dinâmicos é um recurso presente em diversas áreas
das ciências. Dentre os sistemas mais utilizados, as
equações diferenciais constituem ferramentas de indis-
cut́ıvel importância, principalmente, na descrição de
sistemas f́ısicos, qúımicos, biológicos e em problemas
de engenharia [1]. Desde sua descoberta [2, 3] as
equações diferenciais têm sido utilizadas para estudar e
explicar a evolução de diversos fenômenos naturais. Em
1988, porém, S. Strogatz apresenta uma “aplicação”
um pouco diferente para equações diferenciais, a saber,
a descrição matemática da relação amorosa entre duas
pessoas [4]. Na realidade, Strogatz propõe uma inter-
pretação sentimental das variáveis de um sistema de
equações a fim de motivar o estudo das equações dife-
renciais e, ao mesmo tempo, discutir algumas técnicas
de resolução. Após o trabalho de Strogatz vários outros

estudos envolvendo a descrição de relações amorosas
via equações diferenciais foram realizados [5–7]. Recen-
temente, equações de ordem fracionárias [8], equações
com termos perturbativos [9] e sistemas com atraso de
tempo [10] também têm sido investigadas com tal mo-
tivação.

Neste trabalho parte-se do sistema proposto por
Strogatz a fim de apresentar algumas técnicas da
teoria dos sistemas dinâmicos úteis para analisar o
comportamento das soluções das equações diferenciais.
Considera-se sobretudo o caso em que se tem persona-
lidades opostas e sentimentos opostos, de acordo com
a interpretação dada ao sistema. Obtém-se a função
hamiltoniana do sistema e identifica-se semelhanças
desta com aquelas de problemas f́ısicos comuns. O
sistema é reescrito na forma de uma equação de se-
gunda ordem e leis f́ısicas conhecidas são identificadas
a partir de considerações sobre os parâmetros do sis-
tema. Finalmente, é inclúıda uma terceira equação não-
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linear no sistema a fim de torná-lo um pouco mais real
e, ao mesmo tempo, discutir outros comportamentos
dinâmicos próprios de sistemas não-lineares.

2. O modelo linear

O sistema proposto por S. Strogatz é constitúıdo de
duas equações diferenciais lineares acopladas que des-
crevem a variação do sentimento (amor/ódio) entre
Romeu e Julieta. Na forma geral do modelo, o sen-
timento de Romeu (R) e o sentimento de Julieta (J)
variam de acordo com as equações

F :





dR

dt
= aR + bJ

dJ

dt
= cR + dJ,

(1)

onde a, b, c e d são parâmetros que estabelecem a
variação do sentimento de cada um em relação ao sen-
timento atual de ambos, dado que valores positivos das
variáveis denotam amor enquanto que valores negativos
denotam ódio.

No sistema (1) as variáveis estão acopladas para
a, b, c, d 6= 0 e os valores escolhidos para os parâmetros
indicam os “estilos românticos” de cada um. Na forma
apresentada, o modelo admite 81 combinações diferen-
tes de parâmetros das quais Strogatz discutiu essencial-
mente os casos em que a e d são nulos [4] e o caso em
que a = d e b = c, aludindo demais variações [11]. O
primeiro caso retrata a história considerando o senti-
mento de cada um dependendo apenas do sentimento
do outro e o segundo representa ambos com o mesmo
estilo romântico. Logo, a “quantidade” de amor ou
ódio aumenta ou diminui de acordo com o sentimento
de cada um bem como do sinal dos parâmetros.

Tendo em vista a quantidade de variações que o sis-
tema (1) admite, serão estudados aqui dois casos par-
ticulares e algumas variações destes. O principal in-
teresse é investigar a afirmação de que os opostos se
atraem. Para tanto, considera-se, num primeiro mo-
mento, c = −b e d = −a de modo que Romeu e Juli-
eta apresentem personalidades opostas e, num segundo
momento, c = −a e d = −b, fazendo com que ambos
tenham sentimentos opostos.

2.1. A Análise

O estudo deste tipo de problema envolve algumas eta-
pas que são basicamente: ilustrar o campo vetori-
al; encontrar os pontos fixos; analisar a estabilidade
dos mesmos; encontrar e representar graficamente as
variedades no espaço de fases. Estes procedimentos
permitem obter informações da dinâmica do sistema
mesmo sem encontrar a solução anaĺıtica, o que para
algumas equações diferenciais é uma tarefa dif́ıcil ou
nem sempre fact́ıvel. A representação do campo vetori-
al ẋ = F(x), por exemplo, indica a orientação da curva

integral, sendo tangente à trajetória em cada ponto no
espaço de fases. Além disso, a determinação dos pontos
fixos ou de equiĺıbrio, da estabilidade destes e das suas
variedades ou “manifolds” revelam caracteŕısticas do
comportamento assintótico do sistema [11, 12]. Mesmo
no caso de fenômenos descritos por meio de equações
não-lineares, o estudo local de pequenas perturbações
próximas a um ponto fixo ou, então, a investigação da
parte linear do sistema podem evidenciar caracteŕısticas
importantes do mesmo [13].

Os pontos fixos (x∗) de um sistema dinâmico des-
crito por equações diferenciais são determinados por
F = 0 e a estabilidade destes é avaliada pelos auto-
valores da matriz jacobiana A = DF(x∗). Autova-
lores positivos implicam instabilidade na direção cor-
respondente e autovalores negativos implicam estabili-
dade [11, 14]. Para uma matriz quadrada genérica de
ordem 2, os autovalores correspondem às soluções da
equação

λ2 − tr(A)λ + det(A) = 0, (2)

isto é,

λ1,2 =
tr(A)±

√
tr(A)2 − 4 det(A)

2
. (3)

em que tr(A) denota o traço da matriz A e det(A) cor-
responde ao determinante de A.

Se det(A) < 0, então a Eq.(3) fornece dois autovalo-
res com sinais contrários, que corresponde a um ponto
de sela. Se det(A) > 0 deve-se considerar dois casos:
(i) quando tr(A)2 > 4 det(A) tem-se um nó, que pode
ser assintoticamente estável (tr(A) < 0) ou instável
(tr(A) > 0); (ii) quando tr(A)2 < 4 det(A), tem-se au-
tovalores complexos da forma λ = Re (λ) ± i Im (λ).
Nestes casos com Re(λ) 6= 0, obtém-se uma espiral que
pode ser estável ou instável de acordo com o sinal da
parte real dos autovalores.

Para o sistema (1), o ponto fixo é evidentemente
(J∗, R∗) = (0, 0). Como o sistema é linear, a jaco-
biana é constante e os autovalores dependem apenas
dos parâmetros. No caso de personalidades opostas os
autovalores são

λ1 =
√

a2 − b2 e λ2 = −
√

a2 − b2, (4)

e correspondem aos autovetores

v1 =




1
−a +

√
a2 − b2

b


 , (5)

v2 =




1
−a−√a2 − b2

b


 . (6)

Para o caso de sentimentos opostos tem-se

λ1 = 0 e λ2 = a− b, (7)

e autovetores

v1 =
(

1
−a/b

)
(8)
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e

v2 =
(

1
−1

)
. (9)

Além da estabilidade dos pontos, a matriz jacobiana
também possibilita construir o campo vetorial do sis-
tema, a partir do qual se obtém informações da tra-
jetória. Um conjunto de condições iniciais é escolhido e
a cada ponto x associa-se um vetor Ax, gerando vetores
com base em x orientados segundo a trajetória [15].
Como as variedades são geradas pelos autovetores, o
campo informa o comportamento das trajetórias em
cada ponto do espaço de fases uma vez que cada seta é
tangente àquele ponto da trajetória.

2.2. Resultados

Para o caso de personalidades opostas obtém-se um cen-
tro para a < b, Fig. 1 e uma sela para a > b, Fig. 2.
O primeiro caso significa que o sentimento de Romeu
é influenciado mais pelo sentimento de Julieta do que
pelo sentimento próprio, enquanto que o amor (ódio)
de Julieta depende mais do sentimento de Romeu.

J

R

Figura 1 - (Colorida na versão eletrônica) Campo vetorial (setas
vermelhas) e algumas trajetórias (curvas azuis) para o caso de
personalidades opostas e a < b.

Como trata-se de um centro, as trajetórias oscilam
em torno do ponto (0, 0). Neste caso, o sentimento de
ambos oscila continuamente entre amor e ódio, exis-
tindo amor mútuo (ódio mútuo) apenas no primeiro
(quarto) quadrante do espaço de fase. Evidentemente,
as trajetórias serão circunferências concêntricas para
a = 0 e b 6= 0, o que significa que os sentimentos variam
à mesma taxa. A existência de órbitas fechadas em
sistemas dinâmicos pode ser avaliada pelo divergente
do fluxo [14, 16]. Considerando o sistema (1) tem-se:
∇·F = a+ d, indicando a presença de órbitas fechadas
para a = −d como no caso de personalidades opostas.

Na Fig. 2 nota-se que dependendo da condição ini-
cial J → −∞ enquanto R → ∞ ou J → ∞ enquanto
R → −∞ . Isto significa que quando um estiver amando
mais o outro tende a odiá-lo, de modo que nunca haverá
amor mútuo. O caso ilustrado corresponde a um ponto
de sela, no qual tem-se autovalores simétricos impli-
cando uma direção estável e outra instável.

J

R

Figura 2 - (Colorida na versão eletrônica) Campo vetorial (setas
vermelhas), variedades (tracejado cinza) e algumas trajetórias
(curvas azuis) para o caso de personalidades opostas e a > b.

A Fig. 3 representa uma situação posśıvel para o
caso em que se tem sentimentos opostos, de acordo
com a interpretação dada ao sistema. Neste caso sem-
pre ocorrerá um autovalor nulo e outro será positivo
ou negativo de acordo com os valores dos parâmetros.
Para a > b as trajetórias se afastam da variedade gera-
da pelo autovetor correspondendo ao maior autovalor,
conforme mostra a figura. Por outro lado, se a < b a
variedade passa a ser estável e as trajetórias se apro-
ximam desta. Porém, independentemente dos valores
atribúıdos aos parâmetros a e b, as trajetórias que ini-
ciarem com J > 0 e R > 0 tendem para R > 0, ao passo
que trajetórias que iniciem na região em que J < 0 e
R < 0 tendem para J > 0. De acordo com a inter-
pretação sentimental do modelo, se iniciar a relação
com amor mútuo, assintoticamente haverá amor ape-
nas de Romeu ao passo que o ińıcio da relação marcado
por ódio mútuo conduz ao amor apenas de Julieta.

J

R

Figura 3 - (Colorida na versão eletrônica) Campo vetorial (setas
vermelhas), variedades (tracejado cinza) e algumas trajetórias
(curvas azuis) para o caso de sentimentos opostos.

Para o caso de personalidades opostas (Fig. 1), é
posśıvel encontrar a função hamiltoniana, uma vez que
a condição

∂

∂R

(
dR

dt

)
= − ∂

∂J

(
dJ

dt

)
, (10)

é satisfeita [16, 17]. A obtenção da função hamiltoni-
ana é motivada pelo fato de que sistemas hamiltonianos
apresentam somente selas e centros, de acordo com o



1308-4 Abdulack et al.

valor do determinante da matriz jacobiana associada.
Para o caso considerado, tem-se a função

φ(R, J) =
bR2

2
+ aRJ +

bJ2

2
, (11)

com φ constante. Assim, identificando φ(R, J) como a
hamiltoniana do sistema, então é simples verificar que
esta equação corresponde a uma cônica [18,19]. Para o
caso de centro, esta cônica evidentemente é uma elipse
cujo eixo maior faz um ângulo de θ = π/4 rad em
relação ao plano de fase R × J . No sistema de coor-
denadas rotacionado a função (11) pode ser reescrita
como

H(R′, J ′) =
(

b

2
+

a

2

)
(R′)2 +

(
b

2
− a

2

)
(J ′)2, (12)

o que deixa claro que as trajetórias no espaço de fase
deste sistema correspondem à uma famı́lia de elipses.
Se b À a ou, de maneira equivalente, a → 0, então
obtém-se aproximadamente uma circunferência de raio
(2H/b)1/2. Por outro lado, para b → a+, tem-se uma
elipse com excentricidade máxima.

Como as trajetórias são fechadas o peŕıodo é facil-
mente encontrado sendo igual a T = 2π/ω, onde ω =
Im (λ) [14]. De posse do sistema na forma rotacionada
e do peŕıodo, é posśıvel obter o tempo no qual J e R são
ambos positivos ou negativos ou são opostos, que, na
interpretação dada ao sistema original corresponde ao
tempo em que Romeu e Julieta passam se amando ou
se odiando. Como no sistema rotacionado a trajetória
tem o mesmo comprimento em todos os quadrantes,
tn = π/2ω (n = 1, 2, 3, 4), no sistema original o tempo
no primeiro e terceiro quadrantes é reduzido por um
fator de 2 devido a rotação de π/4 rad. Logo, o tempo
no qual Romeu e Julieta possuem sentimentos mútuos
é dado por t = π/4

√
b2 − a2.

É extremamente importante notar que a função
hamiltoniana permanece válida para o caso de selas no
espaço de fases, pois se a > b, então tem-se uma famı́lia
de hipérboles no espaço de fases R′ × J ′. No novo sis-
tema de coordenadas, tem-se:

F′ :





dJ ′

dt
= c1R

′

dR′

dt
= c2J

′.
(13)

A função (12) poderia ter sido obtida de sistemas
f́ısicos como o sistema massa-mola ou o pêndulo sim-
ples no limite de pequenas amplitudes, colocando-o na
formaH = (p2/2m)+V (q), i.e., identificando os termos
de (12) como energias potencial e cinética, respectiva-
mente. Se, essencialmente, V corresponder a uma ener-
gia potencial como função da coordenada generalizada
q, então tem-se a função hamiltoniana coincidindo com
a energia mecânica do sistema. Para fins didáticos, a
comparação no caso do sistema massa-mola é evidente
se V (q) = kq2/2.

O sistema (1) também pode ser identificado com
várias outras situações f́ısicas conhecidas quando es-
crito em termos de uma equação de segunda ordem.
Com este intuito, derivando a primeira equação (dR/dt)
em relação ao tempo e utilizando a segunda (dJ/dt),
obtém-se

d2R

dt2
= a

dR

dt
+ b (cR + dJ) . (14)

Agora, isolando J na expressão de R e substituindo na
Eq. (14) fica-se com

d2R

dt2
= (a + d)

dR

dt
+ (bc− ad)R. (15)

Esta é uma equação t́ıpica em f́ısica quando são con-
sideradas forças de arraste na descrição do problema
via formulação newtoniana, que pode ser comparada a
uma oscilação com amortecimento. Para os casos par-
ticulares analisados neste trabalho, ela se reduz a

d2R

dt2
= (a2 − b2)R ≡ −kR, (16)

para o caso de personalidades opostas e

d2R

dt2
= (a− b)

dR

dt
≡ K

dR

dt
, (17)

para o caso de sentimentos opostos. Note que a Eq. (16)
é a própria representação da lei de Hooke com uma
constante de mola k enquanto a expressão (17) pode
ser comparada à lei de Stokes fazendo K = 6πRη, onde
η é a viscosidade do meio.

3. O modelo não-linear

Como uma tentativa de tornar o modelo um pouco
mais real e, ao mesmo tempo, analisar outros com-
portamentos dinâmicos pode-se considerar que os sen-
timentos de Romeu e Julieta são influenciados por
um agente externo cuja dinâmica é descrita por uma
equação não-linear. Tal influência pode ser interpre-
tada como uma terceira pessoa, uma criança ou um
parente, ou mesmo a situação financeira do casal. Es-
tudos dinâmicos de relação amorosa entre duas pessoas
e triângulos amorosos a partir de sistemas dinâmicos
não lineares podem ser encontrados no trabalho de
Sprott [7]. Ele considerou um sistema com duas e outro
com quatro equações não-lineares e observou que, de-
pendendo dos valores dos parâmetros, o sistema pode
apresentar vários comportamentos dinâmicos interes-
santes, como ciclos limite e caos [7]. Neste trabalho,
porém, será considerado um sistema composto por ape-
nas três equações diferenciais sendo somente uma delas
não-linear.

Denotanto a influência externa por X e con-
siderando que sua variação depende de um parâmetro
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constante, de seu valor atual e da diferença dos senti-
mentos de Romeu e Julieta, o novo sistema passa a ser
descrito por

S :





dR

dt
= aR + bJ + hX

dJ

dt
= cR + dJ + lX

dX

dt
= eX + f(R− J)X + g,

(18)

onde e, f, g, h e l são os novos parâmetros e X a
influência externa.

Note que para o sistema (18) não é evidente as
situações em que Romeu e Julieta apresentam senti-
mentos opostos ou personalidades opostas. Sendo as-
sim, será considerada aqui a mesma interpretação do
estilo romântico assumido para o modelo linear, uti-
lizando l = 0 e h 6= 0 para ambos os casos. Uma outra
possibilidade seria assumir l = −h para um ou ambos.
Partindo desta forma geral do modelo, se e, f, g são nu-
los o sistema torna-se semelhante ao modelo estudado
por Rinaldi [5], proposto como uma aproximação mais
real da relação amorosa. Em tal situação X assume
valor constante e o ponto de equiĺıbrio do sistema deixa
de ser a origem que é o estado de indiferença mútua.
Dessa forma, supondo que Romeu e Julieta não se co-
nhecem inicialmente, R = 0 e J = 0, com o tempo
pode surgir um sentimento entre eles. Por outro lado,
admitindo apenas g 6= 0 o sistema exibe caracteŕısticas
do modelo estudado por Wauer [9].

Para o caso de interesse (l = 0), considerando e = 0
e f = 1 o sistema apresenta dois pontos fixos, a saber,

R∗± = ±
√

hgd2

ad2 + acd− bcd− bc2

J∗∓ = ∓c

√
hg

ad2 + acd− bcd− bc2
(19)

X∗
∓ = ∓ gd

d + c

√
ad2 + acd− bcd− bc2

hgd2

Assim, assumindo b e g positivos e a e h negativos e
considerando a situação em que se tem personalidades
opostas, a = −d e b = −c, o ponto (R∗+, J∗−, X∗

−) será
estável enquanto que (R∗−, J∗+, X∗

+) será instável. A
Fig. 4 mostra o caso em que a trajetória do sistema
converge para o ponto fixo estável. No entanto, esta
não é uma situação geral, pois dependendo da condição
inicial a trajetória também pode divergir, ou seja, ape-
nas as condições iniciais que se encontram dentro da
bacia de atração do ponto apresentam convergência ao
passo que condições iniciais fora da bacia apresentam
divergência à medida que o sistema evolui [12].

-1

 0

 1

 2

-1

 0

 1

 2

 3

-4

-3
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 0

 1

X

R
J

X

Figura 4 - Evolução temporal do sistema (18) para o caso de
personalidades opostas com a = −0, 5, b = 1, g = −1 e h = 0, 8.

Agora, mantendo b > 0, g > 0 e h < 0, mas as-
sumindo a > 0 os pontos fixos deixam de ser reais e
as trajetórias evoluem para um ciclo limite, conforme
mostra a Fig. 5. Ciclos limites são órbitas fechadas em
relação as quais as trajetórias vizinhas convergem ou di-
vergem em forma de espiral [12]. Para o caso ilustrado
o ciclo é estável, isto é, para qualquer condição inicial
(R0, J0, X0) as trajetórias necessariamente convergem
em direção ao ciclo à medida que o sistema evolui.
Do ponto de vista cient́ıfico, ciclos limites estáveis são
muito importantes uma vez que eles modelam sistemas
que oscilam de modo auto-sustentável, como os bati-
mentos card́ıacos, as secreções hormonais e algumas
reações qúımicas [11]. Em relação a situação modelada,
o ciclo limite significa que os sentimentos de Romeu e
Julieta oscilam entre amor e ódio. Já o tempo em que
um ama ou odeia dependerá sobretudo dos valores dos
parâmetros.

-20 -15 -10 -5  0  5  10  15  20
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-200
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 50

X

R

J

X

Figura 5 - Evolução temporal do sistema (18) para o caso de
personalidades opostas com a = 0, 5, b = 1, g = 0, 8 e h = −1.

De acordo com a Eq. (19) verifica-se que, para o
caso de sentimentos opostos, a = −c e b = −d, indepen-
dentemente dos valores dos parâmetros, os pontos fixos
serão ±∞. Considerando b > a > 0 o comportamento
resultante será um amando infinitamente enquanto o
outro odiará infinitamente tal como no modelo linear.
Em outras palavras, as trajetórias irão divergir com o
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tempo.
Para uma escolha bastante espećıfica dos

parâmetros, isto é, a = l = 0, b = h = −1, c = f = 1,
verifica-se que o sistema proposto, Eq. (18), assemelha-
se ao sistema de Rössler [12], diferenciando deste ape-
nas pela dependência de J na terceira equação. O
sistema de Rössler, além de ciclos limite, também exi-
be comportamento caótico para determinados valores
dos parâmetros, isto é, duas trajetórias iniciadas muito
próximas divergem exponencialmente a uma taxa λ,
sendo λ o maior expoente de Lyapunov do sistema [12].
A Fig. 6 exibe a série temporal do sentimento de
Romeu para duas condições iniciais muito próximas
(1% diferentes) e a variação temporal da distância δ
entre elas. Como se pode observar na figura, em poucas
iteradas o afastamento entre as séries torna-se bastante
evidente. Para os valores de parâmetros utilizados,
d = 0, 08, e = −14 e g = 0, 1, o expoente obtido foi
λ = 0, 039. Em uma análise mais rigorosa [20], isto
é, a partir dos autovalores da matriz Jacobiana e con-
siderando a média de 500 condições iniciais aleatórias,
obteve-se λ = 0, 038. Portanto, há um bom acordo
entre os valores obtidos. Cumpre destacar ainda que,
como o sistema é tridimensional, há três expoentes de
Lyapunov λ1 > λ2 > λ3 que caracterizam comple-
tamente o sistema. Para o caso analisado, obteve-se
λ1 = 0, 038, λ2 = 0, λ3 = −13, 45.
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Figura 6 - (Colorida na versão eletrônica) (a) Série temporal de R
para R0 = 0, 50 (linha preta) e R0 = 0, 51 (linha vermelha); (b)
evolução temporal da distância δ entre as trajetórias no espaço de
fase. O coeficiente da reta de ajuste (linha vermelha) representa
o maior expoente de Lyapunov do sistema.

Apesar da divergência exponencial das trajetórias
vizinhas, outra caracteŕıstica fundamental do compor-
tamento caótico é que as trajetórias são limitadas a
uma região do espaço de fases. Na Fig. 7 é apre-
sentado o comportamento de uma trajetória no espaço
de fase para os mesmos valores de parâmetros uti-

lizados na figura anterior. Considerando outros valo-
res de condição inicial o mesmo comportamento das
trajetórias é observado. A região do espaço de fases
para a qual as trajetórias convergem após um inter-
valo de tempo transiente é conhecida como o atrator.
Uma vez que o sistema (18) exibe caos para os valo-
res de parâmetros utilizados, seu atrator é denominado
caótico.
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Figura 7 - Atrator do sistema (18) para os valores de parâmetros
a = l = 0, b = h = −1, c = f = 1, d = 0, 08, e = −14 e g = 0, 1.

Embora a situação apresentada em que se obtém
comportamento caótico seja bastante espećıfica, outras
combinações de parâmetros podem ser investigadas. No
entanto, tal análise está longe dos objetivos propos-
tos neste trabalho. Mesmo para esta última situação
considerada fica d́ıficil identificar a personalidade de
Romeu e Julieta. Uma interpretação posśıvel seria
Romeu amando apenas quando é odiado por Julieta
ou quando o meio lhe influencia negativamente. O sen-
timento de Julieta, por outro lado, depende apenas de
seu sentimento atual e ela ama quando também é amada
por Romeu, não sendo influenciada pelo meio.

4. Conclusão

Neste trabalho investigou-se o comportamento de dois
sistemas dinâmicos autônomos, um bidimensional e li-
near e outro tridimensional e não-linear. Ambos preten-
dem descrever a dinâmica dos sentimentos entre duas
pessoas, Romeu e Julieta. Considerou-se, em especial, o
caso em que estes personagens apresentam sentimentos
opostos e personalidades opostas de acordo com a inter-
pretação dada ao sistema. Para estes casos foi posśıvel
constatar que os opostos nem sempre se atraem, isto
é, não tendem a um amor mútuo. No entanto, dada
a complexidade do comportamento humano, cumpre
ressaltar que a interpretação sentimental dada ao pro-
blema é apenas de cunho didático.

Considerando o modelo linear no caso espećıfico
em que Romeu e Julieta apresentam sentimentos opos-
tos, verificou-se que o comportamento não é tão trivial
quanto parece, uma vez que, embora ocorra sentimentos
opostos durante toda a evolução do sistema, é posśıvel
identificar as regiões para as quais a solução tende para
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valores positivos de uma ou outra variável. Quando per-
sonalidades opostas são consideradas, observou-se que,
exceto para o caso em que se obtém centro, Romeu e
Julieta tendem a apresentar sentimentos opostos. Em
outras palavras, dependendo do sentimento inicial de
ambos, após um determinado tempo, um deles amará e
outro odiará. No caso de centro, porém, o sentimento
de ambos oscila entre amor e ódio com um peŕıodo bem
estabelecido.

Embora o sistema linear analisado seja bastante
simples o mesmo pode ajudar a entender sistemas mais
complicados. Os procedimentos empregados para a
análise do campo vetorial permanecem válidos tanto
para sistemas lineares e mesmo na linearização para
estudo local de um sistema não-linear. Além disso,
expressões fechadas podem ser obtidas para a função
hamiltoniana e para o peŕıodo de oscilação no caso
de um centro. Não obstante, durante a análise apre-
sentada, nada foi comentado sobre ser R ou J o mo-
mento ou a posição. Entretanto, é evidente da trans-
formação de coordenadas que a função hamiltoniana
obtida assemelha-se à função hamiltoniana de outros
sistemas f́ısicos.

O modelo tridimensional, por sua vez, permitiu
investigar outros comportamentos dinâmicos interes-
santes e que são próprios de sistemas não lineares tais
como ciclos limite e caos. Nesta análise verificou-se que
o caso em que Romeu e Julieta possuem sentimentos
opostos pode apresentar comportamentos assintóticos
semelhante ao observado no sistema linear. No en-
tanto, para o caso em que estes personagens apresentam
personalidades opostas, verificou-se que o sistema pode
convergir para um ponto fixo que depende dos valo-
res dos parâmetros utilizados ou para um ciclo limite
ou mesmo divergir. Finalmente, semelhanças entre o
modelo proposto e o sistema de Rössler foram identi-
ficadas e, para um conjunto espećıfico dos valores dos
parâmetros mostrou-se que o sistema exibe comporta-
mento caótico.
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[17] N. Lemos, Mecânica Clássica (Editora Livraria da
F́ısica, São Paulo, 2007).

[18] J.L. Boldrini, S.I.R Costa, V.L. Figueiredo e H.G. Wet-
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