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Um dos grandes sucessos do Modelo Cosmolégico Padrao consiste na excelente concordancia entre sua pre-
visdo tedrica para as anisotropias na radiagao cdésmica de fundo e os mais recentes dados experimentais. Porém
a previsdo tedrica fornecida pelo modelo ndo é propriamente uma distribuicdo de temperaturas, mas varidveis
estatisticas relacionadas com tal distribui¢do: extrai-se da distribuicdo de temperatura uma fungao de correlagao
de dois pontos, que é expandida em polindmios de Legendre. Os coeficientes de tal expansao sao entao compa-
rados com as previsoes tedricas para a mesma quantidade. Neste artigo apresentamos de uma forma detalhada
como tais varidveis sdo construidas, com exemplos simples construidos para mapas de temperatura simplificados,
de modo a ressaltar as principais caracteristicas fisicas que podem ser lidas a partir deste procedimento.
Palavras-chave: astronomia, cosmologia, radiacdo césmica de fundo.

One of the greatest successes of the Standard Cosmological Model consists in the excellent agreement between
the theoretical prediction for the cosmic microwave background radiation anisotropies and the most recent experi-
mental data. However, this theoretical prediction provided by the model is not a proper temperature distribution,
but it is a set of statistical variables related to this distribution. One can extract from the temperature distri-
bution a two-point correlation function, which is expanded in Legendre polynomials. The coefficients from the
expansion are then compared with the theoretical prediction for the same quantity. In this paper we show in
detail how these variables are built, with simple examples from simplified temperature maps, in order to highlight

the main physical features that can be read from this procedure.
Keywords: astronomy, cosmology, cosmic microwave background.

1. Introducgao

Um assunto central na cosmologia atual consiste em
compreender os mecanismos pelos quais as anisotropias
e inomogeneidades sao geradas a partir de um universo
primordial praticamente homogéneo e isotrépico. Por
exemplo, medidas de precisao da radiagao césmica de
fundo 03] indicam que um padrao especifico de ani-
sotropia é observado na temperatura de tal radiagao.
Tomando o caso da distribuicao de matéria barionica,
observa-se que o universo é permeado por fortes con-
centragoes de matéria e imensos espagos vazios, carac-
terizando uma grande inomogeneidade na distribuicao
de matéria [@].

Um importante aspecto da pesquisa em cosmologia
consiste em utilizar simuladores numéricos para gerar
as anisotropias da radiacao césmica de fundo a partir de
flutuagoes iniciais em um universo homogéneo. A par-
tir da comparagao do padrao de anisotropias geradas
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com aquelas observadas, podemos testar as hipdteses
utilizadas em nossos simuladores.

Este tipo de anédlise aplicado a distribuicao de
matéria e a radiagao césmica de fundo foi fundamental
para estabelecer diversos parametros no modelo cos-
moldgico padrao. Por exemplo, supor um universo sem
uma componente de energia escura, além de estar em
conflito com a recente expansao acelerada observada em
dados de supernova, criaria um universo onde estru-
turas com uma certa escala tipica apresentariam uma
imogeneidade maior do que a observada.

Para compararmos um padrao de anisotropia com
previsoes tedricas devemos definir uma varidvel que
reflita tal padrao. Para as anisotropias da radiacao
c6smica de fundo utiliza-se uma funcao de correlacao de
dois pontos da temperatura desta radiagao, expandida
em harménicos esféricos (ver por exemplo a Ref. [H]).
Os valores dos coeficientes desta expansao permitem
uma comparagao direta entre previsoes tedricas e da-
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dos experimentais relativos ao padrao de anisotropia
em diversas escalas.

Um passo necessario é converter os dados experi-
mentais, apresentados como um mapa de temperatura
da radiagao césmica de fundo, nesta varidvel [B]. Em
seguida devemos extrair tal previsao de nosso modelo
teodrico, e finalmente avaliar a compatibilidade com a
variavel extraida dos dados experimentais. Apresentar
como é feita tal analise é o objetivo central deste artigo.

2. Radiacao césmica de fundo

A radiagéo césmica de fundo, ou CMB (do inglés Cos-
mic Microwave Background Radiation), se refere a ra-
diacao que deixou de interagir com a matéria do Uni-
verso apés o periodo de desacoplamento. Com a ex-
pansao do Universo e seu consequente resfriamento, os
fétons perderam energia e, apés determinado instante,
passaram a nao ter mais energia suficiente para ioni-
zar atomos de hidrogénio, o elemento mais abundante
no Universo. Consequentemente, a matéria passou a
ser transparente aos fétons, que deixaram de ser es-
palhados e passaram a viajar livremente. Atualmente
mede-se a radiacdo césmica de fundo e verifica-se que
0 seu espectro de energia em funcao de sua frequéncia
coincide com o espectro de um corpo negro, portanto,
pode-se associar a radiacao césmica de fundo uma tem-
peratura. A temperatura que melhor ajusta o espectro
de energia da CMB com o espectro de um corpo negro é
(2.725+0.001) K. Outra observacdo importante quanto
ao espectro da CMB ¢ a sua isotropia. Medidas feitas
em diferentes dire¢Ges no céu resultam no mesmo espec-
tro de energia. Isso confirma o principio cosmoldgico,
que afirma que o Universo apresenta as mesmas propri-
edades independente da posi¢ao em que se esteja ou da
direcao para a qual se olhe, ou seja, nao existe um ponto
do Universo privilegiado. Obviamente essa afirmagao é
valida apenas em grandes escalas, e é facil perceber que
ela se torna falsa em pequenas escalas, menores que al-
guns megaparsecs.

Além disso, a isotropria e homogeneidade nao séo
absolutas. De fato, com o avanco dos dados experimen-
tais, verificou-se que existem anisotropias no espectro
da CMB, que estao relacionadas com as perturbagoes
na distribuicao homogénea de matéria e radiagao no
inicio do Universo. FEssas perturbagoes também de-
ram origem as inomogeneidades na distribuicao de
matéria baridnica. Atualmente parte da cosmologia
se dedica a extrair informagoes das anisotropias da ra-
diagao césmica de fundo como as densidades de matéria
barionica, matéria escura e da constante cosmoldgica,
que por sua vez indicam a geometria do Universo.

2.1. Expansao em multipolos

Nessa segao introduziremos as fungoes utilizadas no es-
tudo qualitativo das anisotropias da radiacao césmica
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de fundo e em que nosso estudo foi baseado, a comegar
pela funcao de correlacao de dois pontos. Esse tipo
de funcao faz parte de um conjunto de fungoes de cor-
relagdo, que por sua vez podem caracterizar completa-
mente um mapa de temperatura do céu. Definimos a
funcao de correlagao de dois pontos por

C(a) = <g(11)§:€(12)>’ (1)

onde o simbolo () representa a média das flutuagoes
da temperatura em todas as direcoes, definidas pe-
los vetores unitédrios 1; e 1. Estes vetores satisfazem
I - Io = cosa. Ty representa a temperatura média
do mapa, e 6T = T(1) — Ty é a diferenca da tempe-
ratura de um certo ponto em relacao a temperatura
média. A funcgdo de correlacdo de dois pontos é uma
ferramenta poderosa na andlise cosmolégica que pos-
sibilita a determinagao de constantes cosmoldgicas e a
distingao entre modelos para o Universo. Existem ou-
tros tipos de fungoes de correlagao, como por exemplo
a funcao de correlacdo de trés pontos, que pode deter-
minar se as flutuages da temperatura seguem padroes
gaussianos, mas nos limitaremos apenas a funcao de
correlacdo de dois pontos. Até o momento supomos
que o Universo é, em geral, homogéneo e isotrépico em
largas escalas, segundo o principio cosmoldgico. Conse-
quentemente, devemos esperar que a média sob todas
as direcoes de um determinado ponto do espaco, por
exemplo a Terra, se aproxime da média realizada em
diversos outros pontos do espago. A média espacial de
C(a), fixado «, é chamada de média cdsmica. O des-
vio médio quadratico entre uma medida local e a média
césmica é chamado varidancia césmica. Como as inomo-
geneidades para angulos pequenos estao mais relaciona-
das do que para angulos grandes, a variancia cdsmica é
pequena para escalas angulares pequenas, mas se torna
substancial para separagoes angulares maiores do que
10 graus.

Pode-se escrever a expressao para C(«) como uma
soma discreta sobre multipolos C; dada por

oo
Cla) = 1 S (1 +1)CiPi(cosa), 2)
1=0
onde os termos C) sdo determinados numericamente a
partir da distribuicdo C(«).

A determinacao dos multipolos C; permite a de-
terminagao de diversos parametros cosmolégicos, como
a constante de Hubble Hy, a densidade de matéria
barionica €2, a densidade total de matéria €2,,, a den-
sidade de energia relacionada a constante cosmolégica
Qa, entre outros. Portanto, a andlise do espectro
dos multipolos de C(«) permite extrair diversas in-
formacoes a cerca do Universo. Nas segoes subsequentes
exploraremos melhor o aspecto do espectro das aniso-
tropias.
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3. Mapas de temperatura

Nesta secao construimos mapas de temperaturas de di-
versos céus, e posteriormente os caracterizamos através
da fungao de correlacao de dois pontos e sua expansao
em momentos de multipolo. Com a construgao de dife-
rentes céus, avaliamos quais propriedades da fungao de
correlagao e seus multipolos refletem as caracteristicas
dos mapas de temperatura. O primeiro passo foi a cons-
trucao destes mapas.

Um ponto do céu pode ser definido pela parte an-
gular (0, ¢) das coordenadas esféricas. Criar mapas de
temperatura significa atribuir a cada ponto do céu uma
temperatura, logo equivale a especificar uma funcao
T =1T(0,¢) da temperatura no dominio 0 < 6 < T,
0 < ¢ < 2w. O procedimento adotado para criar estas
funcoes se baseia em trés passos:

e Distruibuir N fontes de flutuacao, ou pontos, no
plano D = [0, 7] x [0, 27) das coordenadas (6, ¢).

e Cada fonte de flutuacao afeta o seu entorno
através de uma distribuigao gaussiana no angulo
de separacao com uma largura especifica o e com
uma amplitude a/(o7v/27).

e A temperatura de um determinado ponto (6, ¢) é
a soma das N gaussianas das fontes de flutuacao
naquele ponto.

Uma fonte de flutuagéo no ponto (6;, ¢;) é moldada
pela gaussiana

< PR 2
6:(0,¢) = ﬁexp [_Kmb;l) ] (3)

onde o; = «;(0,¢) é o angulo de separagdo entre
um ponto (6,¢) e o ponto (6;,¢;). Note que para
(0,9) = (0i,¢;) temos a; = 0 e logo §; = a/(o7V/27).
A temperatura em um ponto (6, ¢) do plano D é a so-
matoéria do efeito de todas as flutuagoes

N

T(0.9) = >_6i(0,9) =

a

orV2m
éexp l-i(“’so‘_lﬂ (4)

X

arT

O parametro de normalizagdo a é calculado de forma
que a temperatura média seja sempre constante, inde-
pendente do valor de op. Ou seja

1 1 a
—— [T ; _ Lt
pp (0, @) sin 0dOd ¢ pr— X

N

1 /cosa; —
> eI
i=1

1\ 2
5 or ) ]d(cos@)dgb, (5)

Ty
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o que leva a

_ 2T
TN

1 /1 1 (:1: ~1 ) ? i -
 ——— exp | — = x
orV2m J_1 2\ or
(6)
O célculo da distancia a; (6, ¢) é simples. Sejam os
vetores unitarios 7 = sin  cos ¢X + sin 0 sin ¢y + cos 02
e 7; = sin 6; cos ¢; X + sin 0; sin ¢;§ + cos 6;z que especi-

ficam a posigao no céu de dois pontos que se quer obter
a distancia angular, é imediato que

cosq; =7 - 7; = sin 6 sin 6; cos ¢ cos ¢; +
sin 6 sin 0; sin ¢ sin ¢; + cosf cos; —>
cos a;; = sin fsin 0; cos (¢ — ¢;) + cos O cos b;. (7)

Determinadas as posigoes das fontes de flutuacao, a
amplitude a das flutuagoes e o parametro de separacao
angular o, o mapa de temperatura é facilmente mon-
tado computacionalmente. Uma questao natural que
surge é como posicionar as fontes. Em nosso projeto
utilizamos duas abordagens, um posicionamento total-
mente aleatério no plano D e um posicionamento apro-
ximadamente uniforme sobre uma esfera que representa
o céu.

3.1. Distribuicoes uniformes

Dados N pontos, o problema de distribui-los uniforme-
mente sobre uma esfera é uma questao bastante com-
plexa. Primeiro, é necessério definir o conceito de distri-
buicao uniforme, e para isso devemos definir o conceito
de distancia entre dois pontos. Por enquanto adotare-
mos a distancia entre dois pontos como o comprimento
da geodésica entre eles. Uma maneira de definir a dis-
tribui¢ao uniforme de NV pontos é dizer que as distancias
entre quaisquer pares de pontos sao iguais, mas é facil
perceber que para N > 4 o problema jé nao possui mais
solucao. Imaginemos que vamos distribuir N pontos
numa esfera utilizando a nocao de distribuicao uniforme
citada acima e adotaremos uma distancia . Dado um
ponto P; qualquer, o lugar geométrico que dispomos
para distribuir o restante dos N — 1 pontos é a cir-
cunferéncia I'y de raio [ centrada em P;. Colocamos
entdo um ponto P, em I'y. Sendo I'y a circunferéncia
de raio [ centrada em Ps, o lugar geométrico que dispo-
mos para distribuir o restante dos NV — 2 pontos é a in-
tersecao entre I'y e I's. Em geral as duas circunferéncias
se intersectarao em dois pontos, entao o processo pode
prosseguir. De maneira geral, deve-se colocar o ponto
P, em ﬂ?:l I';, sendo I'; a circunferéncia de raio [
centrada em P,. E facil ver que para N grande tere-
mos (i, I'; = 0 e o problema nao terd solugao. Para
contornar esse problema aparentemente insoluvel, te-
mos que abandonar nossa nocao atual de distribuicao
uniforme. Em geral, definir o que exatamente é uma
distribuicao uniforme é algo extremamente complicado,
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entao nao a definiremos formalmente aqui, mas nos li-
mitaremos a descrever o processo de distribuigao uti-
lizado no projeto. Por outro lado, para que essa ideia
nao fique muito vaga, diremos que uma distribui¢ao uni-
forme de N pontos é uma distribuigao que é invariante
a rotagoes e translagoes, ou seja, mais informalmente,
que parece aproximadamente a mesma independente do
ponto em que se observa.

O procedimento adotado foi o seguinte: seja R o raio
da esfera e dado um niimero n (por conveniéncia toma-
remos n par), tomemos um grande circulo ' da esfera
e distribuimos n/2 pontos uniformemente espalhados
sobre uma metade de I', de modo que o angulo suben-
tendido entre as retas que unem dois pontos consecu-
tivos e o centro da esfera seja %’T Consequentemente,
o arco entre dois pontos consecutivos possui compri-
mento [ = %R, que sera nosso parametro de distancia
entre pontos préoximos. O que estamos fazendo é dividir
um grande circulo em n partes iguais, mas utilizamos
apenas metade. Agora escolhemos os pontos das ex-
tremidades da metade de I' como os polos O e Oy da
esfera. Seja P, um ponto consecutivo a O;. Tragamos
um plano perpendicular a O;05 passando por P;. A
intersecao entre este plano e a esfera determina uma
circunferéncia v; de raio r; = Rsin 27” Como disse-
mos, devemos tentar manter pontos préximos sobre a
esfera a uma distancia [, logo devemos arranjar pontos
sobre 71 de modo que a distancia entre eles seja aproxi-
madamente [. Para isso distribuimos m; pontos sobre
~1 sendo m; o inteiro mais préximo de 2”% = nsin 27“
Obtemos um conjunto de pontos que estao distantes [
do polo O; e distantes fn—’;R sin %’T ~ | de seus vizinhos
em ;. O processo pode ser repetido para o ponto P
consecutivo a P;. Identificamos a circunferéncia v, de
raio ro = Rsin 47” como a intersecao entre a esfera e o
plano perpendicular a 0102 e passando por P,. Dis-
tribuimos mo pontos sobre 5 sendo meo o inteiro mais
préximo de 2772 = nsin 47”. Obtemos um conjunto de
me pontos que estao aproximadamente a uma distancia
[ de seus vizinhos e dos pontos préximos de ;. De ma-
neira geral, o processo de uniformizacdo consiste em
identificar a circunferéncia 7; de raio r; = Rsin % ob-
tida da intersecao da esfera com o plano perpendicular
a 010, e passando por P;, e distribuir m,; pontos uni-
formemente sobre ~;, sendo m; o inteiro mais préximo
de %TT = nsin % A Fig. @ ilustra o processo de dis-

tribuicao uniforme descrito.

Devemos notar que a distribuicao utilizada nao é
exatamente uniforme. Isso é evidente com a apro-
ximagao da fragao msin %, o que resulta em pontos
cujas distancias diferem de [. Além do mais, mesmo
que por coincidéncia alguma fracao for [, entao tere-
mos assegurado a uniformidade entre os pontos den-
tro de uma circunferéncia -;, mas o mesmo nao pode
ser afirmado com relacao a pontos préximos em circun-
feréncias adjacentes. Outra questdo mais critica com

relacdo a uniformidade da distribuicao é a definigao de
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distancia utilizada. As distancias entre pontos dentro
de uma mesma circunferéncia ; nao utilizam o con-
ceito de geodésicas que mencionamos antes, e isso pode,
aparentemente, por em duvida a validade do processo
de uniformizagao utilizado. Por outro lado, com o au-
mento de n, as distancias entre os pontos diminui e a
geometria do problema se aproxima da geometria de
um plano, onde esse problema desaparece. Consequen-
temente devemos esperar bons resultados para n sufici-
entemente grande. Durante o processo de distribuicao
nao especificamos a quantidade total de pontos sobre a
esfera, mas apenas o parametro n que nos dé a quanti-
dade de pontos sobre um grande circulo. Obviamente,
sendo int(x) o inteiro mais préximo de z, a quantidade
total N de pontos é

n/2 n/2

2
N =2+ E m; =2+ E int nsin(Zi) ) (8)
i=1 1=0

levando em conta os polos. Como exemplo, para
n = 10, n = 50 e n = 100 obtemos, respectivamente,
N =34, N =794 e N = 3186. Vemos empiricamente
que N, a quantidade total de pontos, é aproximada-

mente proporcional a n?.

zZ

Figura 1 - Processo de distribui¢do uniforme. Os pontos repre-
sentam os n/2 pontos distribuidos inicialmente no grande circulo.
Os xises s@o os m; pontos distribuidos sobre a circunferéncia
7v; de modo que a distancia entre pontos consecutivos, medida
pelo comprimento do arco de «; entre eles, seja aproximadamente
l=2"R

=2°R.

3.2. Distribuicoes aleatdrias

Para distribuir aleatoriamente N pontos no plano D,
basta escolher aleatoriamente N pares ordenados em
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(cosb, ¢). No projeto isso foi feito utilizando-se um ge-
rador de numeros aleatérios, que retorna um ntmero
aleatério dentro do intervalo (0,1). Mostramos abaixo
na Fig. 2 duas distribuigoes aleatérias de temperatura
construidas de acordo com Eq. (@) e N = 794 (ntmero
escolhido para possibilitar a comparagao com uma dis-
tribuicao uniforme com N=50 pontos em um grande
circulo), para duas escolhas de op. As localizagoes das
fontes de perturbacao é idéntica para os dois graficos.

4. Tratamento numérico

4.1. Calculo da funcao de correlagao

A funcao de correlagao é central em nosso estudo so-
bre anisotropias da radiagao césmica de fundo, como ja
mencionado antes. E através dela que obtemos os mul-
tipolos e extraimos informagoes acerca da distribuicao
de temperaturas do céu. Como definido na se¢ao 2.1, a
funcao de correlagao é dada por

Cla) = (S ), )

25
2
D@
2 15
o
’
0.5
S 0
0 50 100 150 200 250 300 350
o
(a) or = 1072
D
o0
o
o

12
10
8
6
4
2
0

100 150 200 250 300 350
¢

(c) op = 1073

(b) or =
Mollweide.
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onde o simbolo () representa a média das flutuagoes da
temperatura em todas as diregoes 1 e 1y satisfazendo
l; - 15 = cosa. Para calcular a média da quantidade
entre (), fixamos um angulo « entre as diregdes 1; e
lo. Variamos entao 1; em todas as direcées do céu,
ou seja, varremos todo o conjunto de valores (61, ¢1).
Para cada direcao de 1; variamos a direcao de 1y den-
tro do conjunto de valores possiveis (62, ¢2) tais que
1; -1o = cos a. Esse conjunto de valores (0, ¢2) é deter-
minado pelo cone de abertura o com altura na diregao
1;. Deve-se notar que as variagdes em 3 e ¢ nao sao
independentes, ao contrario das variacoes em 67 e ¢;.
Para descrever 65 e ¢ utilizamos um parametro angu-
lar 8, como mostrado na Fig. B. A interse¢do entre a
esfera e o cone de abertura a com altura na direcao
1; determina uma circunferéncia, que estd relacionada
ao conjunto de valores possiveis de 02 e ¢3. Podemos
varrer a circunferéncia, e consequentemente descrever o
vetor 1y, através do dngulo S entre uma direcdo varidvel
e uma direcao fixa, que serd tomada como o versor ey
no ponto (1, ¢1). Com isso, podemos escrever Eq. (8)
como

1072, utilizando projecio de

@

(d) or = 1073, utilizando projecio de
Mollweide.

Figura 2 - Mapas de temperatura baseados na distribuigdo aleatéria de fontes de flutuagdo. Utilizamos N = 794 em ambos os mapas.
Apresentamos os dados em cos 6 e ¢, onde os pontos de distribuigdo sdo aleatoriamente espalhados, e utilizando a projegao de Mollweide,

para comparagao visual com os resultados de CMB.
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1 ™ 2
Cla) = ﬁ/ sin 0d6 do x
0

/O a8°710.9)°20.6,0.9), (10)

onde omitimos o subescrito 1 em 6 e ¢, e o coefi-
ciente 1/87% representa a normalizacio das integrais.
A expressao (M) pode ser resolvida numericamente
com base em um mapa de temperatura, simplesmente
variando-se 0, ¢ e § e lendo as temperaturas em cada
par de pontos (01, ¢1) e (02, d2).

Resta saber como 03 e ¢ podem ser escritas em
funcao das varidveis de integracao o e 8 e de 61 e ¢;.
O vetor 15 pode ser escrito em termos de coordenadas
esféricas em um sistema de coordenadas S’ cujo eixo
2z’ aponta na direcao de 1y, y’ aponta na direcao de
egp e o e B sao os angulos esféricos relacionados a es-
sas coordenadas. Neste sistema de coordenadas 15 tem
componentes

1, = (sina cos B, sin asin 3, cos ),
enquanto, no sistema de coordenadas original, temos
15 = (sin 63 cos ¢, sin O sin ¢a, cos b3).

Para transformar as componentes de um vetor en-
tre estes dois sistemas de coordenadas devemos fazer
duas rotagoes sucessivas. Primeiramente realiza-se uma
rotacao de 6; em torno de z’ de modo a alinhar z’ e z.

Desenvolvendo esta relagao, obtemos

cosbly =
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Em seguida realiza-se uma rotacao de (w/2 — ¢1) em
torno de z, de modo a alinhar z’ e z. Ou seja

sin @5 cos ¢o sing; —cos¢p O

sin @5 sin ¢o =| 4cos¢p; sing; 0 | x
cos Oy 0 0 1

1 0 0 sin « cos 3

0 cosf; sin6; sinasing |. (11)

0 —sinf; cosby cos «

Figura 3 - Representagdao dos vetores 1; e 1z tais que 11 -l =
[12] cos av.

sin 0 sin ¢ + tan acos 61 sin ¢q sin 8 + cos ¢1 cos f)

— sin 1 sin acsin 3 + cos 01 cos a, (12)

tan ¢y =

sin 6 cos ¢1 + tan a(cos 01 cos ¢y sin B — sin ¢y cos 3)

(13)

Obtemos assim o ponto (s, ¢2) em fungdo dos pardmetros 61, ¢1,a e 3, que sdo as grandezas que aparecem
na integral (). Em nosso projeto utilizamos processos de integragdo por Monte Carlo da biblioteca GSL para

realizar as integrais.

4.1.1. Alguns limites

A funcao de correlagao quantifica o quanto as anisotropias na temperatura estao relacionadas entre si, ou seja, o
quanto as gaussianas da Eq. (B) das fontes de flutuacdo se sobrepoem. Um limite importante é o calculo desta

funcao quanto o = 0. Nesse caso, temos

1
€O = 5= ),

s

47

27 27
" sin 6o / de / dﬁ"m

= sin 9d9 dd) ‘
0

e
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Se fizermos o caso extremo or — oo, entao as flu-
tuagoes se tornam 6;(6,¢) = To/N, ou seja, tornam-
se constantes. Consequentemente, temos um mapa de
temperatura uniforme, sem anisotropias, e entao é ime-
diato que C'(a) = 0.

Por outro lado, para op << 1 identificamos a de-
finicao da distribuicao delta de Dirac na definicao de
0

0:(0,0) = %5(0% a; —1).

Isso é de se esperar, uma vez que a diminui¢ao de o
resulta em gaussianas cada vez mais estreitas, e conse-
quentemente uma diminuigdo na sobreposi¢cdo. O que
ocorre é um isolamento das fontes de flutuagao. A tem-
peratura num dado ponto (6, ¢) é

N
T(0,¢) = 2%0 Z §(cosa; —1). (14)

Temos entdao que a fun¢ao C(a) serd zero para todo «,
com excecao daqueles valores especificos onde uma se-
paracao « corresponde a uma abertura entre dois pon-
tos de flutuagao, quando C'(a) — oo.

Lembrando que as trés caracteristicas que determi-
nam um mapa de temperatura sao a quantidade de
fontes de flutuagao N, a maneira de distribui-las e o
parametro de separacao angular o7, na proximas secao
analisaremos as fungoes de correlagao obtidas nume-
ricamente variando-se os parametros N e o7, primeiro
para distribuigoes uniformes e depois para distribuigoes
aleatérias.

4.2. Calculo numérico dos momentos de multi-
polo

Até o momento nos limitamos apenas ao estudo das
funcoes de correlagao, mas os resultados e conclusoes
que decorrem delas nao sao imediatos e nem sempre
claros. Devemos portanto recorrer a expansao de C'(«)
em momento de multipolo, como discutido na secao
2.1. Nessa secao discutiremos o processo de expansao
utilizado no projeto. Como estabelecido na Eq. (B)
da segao 2.1, podemos escrever a fungao de correlagao
como

o0

1
— > 21+ 1)CP(cosa), (15)
i
1=2
onde C; sao os momentos de multipolo. Sabemos que
os polinémios de Legendre obedecem a relagao de orto-

gonalidade

1
P, P, 1
/_1 ' (cos a) Py (cos a)d(cos ) = 21+151m, (16)

onde d;,, ¢ o delta de Kronecker. Multiplicando a
Eq. (3) por P;(cos ), integrando e usando relacao de
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ortogonalidade (@) temos
1 1 &
[ 1 C(a)P(cosa)d(cos @) = — m;(zm +1)C,, x
1
/ P, (cos @) P;(cos a)d(cos o) =
-1
B /1 C/(a) Py(cos a)d(cos ) (17)
l_2l—|—1 . o) S (¢ Sx).

Uma vez montada a fungao de correlagao C(«), ob-
ter os multipolos é imediato. Na préxima se¢cao mos-
traremos o calculo das fungoes de correlagao e do espec-
tro de multipolos de diversas distribui¢coes de mapas de
temperatura uniformes e aleatérios.

5. Resultados

5.1. Distribuigoes uniformes
5.1.1. Funcgoes de correlacao

Vamos analisar agora as fung¢bes de correlagao de ma-
pas de temperatura cujas fontes de flutuagao foram dis-
tribuidas uniformemente segundo nosso algoritmo da
secao 3.1. Na Fig. @l mostramos quatro fungoes de cor-
relagdo de mapas com mesma temperatura média (T,
mesma quantidade N de fontes de flutuagao e diferentes
parametros de separacao angular op.

Para valores altos de or, a distribuicdo C(«) nao
varia muito, como pode-se observar nas Figs. Ha) e
@b), o que era de se esperar uma vez que as varias dis-
tribuicoes de temperatura se sobrepoem, suprimindo as
flutuagoes de temperatura. Por outro lado, para valo-
res menores de op o carater da distribuicao uniforme
comecga a se tornar claro, como se vé nas Figs. Hc) e
Bd), que apresentam uma forte regularidade. Quanto
a simetria das Figs. Bc) e Bd), esperamos, pela dis-
tribuicao uniforme, que regioes opostas do céu sejam
relativamente parecidas, ou seja, que as correlagoes de
pontos (0, @) e (0%, ¢%), e (0,¢) e (m—6*, 7w+ ¢*), sejam
parecidas.

5.1.2. Momentos de multipolos

Passaremos a investigar o espectro de multipolos de
funcoes de correlagao obtidos de mapas de tempera-
tura construidos com processo de distribui¢ao uniforme,
como as fungoes de correlacao da subsegao 5.1.1. Na
Fig. B mostramos o espectro das funcoes de correlacao
da Fig. @

As Figs. Ba) e Bb) mostram alguma estrutura em
C; para baixos valores de [, e valores praticamente
nulos de C; para altos valores de [. Isto se deve ao
fato de que o alto valor de o homogeneizam o mapa
de temperaturas. A estrutura para baixo valores de [
ocorre devido ao nosso processo aproximado de criacao



4312-8

de mapas uniformes, o que cria uma pequena anisotro-
pia em nosso mapa. Por outro lado, diminuindo-se a
separacao angular, a posi¢ao das fontes torna-se clara
e o padrao uniforme passa a ser evidente, como se vé
nas Figs. Bc) e Bd). Como previsto na subsecao pas-
sada, temos um pico claro em [ = 50 nos espectros
dos mapa com o7 = 1073 e o = 107%, que pos-
suem justamente n = 50 pontos num grande circulo,
0 que indica a separacao média entre as fontes de flu-
tuagao. Por causa do cardter uniforme da distribuicao,
as distancias das fontes aos seus vizinhos mais préximos

Diniz e Holanda

estao préximas da média, o que resulta em um desvio
padrdo pequeno e consequentemente em um pico es-
treito. Agora, a Fig. Bd) possui uma caracteristica inte-
ressante. Diminuindo-se ainda mais a separagao angu-
lar e consequentemente a sobreposi¢ao das flutuagoes,
as posigoes de fontes mais distantes a uma dada fonte
passam a ser evidentes e devem se refletir no espectro de
multipolos. De fato, é o que se observa na Fig. Bd), que
possui picos evidentes em [ = 100 e [ = 150, ambos mul-
tipolos de [ = 50, e traduzem distancias caracteristicas
entre pontos que nao sao vizinhos.

2)(10_5 T T T T T T T T T T
. B 06, = 10-3i 0.4
1x1
g X0 . 0.2
@)
0 0
5 |
-1x10 — ————————-02
L 2 4L 4|
_ = [~ = _ 15
%10 4| b)o,=10" | I d)o,=10 | -
3 4 i §
o 1x10 B 15
_1)(10-4— 1 | 1 | 1 = i 1 | 1 | I |__5
0 1 2 30 1 2 3
o o

Figura 4 - Fungoes de correlagao de mapas de temperatura com distribui¢do uniforme de flutuagoes, n = 50 fontes de flutuagdo num
grande circulo, e logo N = 794 fontes ao total, e com diferentes pardmetros de separagdo angular op.
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Figura 5 - Momentos de multipolo de mapas de temperatura com distribuicdo uniforme das flutuacées, n = 50 fontes de flutuacao no
grande circulo, e N = 794 ao total, e diferentes parametros de separacdo angular o.
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5.2. Distribuicgoes aleatérias

Nessa subsecao trabalharemos com fungoes de cor-
relagao obtidas através de mapas de temperatura cons-
truidos segundo uma distribuigao aleatéria das fontes
de flutuagoes. Na Fig. (B) mostramos quatro fungoes
de correlagdo C'(a) de mapas com a mesma quantidade
N de fontes de flutuagoes e com diferentes parametros
de separacao angular op.

Notamos que para or relativamente alto, nao existe
distingao evidente entre as fungoes de correlagao obti-
das de mapas aleatdrios e mapas uniformes, como se vé
comparando as Figs. Ba) e Ba), Bb) e @b). Uma vez
que existe muita sobreposi¢ao das fontes de flutuacao
para op > 1072, ndo importa se elas estdo distribui-
das uniformemente ou aleatoriamente. Outro ponto a
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ser observado é a diferenca entre as Figs. Bd) e Bd).
Enquanto a Fig. Bd) indica uma tendéncia de C(«) se
aproximar de uma funcdo degrau, com C(a) — 0 para
a # 0, o mesmo nao é verdade na Fig. Bd), que possui
uma clara simetria em torno de v = 7. Isso mostra
que o fato da distribuicao das fontes de flutuagao ser
aleatéria é fundamental para que as médias se anulem

quando « # 0.

5.2.1. Momentos de multipolos

Na Fig. @ mostramos o espectro de multipolos das
fungoes de correlacao da Fig. B, construidos sobre

mapas aleatérios. E costume expressar nos graficos
1(I+1)Cy

5-— em fungao de [, entao também o faremos aqui.

2%107° —
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Figura 6 - Funcdes de correlagdo de mapas de temperatura com N = 794 fontes de flutuagao distribuidas aleatoriamente e com diferentes

parametros de separacao angular or.
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Figura 7 - Momentos de multipolo de mapas de temperatura com distribuigdo aleatéria de flutuagoes, N = 794 fontes de flutuacao e

diferentes parametros de separacdo angular op.
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Observamos o surgimento de um pico ao longo dos
espectros, que se desloca ao longo do eixo x e se
alarga, tornando-se cada vez menos observavel para
op < 10~%. Ficou claro na anilise dos momentos de
multipolo para distribuigoes uniformes que o pico ob-
servado estd relacionado com a distancia média entre as
fontes de flutuacdo. Nao se observa o pico na Fig. @a)
pois a sobreposicao das flutuagoes nao permite uma dis-
tincdo clara das fontes, e logo a determinagdao de uma
distancia média. J4 a dilui¢do do pico na Fig. @d) vem
da aleatoriedade da distribuicao, que resulta em muitos
pontos cujas distancias a outros pontos estao longe da
média, o que se traduz em um desvio padrao grande e
uma alargamento do pico.

Em contraposi¢ao aos resultados da Fig. B, nao é
possivel associar a posicao dos picos nos espectros da
Fig. @ com um valor de [ tnico. Como mencionado
na sec¢ao 3.1 da distribuicao uniforme, distribuir pontos
uniformemente de modo que tenhamos n = 50 pontos
sobre um grande circulo resulta em N = 794 pontos
distribuidos no total, que é justamente a quantidade
de fontes que estivemos utilizando nos mapas expan-
didos em multipolos até agora. Podemos entao pen-
sar que, para uma distribuicao aleatéria com N = 794
pontos, temos aproximadamente 50 pontos sobre um
grande circulo qualquer. Porém a aleatoriedade da dis-
tribuicao faz com que a distancia média entre estes picos
varie bastante, e a posicao dos picos na Fig. @ refletem
justamente este fato.

6. Os resultados da WMAP

A WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe)
é uma sonda da NASA que possui a missao de estu-
dar a radiacao césmica de fundo e medir suas aniso-
tropias. A WMAP foi nomeada assim em homena-
gem a David Wilkinson, membro da equipe cientifica
da missao. Até este ano WMAP era o experimento
mais preciso na medicao da CMB, e desde 2006 vem
lancando resultados para a comunidade cientifica (o ex-
perimento Planck [B] divulgou seus dados preliminares
no inicio deste ano, com uma precisao superior aquela
do WMAP). Seus dados deram origem ao famoso mapa
de temperatura do Universo mostrado na Fig. B e ao
espectro de multipolos mostrado na Fig. @.

De modo a caracterizar melhor os dados da WMAP
e tentar reproduzi-los, montamos a fun¢ao de correlacao
do mapa de temperatura do Universo a partir do es-
pectro de multipolos da Fig. B. Obviamente, devemos
truncar a soma infinita, e no projeto utilizamos multi-
polos até [ = 1000 para realizar a conversao do espectro
para C(«). O resultado estd mostrado na Fig. M.

Diniz e Holanda
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Figura 8 - Mapa de temperatura do Universo medido pela
WMAP.
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Figura 9 - Espectro de multipolos obtido pela WMAP. Ainda, sdo
mostrados dados de experimentos passados(ACBAR e QUaD). A
escala do eixo horizontal ndo é constante. A linha sélida mostra
a curva que melhor se ajusta aos dados baseado no modelo cos-
molégico de um Universo plano com constante cosmolégica A.
Os erros para baixos momentos de multipolo (I ~ 10) vém da
variancia césmica.
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Figura 10 - Funcao de correlagdo do mapa de temperatura do
Universo obtida através do espectro de multipolos da Fig. 8.

A fungdo de correlagdo da Fig. M é caracterizada
por uma queda rapida que logo se suaviza, atinge um
minimo e passa a crescer novamente. Todas funcoes
de correlagao das segOes anteriores nao possuem todas
essas caracteristicas. O melhor que obtivemos foram
fungoes que decaiam, atingiam um minimo e passavam
a crescer novamente, como as Figs. Ba) ¢ Ba). Isso tal-
vez indique que a distribuicao de temperatura do Uni-
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verso possua um caracter mais proximo de aleatorio do
que uniforme, o que é de se esperar pela teoria da CMB
e pelas condigoes impostas pela inflacdo. Estas nossas
fungoes de correlagao também possuem uma separacao
angular relativamente elevada, da ordem de o = 1071,
o que talvez implique uma quantidade apreciavel de so-
breposicao das flutuagoes no Universo. Por outro lado,
os gréficos das Figs. Ha) e Ba) ndo possuem uma
queda inicial rapida como a da Fig. M, mas sim su-
ave, entao nao é possivel tirar conclusoes exatas so-
bre a distribuicao de temperaturas no Universo apenas
com os resultados coletados no projeto. E necessério
mais andlises para obtermos funcoes de correlagao mais
proximas a da Fig. M. De fato, essa necessidade é sus-
tentada pelo fato de nao termos obtido, em nenhum
momento ao longo do projeto, um espectro de multipo-
los como o da Fig. @ medido pela WMAP.

7. Conclusoes

Um mapa de temperatura é caracterizado por basica-
mente trés fatores: a quantidade N de fontes de flu-
tuagoes que geram as temperaturas em cada ponto do
mapa, a maneira de distribui-las sobre o céu e o fator de
separacao op que mede o quanto as flutuagées de uma
fonte se sobrepéem com as flutuacoes das outras fontes.
Existe um quarto fator que nao levamos em conta expli-
citamente: a modelagem das flutuagoes geradas pelas
fontes. No projeto moldamos as flutuacoes geradas pe-
las fontes em torno delas através de gaussianas.

Com relagao ao modo de distribuicao das fontes,
utilizamos dois processos, um processo de distribuicao
aproximadamente uniforme sobre a superficie de esfe-
ras, e um de distribuicao aleatéria sobre o plano D das
coordenadas angulares (0, ¢) realizada com o auxilio de
geradores de numeros aleatorios.

Com relagdo ao pardametro or, ficou claro que ele
é fundamental na caracterizacao da sobreposicao das
flutuagoes e na separacao espacial das fontes. Valores
altos de o homogeneizam a distribuicao de tempera-
turas, enquanto baixos valores de or permitem uma
melhor leitura da estrutura da distribuicao.

A funcao de correlacao representa uma maneira de
medir a correlagao entre diferentes pontos do céu. No
caso essa correlacao ¢ feita através da temperatura, mas
nada nos restringe a correlacionar pontos do céu através
de outras grandezas, e isso de fato é feito em outras par-
tes da cosmologia. Obviamente, partes do céu sempre
estao correlacionadas consigo mesmas, entao era de se
esperar que C(0) possuisse um méximo, e isso foi ob-
servado em todas as fungoes de correlacdo medidas, o
que suporta a validade do processo computacional utili-
zado. Ainda, com a variacao do parametro de separacao
angular, observamos que, em ambas as distribuicoes,
aleatérias ou uniformes, a diminuicao de o aproxima
C(«) de zero para a > 0, o que indica um descorrelacio-
namento de diferentes partes do mapa de temperatura.
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Realmente, diminuir o torna as gaussianas em torno
das fontes mais estreitas, e consequentemente diminui
a sobreposicao das flutuagoes e a interagao das fontes.
No caso da distribuicao aleatéria, C'(«) cai a zero para
«a > 0 se o for suficientemente pequeno, o que indica a
total descorrelacao das fontes provocada pela aleatorie-
dade da distribuicao. No caso uniforme, ainda que, em
média, a funcao de correlacao tenda a se anular para
angulos diferentes de zero, existem padroes de simetria
e intervalos em que C(«) é substancialmente diferente
de zero. Isso é evidéncia direta da uniformidade da
distribuicao. O padrao de simetria foi normalmente
observado em torno de @ = 7/2, o que expdem o fato
de diferentes regioes do mapa serem aproximadamente
iguais, propriedade da distribuicao uniforme. Por ou-
tro lado, para o suficientemente grande, notamos que
as funcgoes de correlagao de distribuigoes aleatdrias e
uniformes tornam-se, de modo geral, iguais. Com o
aumento do parametro de separagao angular, a sobre-
posicao das flutuagoes torna-se cada vez mais pronun-
ciada e a localizacao das fontes imprecisa, ou seja, as
fontes passam a ser deslocalizadas. Consequentemente,
o caracter da distribuicao passa a ser desconsideravel, o
que de fato foi confirmado. Confirmamos também que
no limite o — oo 0 mapa de temperatura se torna
uniforme, e consequentemente C'(«) = 0, j4 que desa-
parecem as anisotropias.

O estudo dos mapas de temperatura é facilitado com
a expansao da fungao de correlagao em polindomios de
Legendre, o que gera o espectro de multipolo do mapa.
A principal conclusao a cerca dos espectros de multi-
polo é que eles dao evidéncia direta da distancia média
entre as fontes, do modo em que as fontes foram distri-
buidas e do grau de sobreposicao das flutuagoes. Caso
a sobreposicao seja elevada, o que se observa sao alguns
picos em torno de grandes escalas angulares, tanto nas
distribuigoes aleatdrias como uniformes. O fato dos es-
pectros coincidirem em ambas as distribuigoes é reflexo
do que discutimos acima, os mapas se tornam equiva-
lentes se ha muita sobreposicao. Ja os picos na regiao
de baixos valores de [ mostram diferencas de tempera-
turas apenas entre regioces afastadas do mapa, ou seja,
em grandes escalas angulares. Para separagoes angula-
res pequenas, e consequentemente [ elevado, a tempera-
tura do mapa é praticamente uniforme, e os momentos
de multipolo se anulam. Agora, com a diminui¢ao de
o, passa-se a observar estruturas na regiao de pequena
separacao angular. O que se concluiu é que picos em
torno de [ revelam a distancia média entre as fontes,
de modo que se tenha aproximadamente [ fontes num
grande circulo da esfera celeste, e logo uma distancia
angular 27/l. Esse fato é observado tanto nas distri-
buigoes aleatdrias como nas uniformes. A diferenga en-
tre ambas estd na largura dos picos. Como numa dis-
tribuicao aleatéria temos uma quantidade apreciavel de
fontes cujas distancias aos seus vizinhos préximos dife-
rem do valor médio, o desvio padrao dos picos torna-
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se grande, e logo suas larguras. De maneira oposta,
na distribuicao uniforme as distancias entre as fontes
permanecem ao redor do valor médio, e o que se tem
sao picos estreitos. Entao o formato dos picos no es-
pectro evidencia o caracter da distribuicao das fontes.
Agora, um fato interessante observado foi a evidéncia
de distancias entre fontes nao préximas, que se refle-
tem por picos de ordem superior. Com a diminuigao
de o7, fontes mais distantes passam a ser evidentes, e
as distancias entre elas podem ser caracterizadas, por
exemplo, por picos em [ = 100 e [ = 150 para mapas
uniformes com n = 50. Obviamente, esse fato ficou
claro apenas nas distribuigoes uniformes, e parece ser
improvéavel de ser observado em distribuicoes aleatérias,
pois a aleatoriedade provavelmente impede a existéncia
de uma distancia caracteristica de ordem superior. Por
fim, a teoria da CMB prevé um espectro que possui um
platé para baixos valores de [, um pico em [ = 220 e
subsequentes picos menores para pequenas separagoes
angulares. A partir do espectro previsto pela teoria,
montamos a fungao de correlagao do mapa de tempe-
ratura do Universo. O que se observa é uma funcao
que decresce rapidamente com o aumento do angulo
de separagao para entao torna-se suave até atingir um
minimo e voltar a crescer lentamente. Pode-se concluir
de nossa anélise que o espectro observado da CMB é um
espectro com uma estrutura bastante especifica, e nao
é reproduzivel com distribuigoes simples como as ado-
tadas aqui. Ou seja, qualquer teoria cosmolégica deve
ter um alto poder de previsao para a formagao das ani-
sotropias da CMB. E a comparagao com os resultados
experimentais é um teste crucial para a sobrevivéncia
de tal teoria.
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