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Entre os primeiros conceitos que alunos de graduacgdao em fisica encontram nos seus estudos, ha os
de grandezas e dimensoes fisicas. Neste artigo pedagégico de revisdo, usando a poderosa ferramenta da
analise dimensional, vou partir desses conceitos para uma viagem através de varios ramos da fisica tedrica,
da mecéanica até a gravidade quantica. Entre outras coisas, vou discutir um pouco sobre as constantes
fundamentais da Natureza, o chamado “cubo da fisica” e o sistema de unidades naturais.
Palavras-chave: andlise dimensional, constantes fundamentais, unidades naturais.

Physical quantities and physical dimensions are among the first concepts encountered by students in
their undergraduate career. In this pedagogical review, I will start from these concepts and, using the
powerful tool of dimensional analysis, I will embark in a journey through various branches of physics, from
basic mechanics to quantum gravity. I will also discuss a little bit about the fundamental constants of
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Nature, the so-called “cube of Physics”, and the natural system of units.
Keywords: dimensional analysis, fundamental constants, natural units.

1. Introducao

O conceito de grandeza fisica é um dos mais béasicos
entre os conceitos encontrados pelos alunos que
comecam o estudo da fisica, sendo, talvez, até
axiomatico. Grandezas fisicas sdo usadas para des-
crever fendmenos ou propriedades de sistemas e
sdo caracterizadas por terem dimensdes como, por
exemplo, dimensoes de massa, forca ou energia.

As dimensoées podem ser primitivas ou derivadas.
As dimensoes primitivas sdo trés: a massa (que
indicamos com a letra M), o comprimento (que
indicamos com a letra L, da palavra inglés length) e
o tempo (que indicamos com a letra T'). Todas as
outras dimensodes sdo derivadas, ou seja, podem ser
expressas em termos das trés primitivas. O leitor é
convidado a abrir um livro-texto bésico qualquer,
como |[1], e verificar isso explicitamenteﬂ Por exem-

*Endereco de correspondéncia: dtrancan@usp.br.

LContudo, as vezes é 1til considerar outras dimensdes como
se fossem primitivas, para motivos praticos. Por exemplo, po-
derfamos considerar a temperatura e a carga elétrica também
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plo, uma aceleragdo tem dimensées de comprimento
sobre tempo ao quadrado, LT 2, enquanto a ener-
gia tem dimensdes de massa vezes comprimento ao
quadrado sobre tempo ao quadrado, M L?T~2.

No que segue, indicamos as dimensdes de uma
grandeza fisica X com colchetes: [X]. As dimensdes
de X sao, entdo, dadas por uma certa combinacao
das dimensoes primitivas

[(X] = MeLPT (1)

onde «, § e 7 sdo numeros inteiros ou racionais,
positivos ou negativosE] Nos exemplos anteriores,
sobre aceleragdo e energia, esses niimeros sdo, res-
pectivamente, (¢ =0, =1,7y=—-2)e (a=1,0=

como primitivas, mas é importante ressaltar que isso néo é
estritamente necessario. De fato, a temperatura tem as mes-
mas dimensoes de energia e a carga elétrica tem dimensoes de
VML3T—2. Em outras palavras, a constante de Boltzmann
kp e a constante de Coulomb 1/4me( sdo simplesmente fatores
de conversao e ndo exercem um papel fundamental.

2A dependéncia de [X] em M, L e T ndo pode ser mais
complicada que o0 mon6émio em por razdes que logo ficardo
claras.


www.scielo.br/rbef
dtrancan@usp.br

€2505-2

2,7 = —2). Além das grandezas fisicas dimensio-
nais, hd também os ntimeros puros, como 0, 1 ou
T, que sdo adimensionais, ou seja, tém expoentes
(a\zO,B:O,’y:O).

As vezes, é util mudar de base de dimensoes. A
nova base precisa ser composta de dimensoes in-
dependentes e precisa ser completa. Por exemplo,
forga (F'), comprimento e tempo representam uma
base alternativa legitima, pois F = M LT 2 contém
M. Por outro lado, velocidade (V'), comprimento e
tempo nao seria uma base legitima, pois V = LT~}
nao ¢é independente das outras duas e nao é possivel
descrever massas nessa base. Veremos na Se¢ao [4]
que existe uma base muito conveniente de dimensoes,
chamada justamente de base “natural”.

Depois dessa breve introducédo, estamos prontos
para discutir o que é a analise dimensional.

2. Analise dimensional

A anilise dimensional é a arte de antecipar como
uma certa grandeza vai depender de outras grande-
zas presentes em um problema, sem fazer a conta
detalhada, ou seja, sem ter que resolver explicita-
mente as equagoes que definem o problema. A andlise
dimensional é uma ferramenta extremamente pode-
rosa na caixa de ferramentas de um fisico, tedrico
ou experimental, e é muito util para vérias tarefas,
entre elas:

e Simplificar problemas. A andlise dimensio-
nal permite entender quais sdo as combinagdes
de grandezas fisicas relevantes para o pro-
blema abordado. Abaixo, vamos demonstrar
esse ponto através de varios exemplos concre-
tos.

e Desenvolver intuicao fisica. Uma das habi-
lidades mais importantes para um fisico é ter
intuicdo, ou seja, a capacidade de imaginar o
comportamento de um sistema ao mudarmos os
parametros que o controlam, sem fazer contas
detalhadas. A andlise dimensional é uma das
técnicas mais tteis para alcancar isso.

¢ Detectar erros. Talvez essa seja a aplicagao
mais imediatamente relevante para os alunos.
Uma boa parte dos erros na solugdo de proble-
mas pode ser detectada simplesmente checando
se as dimensoes do resultado final sdo apropria-
das para a grandeza que se pretende calcular.

O principio basico da andlise dimensional é o
de homogeneidade dimensional de qualquer
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equagdo. Isso significa que todos os termos da
equagao tém que ter as mesmas dimensoes. En-
quanto podemos combinar (multiplicando ou di-
vidindo) grandezas fisicas com dimensoes diferen-
tes, somente podemos comparar (somando ou sub-
traindo) grandezas fisicas com as mesmas dimensdes.
Outra maneira de falar isso, em termos mais popu-
lares, é que s6 podemos comparar bananas com
bananas e laranjas com laranjas, e ndo bananas com
laranjas.

O procedimento para entender como uma gran-
deza Y depende das outras grandezas do problema
usando a andlise dimensional é o seguinte:

1. Comegamos escrevendo as dimensoes [Y] de Y
em termos das trés dimensées primitivas

Y] = MYLPT . (2)

Isso determina os expoentes («, 3,7).

2. Tentamos identificar as grandezas X; (i =
1,2,...) das quais Y pode depender. Essa é
a parte mais complicada do procedimento e é
gragas a ela que, como escrevi acima, a andlise
dimensional pode ser considerada uma arte!
Por exemplo, serd que o periodo de um péndulo
simples depende da temperatura da sala onde
ele se encontra? Veremos varios exemplos nas
préximas se¢oes como decidir isso na pratica.

3. Escrevemos Y como um monémio destas gran-
dezas X;, com uma quantidade adimensional C

na frente
— al az
Y=0CX{"X5..., (3)
onde ai, ao, ... S840 expoentes a serem determi-
nados.

4. Comparamos a equacao acima com e resol-
vemos para os expoentes ai, asg, . ..

[X0[X52]... = MOLPTY, (4)
lembrando que [C] = 1, pois C' é adimensio-
nal. Por exemplo, consideramos o caso em que
haja somente trés grandezas relevantes para o
problema: X7, X5 e X3. Imaginemos também
que X7 tenha dimensbes dadas pela escolha de
expoentes (aq, 51,71), X2 tenha (ag, B2,72) e,
finalmente, X3 tenha (a3, 83,73). O sistema de
equacoes a ser resolvido resulta ser

aja + azap + azaz = «,
a181 + azf2 +azfBz =3,
a1y1 +agy2 +asys =y. (5)
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Encontrando as solugbes para a1, as e ag pode-
mos, portanto, determinar a dependéncia de Y
em relacdo a Xq, Xo e X3.

Seguem agora trés observagdes importantes. A
primeira é sobre os argumentos de fung¢des, como,
por exemplo, fun¢bes trigonométricas ou a funcao
exponencial. Esses argumentos tém que ser adimen-
sionais. E facil se convencer disso observando que
na expansao destas fungdes, devido ao principio da
homogeneidade dimensional, todos os termos tém
que ter as mesmas dimensées. Por exemplo,

z? 2t

cosx—l—?—l—ﬂ—i—..., (6)
logo x deve ser adimensional, sendo o primeiro termo
do lado direito da equagao, 1, adimensional.

A segunda observacao se chama Teorema-Il de
Buckingham [2] e é uma contagem muito simples
de quantas combinagoes adimensionais independen-
tes podem ser formadas a partir das grandezas do
problema. Se houver n grandezas, o ntimero r de
combinagbes adimensionais que pode ser obtido é
dado porf’

r=n-—3. (7)

Chamaremos essas combinagoes adimensionais de
II,, coma=1,...,r. E facil ver (e veremos, logo,
em uma série de exemplos) que, para r < 1, a quan-
tidade C introduzida antes em é uma constante
(como, por exemplo, 27 ou 1/2), mas, para r > 2, a
C serda uma funcao de algumas das combinagoes I1,,.

Finalmente, a tltima observacao é que, quando
tomamos limites, devemos tomar cuidado para que
o limite faca sentido, ou seja, para estarmos com-
parando, no limite, quantidades com as mesma di-
mensoes. Em particular, falar que x < 1 ou x > 1,
somente faz sentido se x for um ntmero puro como
1. Voltaremos a esse ponto mais adiante.

Vamos testar logo essas nogoes em alguns exem-
plos simples de mecanica cléssica.

Exemplo 1: Periodo de um péndulo

Podemos entender como o periodo de um péndulo de-
pende dos outros pardmetros do problema usando a
analise dimensional. Primeiramente, notamos que ha

30 3 nessa equacéo se deve ao fato de ter sido escolhido traba-
lhar com trés dimensdes primitivas. Incluindo, por exemplo,
temperatura e carga elétrica como dimensdes primitivas, além
de M, L e T, devemos substituir o 3 por um 5.
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cinco grandezas relevantes no problemaﬁ o periodo
7 (com dimensoes de 1), o comprimento da corda
¢ (com dimensoes de L), a massa suspensa m (com
dimensdes de M), a aceleracao da gravidade g (com
dimensées de LT~2) e o angulo fy do deslocamento
inicial do péndulo (que é adimensional)ﬂ

Ver a Figura [T} Conforme o teorema-II, havera
r =5 — 3 = 2 combinacbes adimensionais. A pri-
meira combinacdo é, claramente, dada por II; = 6,
enquanto a segunda pode ser obtida combinando
7, £, m e g. Usando o procedimento descrito acima,
podemos escrever

r = C00)t"mg™ ®)
e, em termos das dimensoes,

[] = [C(0o)][]* [m]*[g]**  —
T = L4+ pfo2T 2% (9)

que tem solucédo tnica dada por a; = %, as=0ce
_ 1
a3 = —5. Logo

14

m=Clo)y/ - (10)

Essa conta simples revela que o periodo ndo pode de-
pender da massa do péndulo! E claro que a analise di-
mensional nao é suficiente para determinar a funcao
C(0p), que é a parte dificil do problema e que pode
ser obtida somente resolvendo a equagao diferen-
cial do péndulo. Se estivermos interessados na com-
paragao entre dois péndulos diferentes (de periodos
71 € T2 e comprimentos ¢1 e f3), mas com 0 mesmo

7]
/\\
’
AN g
) \
, \
/ \
/b
£, ‘
/ A
/ \
/ \
N / \ s
m

Figura 1: Péndulo simples.

4Como mencionado antes, essa é a parte dificil da anélise:
entender o que é relevante e o que néo é relevante (como, por
exemplo, a temperatura do ambiente em volta do péndulo).
® Angulos precisam ser adimensionais devido & periodicidade:
0o deve ser identificado com 6y + 27, e portanto 6y deve ter
as mesmas dimensoes de 27.
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angulo inicial, essa funcao é de qualquer forma irre-
levante, pois
71 I
— =4/ (11)
T2 ly
O leitor é convidado a repetir a mesma analise para
um oscilador harménico de massa m e constante
elastica k.

Exemplo 2: Energia de uma corda vibrante

Agora, queremos estimar a energia de uma corda
de violao em vibracgdao. As varidveis do problema
sdo: a energia F, o comprimento da corda ¢, a am-
plitude das oscilagdes A (parece claro que, quanto
mais ampla é a oscila¢do, maior é a energia), a den-
sidade linear de massa p da corda (com dimensoes
de ML) e a tensdo s da corda (com dimensdes
de forca, MLT=2). De novo hd r = 5 -3 = 2
combinacgoes adimensionais independentes que sao
I} = E/As e 11y = ¢/A. Portanto, a energia serd

E = As f(£/A), (12)

onde f(¢/A) é uma fungao (adimensional) que, cla-
ramente, nao pode ser determinada usando a andlise
dimensional. De qualquer forma, a anéalise foi util
para simplificar o problema, determinando a de-
pendéncia da energia com a tensdao da corda.

Exemplo 3: Poténcia gasta por um mexedor
de café

Agora consideremos uma situagdo do cotidiano:
quanta energia gastamos para mexer o a¢icar no
nosso café? B claro que esse problema é extrema-
mente complicado e depende de muitos parametros.
A analise dimensional, contudo, permite simplifi-
car as coisas um pouco. Podemos imaginar que as
grandezas (dimensionais) mais relevantes para o
problema sejam: a poténcia P gasta (ou seja, a
energia gasta por unidade de tempo), a densidade
volumétrica p do café e a sua viscosidade i, o tama-
nho do mexedor (que podemos imaginar cilindrico,
com didmetro d) e, enfim, a velocidade v do mo-
vimento. Os leitores sdo convidados a escrever as
dimensoes de todas essas grandezas. De novo, temos
r = 5 — 3 = 2 combinagoes II, adimensionais. A
primeira combinacdo depende das caracteristicas do
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fluido e se chama nimero de Reynolds Rd|

d
o Pvd
W

enquanto a segunda combinacdo se chama numero
de poténcia N, e é dada por

I, =R : (13)

P

HQENPZW.

(14)
Vemos, de novo, que a analise dimensional nao foi su-
ficiente para resolver o problema, como era esperado
dada a complexidade do mesmo, mas, pelo menos,
separou duas combinagoes adimensionais que serao
relevantes. A poténcia gasta vai, de fato, depender
das outras grandezas como segue

P = pvd®f(Re), (15)

para uma certa fungdo (adimensional) f a ser deter-
minada.

Exemplo 4: Energia liberada por bombas
atOmicas

Uma outra aplicagdo interessante da analise dimensi-
onal é estimar quanta energia ¢é liberada na explosao
de uma bomba atémica [3]. Na década de ’50, o
fisico inglés G. I. Taylor estudou fotos de explosces
como a da Figura

Nessas fotos, podemos ler o tamanho da frente
de choque da onda da explosdo (um comprimento
que chamamos de R) em fun¢do do tempo t. A
observagdo importante é que podemos desprezar
a pressao do ar em volta da explosdao, enquanto
somente a densidade volumétrica p do ar (com di-
mensdes de M L~3) é importante. A energia liberada
na explosado deve, portanto, ser dada por

pR®

E:CtT,

(16)
sendo C uma constante adimensional. Extraindo
R(t) das fotos é possivel, portanto, conhecer E, a
menos da constante C, que deve ser obtida com
outros métodos.

Exemplo 5: Velocidade de barcos de remos

Finalmente, vamos tentar estimar como a velocidade
de barcos de remos depende do niimero de rema-
dores [4] (ver também [5]). As grandezas relevantes

SEsses niimeros sdo muito importantes no estudo da dinidmica
dos fluidos, em particular no estudo da turbuléncia, que
acontece quando o fluido tem nimero de Reynolds grande.
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Figura 2: Frentes de choque em explosdes de bombas atémicas. Figura de [3].

sdo: o numero N de remadores, que é, claramente,
adimensional, a area do barco submersa em baixo
da dgua A (com dimensdes de L?) e a velocidade v
do barco, sendo a densidade da dgua irrelevante. A
forca de arrasto experimentada pelo barco é propor-
cional & velocidade ao quadradd]

2
Fiarrasto ~ V°A, (17)
e a poténcia necessaria para compensar a perda de
energia é dada por

3
P = FyrastoV ~ V°A. (18)
O volume submerso pode ser estimado como sendo
linear no nimero de remadores, V ~ N, implicando
que A ~ N2?/3. Assumimos também que todos os

"0 simbolo ~ significa que ndo estamos interessados na de-
pendéncia precisa em todas as grandeza do problema (e nem
em constantes nimericas adimensionais), mas somente em
algumas grandezas selecionadas, como v e A. Em particular,
uma relagdo indicada com ~ pode até ser inconsistente do
ponto de vista dimensional, como, por exemplo, mais em
baixo quando escrevemos P ~ N: aqui estamos suprimindo a
poténcia individual de cada remador, que deixaria a relagdo
consistente. Em um certo sentido, este exemplo tem mais a ver
com obter relagoes de “scaling” que com a andlise dimensional.
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remadores remem com a mesma poténcia, P ~ N.
Juntando todas essas férmulas, vemos que

v~ NV, (19)
e, consequentemente, o tempo para cobrir uma
distancia fixa vai como

t~ N9 (20)
E interessante observar que essa predicdo da analise
dimensional foi verificada [5] usando os tempos dos
recordes olimpicos nas especialidades de remos e a

predicao é consistente com esses tempos com um
erro de +1.5 segundos!

3. Unidades de medida

O leitor atento deve ter reparado que, até esse mo-
mento, tomei muito cuidado em nunca usar a ex-
pressao unidades de medida, somente usei o termo
“dimensoes”. A razdo é que as duas coisas sdo muito
diferentes: as dimensées sao propriedades intrinsecas
das grandezas fisicas, enquanto as unidades de
medida sao convengdes usadas para descrever di-
mensoes (da mesma forma que um objeto é uma

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 38, n® 2, 2505, 2016
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coisa diferente da palavra usada para descrevé-lo).
Por exemplo, o metro é uma unidade para medir
um comprimento L, ndo o comprimento em si.

A introdugdo de unidades de medida é necesséria
para efetuar medidas, que sdo obtidas comparando
uma certa grandeza fisica com uma grandeza de
referéncia cujas dimensées sao as mesmas, especifi-
cando qual a grandeza de referéncia, como segue:

grandeza fisica )
unidade .

medida = (21)

grandeza de referéncia

Nao irei discutir aqui os varios sistemas de unidades
de medida e nem a metrologia, que sao assunto
padréo nos livros-texto, como por exemplo [1].

O ponto principal da discussdo que segue €, ao
invés, ressaltar como esses sistemas de unidades sao
convencionais, dependendo de defini¢bes derivadas
da nossa experiéncia local do universo. Por exemplo,
o metro foi definido originalmente como uma certa
fracdo do comprimento dos meridianos terrestres e,
embora essa defini¢do tenha sido refinada posterior-
mente, fica claro que é de natureza arbitraria. Na
Figura [3, sao representadas as unidades de massa,
comprimento e volume que, atualmente, encontram-
se no museu de Sevres.

E claro que, embora seja 1til introduzir essas con-
vengoes para fins praticos, a fisica ndo pode depender
delas, mas deve ser universal! Em particular, a fisica
deve ser descrita e comunicada sem fazer referéncia
a convengoes locais. Essa observagao nos motiva,
portanto, a procurar sistemas de unidades de me-
dida que também sejam universais e ultrapassem os
confins das nossas experiéncias locais.

Grandezas fisicas e andlise dimensional: da mecénica a gravidade quantica

Uma estratégia para achar uma nova base de
dimensoes que seja universal é tentar utilizar leis
universais da fisica, em particular usando as chama-
das constantes fundamentais que aparecem nessas
leis.

3.1. As trés constantes fundamentais da Na-
tureza

H4 trés constantes fundamentai®l na Natureza: a
constante de Newton (G), a velocidade da luz
(c) e a constante de Planck (h).

A constante de Newton entra ubiquamente nas
leis da gravitagao, descrevendo o acoplamento do
campo gravitacional com a matéria. Por exemplo,
entra na lei de gravitacdo de Newton

1 1My
e também nas equagoes de Einstein
1 8¢
RHV — iR gl“’ = CTT/“/ . (23)

Uma das principais caracteristicas da gravidade é
o fato de ser universal, ou seja, de afetar todas as
coisas da mesma maneira. Isso se deve, justamente,

80 leitor é convidado a ler um divertido debate sobre esse
ponto entre trés fisicos famosos, cada um com um ponto de
vista diferente sobre o assunto @ Nessa revisao, apresenta-
mos, por razdes pedagodgicas, o ponto de vista mais comum,
das trés constantes fundamentais, que, naquela referéncia,
é defendido pelo L. B. Okun. Foi também proposto em
que seria possivel medir massas em termos de comprimentos
e tempos. Isso rebaixaria a constante de Newton a ser um
simples fator de conversdo, deixando somente duas grandezas
fundamentais, c e h.

Figura 3: Unidades de medida para massa, comprimento e volume no Escritorio Internacional de Pesos e Medidas de

Sévres, na Franca. Figura da Internet.
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ao fato de G ser constante e igual para todas as
coisas (campos, matéria, particulas, etc.).

A velocidade da luz é a velocidade com a qual a
luz viaja no vacuo e representa a velocidade limite
para qualquer objeto no universo, além de ser o
fator de conversdo entre enegia e massa, conforme a
famosa equacdo de Einstein E = mc?.

A constante de Planck representa a unidade
minima (ou quantum) de momento angular na
mecanica quantica e entra em muitas equagoes, como
na radiacdo de corpo negro ou nos niveis energéticos
de atomos. Por exemplo, os niveis do atomo de
hidrogénio sao discretos e dados por
mee?

En= =552

n=12.... (24

O leitor pode encontrar mais detalhes sobre essas
trés constantes fundamentais nos livros-texto, como
o |1]. Nas unidades de medida do Sistema Interna-
cional, essas trés constantes tém valores numéricos
dados por

m3

=6.674 x 107" ——
G =6.674x 107" 7
¢=2.998 x 108 2|

S

2
h=1.055 x 1073 258 (25)
S

Daqui a pouco, desses valores

explicitos.

precisaremos

Exemplo 6: Raio de Bohr

Tendo mencionado a constante de Planck, podemos
agora considerar uma aplicagcdo muito importante
da analise dimensional em mecanica quantica: que-
remos estimar qual é o tamanho tipico de um atomo
(de hidrogénio, por simplicidade), mas sem resolver a
equacgao de Schrodinger para o sistema. A primeira
coisa a ser feita é claramente identificar as gran-
dezas fisicas relevantes. Um atomo de hidrogénio
é formado por um elétron, de massa m, e carga
elétrica —e, e por um préton, de massa m,, e carga
+e. Parece, entdo, que temos que considerar as se-
guintes grandezas: f (claro, sendo isso um problema
de mecénica quantica), o tamanho do 4tomo que
queremos achar e que chamamos ag, a carga e e
as duas massas m. e mp. Uma observagao crucial
é que, na verdade, a massa que entra nessa conta
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deveria ser outra, a chamada massa reduzz'dgﬂ

_MeMp (26)

B= .
Me + Mp
Sendo o préton muito mais pesado que o elétron,
podemos aproximar p ~ me. Portanto, a massa do
préton nao é de verdade relevante, pelo menos em
uma primeira estimativam A combinagao de h, e e
me com dimensoes de comprimento resulta ser
h?
apg = —5
mee?’

(27)

como pode ser visto usando o procedimento ilustrado
na Segao 2] Esse comprimento é chamado de raio
de Bohr e, de fato, é a quantidade que define o
tamanho tipico dos orbitais eletronicos, como pode
ser visto explicitamente resolvendo a equacdo de
Schrédinger. Usando os valores explicitos no Sistema
Internacional, resulta que ag ~ 5.29 x 10~ m

3.2. O cubo da fisica

E muito interessante observar que as trés constantes
introduzidas acima oferecem um jeito muito legal de
organizar toda a fisica em um diagrama chamado
de cubo da fisica]l| Ver a Figura

Consideremos, inicialmente, o caso em que nao
haja essas constantes, ou seja “G — 0, h — 0,
¢ — 00" Esse é o caso da mecéanica de Newton
sem a gravidade. “Ligando” somente GG, achamos a
gravitacao de Newton; ligando somente ¢, achamos
a relatividade restrita; ligando somente A, achamos
a mecanica quantica.

9Quando um problema depende somente da distancia relativa
entre dois objetos, é sempre 1til trocar aqueles dois objetos
(de massa m1 e mz e coordenadas #1 e Z2) por dois “objetos
virtuais”, um com massa reduzida p = mi ma/(my1 + ms) e
coordenada 7 = ¥; — &2, chamada de relativa, e um outro de
massa igual & soma M = m; + m2 das massas e coordenada
R= (m171 + mets) /M, chamada de centro de massa. Toda a
dindmica do problema estd contida no objeto com coordenada
relativa, enquanto o objeto no centro de massa ndo exerce
nenhum papel interessante.

10Refinando as coisas, podemos pensar que ag depende também
de uma fungdo f(me/mp) da razdo das massas, que, porém,
nao pode ser determinada pela andlise dimensional, por ser
adimensional.

" Ou cubo de Bronshtein-Zelmanov-Okun, ver por exemplo 18]

2Como deve ter ficado claro pela discussdo anterior, isso néo é
estritamente correto, pois G, ¢ e h sdo dimensionais, enquanto
0 ou oo s@o adimensionais. O limite significa que G e & séo
muito menores que qualquer outra grandeza com as mesmas
dimensodes no problema (e é a razao pela qual coloquei as
aspas) e que ¢ é muito maior de qualquer outra velocidade
no problema.
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mec. quéntica + gravitagdo gravidade
ot quantica
gravitagdo :
de Newton H relat. geral
:
¢ i
R Y e— .
h ,-+” mec. quantica teoria quantica
,,—" de campos

mec. cléssica -1 relat. restrita

Figura 4: O cubo da fisica [8].

Podemos agora ligar dois constantes ao mesmo
tempo. Ligando G e ¢, achamos a relatividade geral
de Einstein; ligando G e h, achamos a mecénica
quantica nao relativistica mais gravitacao; ligando ¢
e h, achamos a teoria quantica de campos. O ultimo
desafio da fisica teérica, o Santo Graal, é entender o
caso quando todas as trés constantes sao ligadas, ou
seja a gravidade quantica, que é o casamento entre
mecanica quantica e relatividade geral.

3.3. O cerne da teoria quantica de campos

Motivados pela aparicdo da teoria quantica de cam-
pos no cubo da fisica, vamos gastar duas palavras
para esbocar a ideia principal dessa teoria. A unido
entre a relatividade restrita e a mecanica quantica
tem uma consequéncia crucial: particulas podem
nascer e morrer. Em outras palavras, o namero de
particulas no problema nao é constante, ou con-
servado, como acontece na mecéanica classica ou na
mecanica quantica sem relatividade restrita.

Na relatividade restrita, a energia é equivalente
a massa, conforme a férmula mencionada acima:
E = mc?. Tendo energia, podemos criar massa, ou
seja, podemos criar particulas. Na teoria quantica
de campos, o vdcuo, que é o estado de menor ener-
gia, ndo é vazio, mas repleto de particulas e anti-
particulas virtuais. Podemos excitar essas particulas
e anti-particulas virtuais e converté-las em particulas
e anti-particulas reais, tendo energia a disposic¢ao,
por exemplo, usando aceleradores como o LHC.
Também é possivel, porém, que pares de particulas e
anti—particulaﬂ surjam do vacuo espontaneamente

BDevem ser pares de particulas e correspondentes anti-
particulas (particulas de carga oposta) para respeitar critérios
de conservagdo, como a conservacao da carga elétrica, que no
vécuo é zero.
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para, logo depois, se aniquilarem, ver a Figura
(Esq.).

Claramente, isso seria uma violacdo da con-
servacdo da energia, pois o vacuo tem energia zero,
enquanto o par tem energia igual, pelo menos, a
massa deste, que é duas vezes a massa da particula,
pois particulas e correspondentes anti-particulas tém
a mesma massa. Ver a Figura [5| (Dir.). A resolucao
desse paradoxo estd na mecanica quantica, em par-
ticular, na relagdo de indeterminacgido de Heisenberg

AFE At >

o | St

(28)

que nao nos permite medir a energia com precisao
arbitraria em intervalos finitos de tempo. Podemos
tolerar uma violagdo da conservacao da energia igual
a AF para um (curto) intervalo de tempo At <
ﬁ, que ¢ justamente o intervalo de tempo que
a particula e a anti-particula vivem antes de se
aniquilarem uma com a outra.

W\ (a)
~ 7
p -~
s, | N
energia . (b)
AFE
At tempo

Figura 5: (a) Produc¢&o e aniquilagdo no vacuo de um par
particula/anti-particula. (b) A conservagdo de energia pode
ser “violada” durante breves intervalos de tempo, gracas ao
principio de indeterminag3o entre energia e tempo.
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Exemplo 7: Constante de estrutura fina

Consideremos, agora, elétrons em teoria quantica
de campos. As grandezas dimensionais a nossa dis-
posicao sao: a constante de Planck A, a velocidade da
luz ¢, a carga do elétron e e a massa do elétron me.
A pergunta Obvia é a seguinte: podemos construir
uma combinagdo adimensional Y dessas grandezas?
Para fazer isso, escrevemos

Y =" c®e®mdt —[Y]=1=

1 2 3 —a—ao—
Ma1+2a3+a4L a1+a2+2a3T a1—az a37 (29)

onde usamos que a carga elétrica tem dimensées de
VM L3T=2. Uma solugdo é (a1 = —1,a9 = —1,a3 =
2,a4 = 0) e a correspondente combinagao adimensi-
onal é dada por

e2

— =7.297 x 1073 ~ i.

he 137 (30)

A observacao importante é que esse é um nimero
pequeno. O leitor deve lembrar agora a terceira
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expansoes. De fato, o niimero acima é chamado cons-
tante de estrutura ﬁnc{lﬂ e aparece nas expansoes
perturbativas de algumas teorias de campos, como a
eletrodindmica quantica (QED).

4. Sistema de unidades naturais

O leitor atento deve ter observado que as trés cons-
tantes introduzidas acima tém dimensoes indepen-
dentes:

G] = M—'L31~2
[c]=LT!

[h] = ML*T. (31)
E possivel, portanto, usa-las para definir uma nova
base de dimensoes, as dimensoes de [G], [c] e [h].
Daqui, podemos mudar de base de novo e voltar
a uma base de M, L e T. Explicitamente, vamos
escrever

[G]m [C]GQ [h]a3 — M —@tas f3a1tas+2a3p—2a1—az—a3

observacdo na Sec¢do [2} ntmeros pequenos e adi- (32)
mensionais podem ser usados como pardmetros nas
J
Agora, queremos achar combinac¢des com dimensées de massa, comprimento e tempo:
massa comprimento tempo
—a1+az3 =1 —a1+a3 =0 —a1+a3 =0 (33)

3a1 4+ as + 2a3 =0
—2(11—(12—0,3:0

As solucgbes sdo chamadas massa de Planck mp,
comprimento de Planck fp e tempo de Planck tp:

[he ey ey

O ponto crucial desse exercicio é que a massa, 0O
comprimento e o tempo de Planck tém um carater
universal, pois foram definidas a partir de constantes
fundamentais! Eles representam as escalas de massa
(de objetos elementares), comprimento e tempo onde
efeitos de gravidade quantica viram importantes. Em
outras palavras, quando consideremos fenémenos
que acontecem em comprimentos de Planck, ou em
escalas de tempo de Planck, o nosso entendimento

14Na verdade, néio é constante e depende da energia do sistema,
mas isso é uma outra histéria!
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3a; +as +2a3 =1
—2@1—&2—&3:0

3a1 +as+ 2a3 =0
—2a1—a2—a3:1.

(

usual de espago-tempo da relatividade geral deve
ser modificado, para incluir efeitos quanticos. Isso
tem a ver com o ultimo vértice do cubo da fisica,
na Figura [4

Os valores dessas quantidades no Sistema, Inter-
nacional sdo dados por

mp =2.176 x 107° g,
lp =1.616 x 10733 cm,
tp = 5.391 x 1074 5. (35)

Reparamos que esses valores sdo extremos! O com-
primento de Planck e o tempo de Planck sdo ex-
tremamente menores que todos os comprimentos e
tempos aos quais estamos acostumados. A massa de
Planck é, por outro lado, muito maior que a massa
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das particulas elementares (por exemplo, é 19 ordens
de magnitude maior que a massa do pr(’)ton)E

Agora, é natural ir um passo adiante e definir
um novo sistema de unidades, chamado de unida-
des naturais ou unidades de Planck. Nesse sistema
declaramos que

c—1, h—1, G—1. (36)
Vamos entender o que isso significa. Declarar que a
velocidade da luz tende a 1, ou seja, um parametro
adimensional, implica em comprimentos e tempos
com a mesma dimensao. Isso deve ser familiar para
o leitor: um ano-luz é uma medida de comprimento,
embora a palavra “ano” seja usada na expressao, e é
a distancia que a luz viaja em um ano (~ 9.46 x 102
km). Velocidades sdo, portanto, medidas em relagao
a velocidade da luz e variam de 0 a 1, que é a
velocidade limite. Outra consequéncia é que F =
mc? vira E = m, ou seja, energia e massa VAo
também ter as mesmas dimensoes.

Quando ¢ — 1, a constante de Planck A vai ter
dimensbées de M L. Declarar que a mesma h vira
1 significa portanto que massas (e energias) viram
inversos de comprimentos. Por fim, declarar que G
vira 1 significa que a massa ou o comprimento de
referéncia sao 1.

Notamos que, na pratica, fala-se que c =1, h =1
e G = 1, em vez de colocar o simbolo de limite,
mas o significado é o mesmo. Vale a pena ressaltar
um ponto que, as vezes, confunde os alunos: colo-
car ¢c = 1, h = 1 e G = 1 nao significa “perder
informagbes” sobre as grandezas e dimensées do
problema! Querendo, podemos sempre inserir uni-
vocamente de volta ¢, A e G nas férmulas, somente
usando a analise dimensional.

Exemplo 8: Radiacdo Hawking e entropia de
buracos negros

Buracos negros estdo entre os objetos mais inte-
ressantes e misteriosos do universo. Os buracos ne-
gros mais simples, presentes na relatividade geral,
sdo chamados de Schwarzschild[' Sao estéticos e
esféricos com um raio chamado raio de Schwarzs-

50 ponto aqui é que devemos comparar a massa de Planck,
que ¢é algo fundamental, com a massa de coisas também funda-
mentais, ou elementares, e ndo compostas. Coisas compostas
podem claramente ter massas bem maiores que mp!

160s buracos negros astrofisicos nio sdo de Schwarzschild, pois
geralmente tém momento angular e rodam.
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child e dado por
(37)

onde M é a massa do buraco negro. Para ter uma
ideia, um buraco negro com massa igual & massa
do Sol tem raio Rg ~ 3 km. O leitor deve ter ou-
vido falar que buracos negros sdo tao densos que
deformam o espago-tempo ao seu redor, ao ponto
de ndo deixar escapar nada, nem a luz, que entra no
raio de Schwarzschild (onde héd o chamado horizonte
de eventos). De fato, isso é verdade somente se des-
prezarmos efeitos quanticos. Bekenstein e Hawking
demonstraram, nos anos ’70, que buracos negros
emitem uma radiacdo, e portanto tém proprieda-
des termodinamicas, como temperatura e entropia.
Para mais detalhes, ver, por exemplo, o étimo livro-
texto [9].

Uma maneira heuristica de entender a fonte dessa
radiacdo (chamada de radia¢io Hawking) é lembrar
a histoéria das particulas da teoria de campos que
surgem do vacuo e se aniquilam. Se o horizonte de
eventos se encontra exatamente entre a particula e
a anti-particula que surgiram do vacuo, a particula
dentro do horizonte sera absorvida pelo buraco ne-
gro, enquanto a particula fora do horizonte deixa de
ser virtual para virar real e se propagar como uma
particula ordindria (pois ela ndo tem mais um par-
ceiro para se aniquilar). Ver a Figura @ A radiagéo
Hawking pode entéo ser pensada como se fosse cons-
tituida por essas particulas que, de virtuais, viraram
reais.

E possivel estimar a temperatura e entropia do
buraco negro usando a andlise dimensional [9]. Ado-
tamos um sistema de unidades com ¢ = 1 = h, mas
G # 1. Os pardmetros do problema séo, portanto, G
e M (e Rg que, porém, depende desses dois). Nessas
unidades, a combinacdo GM tem dimensbes de com-
primento ou de inverso de massa. Lembrando que
temperatura é energia (a energia média dos graus de
libertade microscépicos), a temperatura do buraco
negro deve ser dada por

T~ L

GM

Fazendo a conta detalhada e colocando todos os
fatores, dimensionais e adimensionais, seria T =
he3 /8tG M. Vemos, portanto, que: 1) essa radiacdo
é, de fato, um efeito quantico, pois se anula quando
h é desprezivel; 2) é explosiva para massas pequenas!
E interessante frisar que, para um buraco negro com

(38)
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Figura 6: A radiacdo Hawking de um buraco negro. As
particulas virtuais que nascem perto do horizonte de eventos
sdo separadas das préprias parceiras e viram reais.

massa solar, a temperatura é muito baixa: 7~ 10~7
K.

Conforme a primeira lei da termodinamica, dE =
T dS, associada a uma temperatura ha uma entropia.
Lembrando que a massa do buraco negro é a energia
(pois ¢ = 1), podemos integrar essa lei usando (38)

dE _dM 1

— =~ = S~GM%. 39
dsS ds GM (39)
Para uma massa solar, isso d4 uma entropia enorme:
S ~ 1077. Em termos do raio de Schwarzschild,

podemos re-expressar a entropia como

2
oo

S o

(40)
ou seja, a entropia S de um buraco negro é pro-
porcional a area do horizonte, que é uma esfera,
A= 47TR§E] Isso é muito diferente do que acon-
tece em sistemas termodindmicos usuais, onde a
entropia € extensiva e varia com o volume da area
ocupada, e ndo com a area da borda desse volume!
Isso tem consequéncias muito profundas. As mais
importantes sdo, talvez, o principio hologrdifico |10]
e a correspondéncia AdS/CFT [11].

Lembrando a discussdo acima sobre a criagao de
particulas em aceleradores, podemos, agora, dar uma
interpretacao muito interessante ao comprimento
de Planck como comprimento minimo. A ideia é
que, em um mundo sem gravidade, podemos, em

17Colocando todos os fatores, terfamos S = chgA/ZLG7 com
kg a constante de Boltzmann.
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principio, sondar distdncias arbitrariamente peque-
nas aumentando a energia do acelerador. Conforme
a mecanica quantica, com energia E do feixe pode-
mos sondar particulas localizadas em uma regiao
chamada comprimento de de Broglie, dada por
1

lag ~ ok
em unidades de ¢ = A = 1. Introduzindo a gravi-
dade, porém, o cendrio muda drasticamente, pois hé
buracos negros. Uma energia E concentrada dentro
de um raio de Schwarzschild com M ~ E vai,
de fato, colapsar em um buraco negro. O feixe do
acelerador vai formar um buraco negro quando

(41)

1 1
Ra~GE > lin ~ — E> /= =
S ~taB ™~ - ~\a mp,
(42)
sempre em unidades de ¢ = 1 = h. Portanto,

distancias menores que fp nao sdo acessiveis, pois
um buraco negro de Rg 2 ¢p é formado no processo
e nao podemos olhar dentro de um buraco negro!

Vamos terminar essa se¢do com um simples
exercicio |12]. A ideia é se convencer que efeitos
de gravidade quantica sdo despreziveis em situagoes
ordindrias. J4 vimos, por exemplo, que a tempera-
tura da radiacdo Hawking é extremamente baixa
para buracos negros com massas comparaveis a do
Sol. Alguns buracos negros astrofisicos chegam a
ter mais que 10' massas solares. Para eles, essa
temperatura seria ainda menor, pois varia com o
inverso da massa.

Agora queremos estimar a importdncia da in-
teracdo gravitacional em atomos. Qual seria o raio
de Bohr do atomo de hidrogénio se a interagdo entre
elétron e proton fosse somente gravitacional e nao
eletromagnética? Para resolver isso, lembramos que,
na lei de Coulomb (em unidades e.s.u., sem 1/47mep),
a intensidade da interacdo varia com —e?, ou seja,
o produto das cargas de elétron e proton. Por outro
lado, na lei de gravitacdo de Newton, o acoplamento
gravitacional varia com G vezes o produto das mas-
sas: G'memy. Portanto, para achar o “raio de Bohr
gravitacional” devemos trocar esses acoplamentos

em (27):

h? h?
R S

a0 = me(Gmemyp)

Mee2

1.20 x 10%! em. (43)

A interagdo seria tdo pequena que o raio do atomo
resultaria ser maior que o universo observavel! Isso
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é uma consequéncia direta do fato de G ser tao
pequena.

Efeitos de gravidade quantica devem ser incluidos
em situagoes extremas, como perto das singularida-
des no centro de buracos negros ou no estudo do
universo primordial, quando temperatura e densi-
dade eram altissimas, da ordem da escala de Planck.

5. Conclusao

Espero ter convencido o leitor sobre o poder e
a elegincia da andlise dimensional: em muitas si-
tuacdes, podemos ter indicagdes sobre quais sdo as
escalas e as combinagoes de pardmetros relevantes
em um problema, simplesmente analisando as gran-
dezas dimensionais do mesmo. Vimos isso em varios
exemplos de varias areas da fisica, da mecénica
bésica até a efeitos quanticos na gravidade.

Agora, as vezes, a andlise dimensional e as ex-
pectativas baseadas em comparagoes com escalas
naturais em um problema fracassam tragicamente:
é o caso dos chamados problemas de hierarquias.
Ha muitas hierarquias nao ainda explicadas e que
representam algumas das perguntas em aberto mais
importantes da fisica. Por exemplo, vimos que a
massa do préoton é muito menor da massa de Planck.
Por qué? O exemplo arquetipico desses problemas
é o problema da constante cosmoldgica responsavel
pela expansdo acelerada do universo: a discrepancia
entre expectativa e medicdo é de 120 ordens de
magnitude naquele caso!

A resposta a qualquer uma dessas perguntas seria,
com certeza, digna de um prémio Nobel. Vamos
deixar uma discussdo mais aprofundada sobre esses
temas para uma outra ocasiao.
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