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Péndulo fisico amortecido por atrito seco
Physical Pendulum Damped by Dry Friction
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Neste trabalho explora-se o movimento pendular amortecido por atrito seco. O atrito seco (ou coulombiano)
difere do atrito viscoso pelas seguintes caracteristicas: a) a amplitude de oscilacdo decai linearmente, enquanto
que o atrito viscoso resulta em decaimento exponencial; b) a frequéncia do movimento é igual ao péndulo néo
amortecido, sendo que, no amortecimento viscoso, a frequéncia “natural” de oscilagdo diminui com o fator de
amortecimento. Foram realizados experimentos com uma ripa de madeira suspensa oscilando em contato lateral
com uma placa lisa e um DVD oscilando suspenso pela borda, onde o atrito estava no eixo que o suspendia. Os
movimentos foram gravados e analisados com o software Tracker. Foi possivel obter os parametros de decaimento
e a forca de atrito em cada caso. Foi também calculada a forca de arrasto devida ao ar, mostrando que esta era
desprezivel em relagdo a forga de atrito seco.

Palavras-chave: Péndulo fisico, Atrito Seco, Software Tracker.

In this work, pendular movement damped by dry friction was studied. Dry friction differs from viscous friction by:

a) the amplitude of oscillation linearly decays, whereas in the viscous damping the oscillation decays exponentially;
b) the frequency of oscillation is keeping in presence of dry friction, however, the frequency of oscillation is reduced
due to damping factor in viscous case. Some experiments were performed using a wood clapboard suspended and
oscillating in lateral contact with a flat plate and using a DVD suspended by an axis stuck on its edge, where the
friction was in this axis. The movements were recorded an analyzed with aid of software Tracker. It was possible
to obtain decay parameters and friction force in both cases. Also, viscous damping forces were calculated due to
drag from the air and showed to be negligible with respect to dry friction. Keywords: Physical pendulum, Dry
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1. Introducao

O movimento oscilatério é um dos principais topicos
da Fisica a serem abordados, desde o ponto de vista
educacional até as aplicagbes em engenharia. Logo, a
compreensao precisa deste movimento é de importancia
vital, ndo s6 para os fisicos, mas também para estudantes
de engenharia. O movimento oscilatério real envolve nao
apenas a dindmica do movimento em si, relacionada
ao corpo que oscila e o sistema (se modelo massa-mola
ou péndulo). Em ambos, dois tipos de amortecimento
podem ocorrer: amortecimento viscoso ou amortecimento
seco. O estudo do amortecimento viscoso é um tema
padrao em todos os livros didaticos de fisica e também
ha uma série de trabalhos que lidam com amortecimento
viscoso de oscilagbes mecénicas [1], [2], [3], [4], [5], porém
o movimento oscilatorio amortecido pelo atrito seco é
menos explorado na literatura. Alguns trabalhos neste
sentido encontram-se em [6], [7], [8].

O atrito presente no contato entre superficies é nor-
malmente abordado nos livros textos como um fenémeno
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que depende da textura da superficie, porém, esta é uma
abordagem bem simples sobre o problema. Experimen-
tos indicam uma dependéncia do atrito de uma grande
variedade de parametros, incluindo a velocidade de des-
lizamento, aceleracao, distancia critica de deslizamento,
temperatura, carga elétrica, forca normal, umidade, tipo
e preparagao da superficie e também a combinacao de
materiais em contato. Fm muitas aplicagoes de enge-
nharia, o sucesso de modelos preditivos de resultados
experimentais continua fortemente sensivel ao modelo de
atrito [9].

Neste trabalho damos enfoque ao péndulo fisico com
predominancia do atrito seco sobre o viscoso, em que um
corpo rigido oscila suspenso com seu centro de massa
abaixo do pivo de suspensdao com secgao de choque fron-
tal com o ar muito pequena e superficies lisas. Foram
feitas analises relativas ao tipo de oscilagdo com medidas
experimentais. Os dados de posi¢ao vs tempo foram ob-
tidos com auxilio do Tracker, um software livre utilizado
na andlise de dados experimentais de movimentos [10].

Foram realizados dois tipos de experimento. No pri-
meiro, foi utilizada uma ripa similar & utilizada em [5],
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porém, naquela ocasidao, o atrito com o pivo era mi-
nimo e a principal contribuicdo para o amortecimento
da oscilacao foi da resisténcia do ar, em que se observou
claramente uma oscilagdo reduzida exponencialmente.
Neste trabalho, a ripa suspensa por um orificio em sua
extremidade com atrito desprezivel no pivd, oscilou en-
costada a uma parede lisa de modo que as oscilagoes
foram fortemente amortecidas pelo contato constante
com a parede, caracterizando atrito seco. No segundo, foi
utilizado um DVD, posto a oscilar na direcao do plano
da superficie circular, suspenso apenas pelo pivo e sem
contato lateral algum. O DVD apresenta faces bem lisas
e espessura muito pequena, de modo que o arrasto do
ar fosse desprezivel, ao mesmo tempo em que havia um
atrito significativo no pivo. Com isto, foi possivel calcular
o coeficiente de atrito em um dos casos estudados e a
forca de arrasto devido ao ar nos dois casos.

2. Consideracgoes tedricas

O atrito ¢ a forca de resisténcia ao movimento relativo
entre superficies sélidas, camadas de fluidos e outros
materiais que deslizam um contra o outro. O atrito é
classificado em fungao da natureza do material e a forma
de contato: o atrito seco ou atrito de Coulomb é a forga
de oposicao ao movimento relativo as faces de duas su-
perficies solidas em contato. Este atrito é ainda descrito
como atrito estatico (“aderéncia”) no caso de superficies
sem movimento relativo e atrito cinético entre superfi-
cies em deslizamento relativo. Sem considerar o atrito
no nivel atémico ou molecular, o atrito seco geralmente
surge da interagdo envolvendo caracteristicas da superfi-
cie (“asperezas”). Em outra categoria estd o atrito fluido,
descrito como a forga de cisalhamento entre as camadas
de um fluido viscoso, as quais se movem uma em rela-
¢do a outra [11], [12]. Um caso particular deste surge
quando um fluido lubrificante separa duas superficies
sélidas [13], [14], [15]. Por outro lado, quando um sélido
estéd imerso em um fluido, surge o atrito viscoso, que é
um componente do arrasto, ou seja, a forca que resiste
ao movimento de um fluido na superficie do corpo. Ha
também o atrito interno, dado pela forca que resiste ao
movimento entre os elementos que compoem um material
sélido enquanto sofre deformagao [14].

O atrito nao é em si uma forga fundamental. O atrito
seco, objeto deste estudo, surge da combinacao de efeitos
de adesao entre superficies, rugosidade, deformagao da
superficie e contaminacoes que nela possam ocorrer. A
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complexidade das interagdes decorrentes torna impratica-
vel o célculo do atrito a partir de principios fundamentais
da Fisica, sendo necessario o uso de métodos empiricos
para andalise deste fendémeno.

2.1. Atrito seco

O modelo mais simples para o atrito seco é dado pela lei
de atrito de Coulomb, que ainda assim exige uma série
de consideragoes. As propriedades elementares do atrito
cinético foram descobertas experimentalmente entre os
séculos XV e XVIII, resultando em trés leis empiricas:

e Primeira lei de Amonton: a forca de atrito é dire-
tamente proporcional a carga aplicada.

e Segunda Lei de Amonton: A forga do atrito é inde-
pendente da area aparente de contato.

e Lei do atrito de Coulomb: o atrito cinético ¢é inde-
pendente da velocidade de deslizamento. A lei do
atrito de Coulomb é resumida pela simples equacéo
escalar 1.

F=uN (1)

em que F é a forca de atrito proporcionada pela reacéo
normal de contato N entre as duas superficies em questao.
Ambas estao relacionadas pelo coeficiente de atrito .
Desde que F e N sejam expressas na mesma unidade de
medida (newton no Sistema Internacional de Unidades
ou kegf, por exemplo, o coeficiente de atrito é grandeza
adimensional.

Ruina [13] discute o atrito cinético e o estético ao consi-
derar os casos de movimento relativo entre as superficies
em contato, resumindo-o no Quadro 1.

O sentido da forga de atrito F' em um corpo A estd no
sentido oposto a velocidade de escorregamento de A em
relacdo a B. Pelo principio da acao e da reagao, deduzimos
que a forca no corpo B esta no sentido oposto. Essa forga
também ¢é oposta a velocidade relativa de escorregamento
de B em relagdo a A. Ou seja, F' resiste ao movimento
relativo entre A e B. Na Figura 1 estdo esquematizados o
sentido de deslocamento (escorregamento — slip rate) é do
corpo, a atuacao da forga F' de atrito e da reagdo normal
de contato N e um grafico em que a relagdo entre estas
forcas é proporcional ao coeficiente de atrito estatico
s (sem escorregamento) ou dindmico (ou cinético) g,
quando hé escorregamento 5. Note que o coeficiente de
atrito estatico é maior que o coeficiente de atrito dindmico.
Isto mostra porque é percebido que “um corpo quando
comeca a escorregar, nao para mais”. Se a forga que

Quadro 1: atrito "dindmico”vs. atrito "estatico”

Escorregamento Atrito — interagado tangente a R 7 Velocidade relativa de escorrega-
superficie. Opoe-se ao desloca- F= —uN— (2) | mento entre os pontos de contato
mento (v) 191

Contato estaciond- | Componente tangencial da forga _ Limite maximo da componente

rio de contato |F’ <N (3) tangencial da forca de contato
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Figura 1: Forca de atrito em funcio do escorregamento 4. Fonte:
Ruina e Pratap [13]
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Figura 2: Torque no eixo pivd devido ao atrito seco e forcas
associadas ao movimento.

iniciou o movimento for maior que a forca de atrito
estatico e for mantida, certamente é maior que a forca
de atrito dindmico ou cinético, quando estd havendo o
escorregamento.

2.2. Péndulo fisico

Conforme descrito em [16], [17] e [18], para citar algumas
referéncias, o péndulo fisico é descrito como um corpo
rigido suspenso e posto a oscilar verticalmente em torno
de um pivd acima do seu centro de gravidade (Figura 2).
A equagdo dindmica do movimento (eq. 4) apresenta um
termo devido ao torque resultante no pivo, Ipf provo-
cado pelo torque dado pelo produto entre a componente
tangencial do peso (mg senfl) atuando no centro de massa
(ou centro de gravidade, aqui ambos coincidem) e a dis-
tdncia ¢ do pivo ao centro de massa. Ip é 0 momento de
inércia relativo ao pivd P e Y M # 0 expressa o torque
resultante no corpo. Se nao forem considerados a resis-
téncia do ar (que produz o atrito viscoso) e o atrito seco
proporcionado pelo giro do eixo pivo, a tnica forca que
gera o movimento pendular é a componente tangencial
do peso mgl.senfl, que se opde ao sentido de rotagao
relativo ao pivo.

Iph = Z M = —mgsenfl — Ipf + mgl.senf = 0 (4)
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Nesta equagao 4, Ip é o momento de inércia do corpo que
oscila pendularmente em relagao ao ponto de suspensao
(pivd) P, 6 = % é a aceleragdo angular referente a
rotacao do corpo em torno do pivo, m é a massa do corpo,
g a aceleragao gravitacional, £ é a distdncia do centro de
massa do corpo ao pivo e 6 é o angulo que a linha entre
0 pivod e o centro de massa faz com a vertical (prumo).
E muito frequente referir-se a ¢ como o comprimento do
corpo, assim, seu centro de massa distaria £/2 do pivd.
Estamos considerando que o corpo possui um formato
arbitrario e pode ser ndo homogéneo (Figura 2)

O momento de inércia I é uma medida da inércia
rotacional de um corpo que gira em torno de um eixo
arbitrario relativo a ele. Esta medida é realizada pela
distribuicdo dos elementos de massa em torno deste eixo,
ponderado pelas distancias a ele. As unidades de medida,
no Sistema Internacional (S.L), sdo: [Ip] = kg.m?, [f]
= rad/s?, [m] = kg, [g] = m/s?, [{] = m. Muito impor-
tante é lembrar que 6 é medido em radianos (rad) E| em
vez de graus (°), este dltimo sendo muito praticado em
atividades experimentais. Por conveniéncia, para corpos
relativamente pequenos (da ordem de 0,1 m), pode-se
expressar o momento de inércia em g.cm?.

Para pequenas oscilagoes, em que senf ~ 6, (0 em
radianos), a equacdo apresenta a solugao

6 (t) = Acos(wt + ) (5)

a qual, aplicada a eq. 4, resulta na expressao da eq. 6
para a frequéncia de oscilagdo “natural” do péndulo.

mgl
=1/ F (6)
bastando, para isso, substituir a em . Lembrando
que, na equacao 4, deve ser feita a aproximacgao senf =~ 6
e calcular 6.

A andlise dimensional da equacdo 6 mostra que [w]
= rad/s. Considerando-se esta uma situagao ideal, onde
nao ha perda de energia, a amplitude de oscilacao per-
manece constante igual ao angulo 6y de onde o péndulo
foi inicialmente abandonado [18].

2.3. Péndulo com atrito viscoso

Bonventi e Aranha [5] realizaram experimento similar
com uma ripa suspensa pela extremidade, onde se ve-
rificou que o atrito com o eixo pivo na oscilagao era
desprezivel em relacao a forga de arrasto proporcionada
pelo ar (atrito viscoso). Havendo perda de energia por
atrito viscoso, atribui-se um termo bf proporcional &
velocidade angular e associado ao torque que desacelera

1 O rad também simboliza uma unidade de dose de radiagio absor-
vida, definida como 1 rad = 0,01 Gy = 0,01 J/kg, nas unidades
CGS como a dose equivalente a 100 ergs de energia absorvidos por
um grama de matéria. Nao é mais recomendado o uso do sistema
CGS.
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o movimento. Deste modo, a equagdo dindmica torna-se

Iph = ZM = —mgsendl — b —

0+ 39 + m—gl.sene =0 (7)

I, Ip
em que = d@/dt, sendo similar as equagoes tradicional-
mente vistas para oscilagoes lineares amortecidas [16], j&
com a aproximacao senf ~ . Neste caso, a frequéncia
de oscilagao é dependente também do fator de amorteci-

mento b (eq 8).
_ fmet (b
YT\ T (21p> ®)

b é um fator de amortecimento, de unidades kg.m?/s.
Para que o amortecimento ndo retire toda a energia
cinética do sistema antes da primeira oscilacdo completa,
b < 2¢y/mgllp (caso subcritico).

A amplitude de oscilacdo vai decrescendo exponencial-
mente, como solugao da eq. 7

0 (t) = Ope " 1) cos (wt + ) (9)

a qual, aplicada a eq. 7, resulta na expressao da eq. 8 para
a frequéncia de oscilagdo do péndulo com amortecimento
viscoso [18]. O movimento é oscilatério com amplitude
decaindo exponencialmente.

2.4. Péndulo com atrito seco

No caso do péndulo, onde s6 ha dois pontos de parada
nas extremidades do movimento, ocorre um deslizamento
com atrito entre o corpo suspenso e o pivd (no experi-
mento do DVD aqui realizado) e entre o corpo suspenso
e a superficie lateral (experimento da ripa). A forga de
atrito seco ou atrito de Coulomb é proporcional a forga
normal N entre as superficies deslizantes (eq. 2). No
caso em que a perda de energia cinética é consideravel-
mente maior devido ao atrito do pivo do que a devida
a resisténcia do ar, a equagao dinamica é acrescida
do torque resistente M devido ao atrito coulombiano do
pivo (ver também o Quadro 1). Observa-se na Figura
2 as grandezas relacionadas & dindmica do movimento.
Analogamente & segunda lei de Newton, considerando
rotagoes, um corpo submetido a uma resultante de tor-
ques adquire aceleracao rotacional Geo torque resistente
M, cujo sinal depende do sentido de rotacdo em um
dado instante. Nos péndulos, a componente do peso esta
sempre exercendo um torque restaurador, analogamente
a um sistema massa-mola, em que a mola sempre atua
contraria ao sentido do movimento, por isso seu sinal
negativo A Figura 2 esquematiza os sentidos dos torques
externos Assim, a equacio 4 se torna:

Ipf = —mgsenfl + M (10)

e o sinal adequado do torque M provocado pelo atrito
seco é convenientemente expresso em termos do sentido
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de rotacao 0/ |0’ em torno do pivo (equagdo 11):
Ip9—|—M(9/‘9’) + mgl.send =0 (11)

Verifica-se que as dimensdes de Ipf, M e mgl sio todas
consistentes com as unidades de momento da forca ou
torque. No S.I., kg.m?/s?> ou N.m

Se o péndulo estiver na posigao vertical, a forca normal
na eq. 1 pode ser substituida pelo peso do corpo rigido,
concentrado no seu centro de massa.

Quando o péndulo sai do prumo, o peso se divide em
uma componente tangencial ao movimento mg.senf e
uma componente radial mg.cosf no sentido contrario ao
que aponta para o pivo (Figura 2). O atrito no pivo surge
como consequéncia da reacao a essa componente radial
(a forga “normal” nesse caso) vezes o coeficiente de atrito.
Assim, o torque M pode ser escrito como

M =Far-r=uNr=p-mg-cost-r (12)

sendo r o raio do eixo pivd, uma vez que o atrito de
escorregamento se dé na borda cilindrica dele (Figura 2).

No regime de pequenas oscilagoes, senf ~ 6 e cosf ~ 1.
Assim, M é considerado constante durante todo o ciclo
M = p.mg.r e a solugdo da eq. 11 é dada por

0 (t) = Acos (wt + ¢) = M/(mgl) (13)

Substituindo a eq. 13 na 11, conclui-se que a frequéncia
de oscilagao é a mesma de um péndulo fisico sem atrito:

w? =mgl/Ip (14)

Considerando-se as condigbes de contorno 0(0) = 6 e
0o = 0, obtém-se a fase ¢ = 0 e a amplitude

A = 0y F M/(mgl) (15)

Resta-nos agora considerar como o momento gerado pelo
atrito é equacionado. Uma abordagem seria calcular 6(t)
para um ciclo completo de oscilagdo, mas como o atrito
é contrario ao movimento, troca de sinal a cada meio
ciclo. Entao, realizando este calculo para meio ciclo (meio
perfodo: T/2 = 7/w), de modo que

T M 2M
9(;):(Go—MT/Z)CObﬂ'—Fmigl:—oo-f‘migl (16)
de onde se obtém:
_ mgl z
v oro(T)

Assim, no instante inicial, a posicao angular do péndulo
é 0y e, decorrido meio periodo, o valor dado pela eq.
16. Pela simetria da oscilacao, a posicao angular em um
periodo completo serd 8y — 4M /mgl, de onde se infere
que, a cada oscilagdo, a amplitude angular decresce de
uma quantidade 4M /mgl (constante). Com isto, explica-
se a envoltéria linear do grafico da posicao angular vs.
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tempo (Figura 3), cuja equagdo de reta é definida pela
posi¢do (méxima) a cada ciclo n (eq. 18):

GMAX (’I’L) = 00 — m_gl n (18)

Logo, a equacao geral para o movimento do péndulo

com atrito coulombiano, dadas as condig¢oes de contorno
acima mencionadas, é dada por:

0(t) = (90 - i_]\;z . %) cos (wt) (19)

E possivel determinar experimentalmente o torque redu-
tor proporcionado pelo atrito coulombiano por meio do
grafico da posigao angular 8 vs. tempo. Este coeficiente é
obtido da inclinagdo a = [0(T) — 00]/T = (—4M /mgl)/T
da reta no grafico experimental da oscilagdo (Figura 3)

Em um dos experimentos aqui realizados, utilizando
um DVD como péndulo, o atrito predominante foi devido
ao giro em torno do pivo de suspensao. Nesse caso, o
torque redutor das oscilagbes é obtido pela forca de atrito
Fat (no contato do eixo com orificio no qual est4 inserido)
vezes o raio r do eixo (eq. 12). Desta maneira, o coeficiente
de atrito entre o eixo e o orificio é obtido pela inclinacéo
a da reta envoltoria vista na Figura 3 empregando-se a
eq. 19, no que resulta:

a=—4M/(mglT) = —4pr/(T) (20)

Note que a dimensédo de [a] no S.I. ¢ s7! e a intensidade

do coeficiente de atrito dinAmico é obtida por:
w=aTl/(4r) (21)

No outro experimento, realizado com uma ripa suspensa
pelo pivd, mas também em contato com uma parede lisa,
o atrito seco considerado é do escorregamento da ripa
contra a parede enquanto a ripa oscila suspensa. O atrito
com o pivo foi dado como desprezivel (ver secdo Resul-
tados e referéncia [5]), tanto que o nimero de oscilagoes
da ripa até parar é muito menor do que o DVD e nos
experimentos de [5].

0o
O—4Mmgt |\ _______ o= o) = (60 - % . %) cos(wt)
—Oo+2Mimgl ---» E
—6o — i
0 T t

Figura 3: Modelo grafico da oscilacdo amortecida por atrito
seco
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Figura 4: llustracdo dos eixos associados ao momento de inércia
|, passando pelo pivdé P e pelo centro de massa CM de cada
corpo

@) Tracker - o X
Arquivo Editar Video Trajetrias Coordenadas Janela Ajuda
S H| S B8 v | Koo = B | Qasw
¥ O massaA m|1,000 kg

S NS A AL AN A

memdria em uso: 43MB de 247MB

= Dlaaramn‘ o massaAlv‘ i

massaA (t, x)

0,10

0,05
Controle d
-0,00
<& massaA

X(m)

-0,05

-0,10

-015]
0

il 2
Foess wapsieam]
Datos [ 0 mesea[7]

tis) :‘ X(m) ¥(m)
300 1601E- ;
333 107E- ;

.367] . 386E-
.400] .379E-
433 . 088E-
467  B54E-

.500] ,650E-
.533) 0.102)
567 0,106
.600] 0.102)
.633] 9.651E-2|

barra de ferramentas, shift+cligue para remarcar posi¢éo de destaque)

31 (100% W sO———s a1» =
E - -

[L Ripa_AtSeco_20191017_162538777 (1)_Trim.trk J

Figura 5: Ripa suspensa por piv6é encostada em parede lisa e
dados no Tracker

Neste caso, as equacdes 20 e 21 nao se aplicam, mas
o modelo geral das equagoes 13 e 19 é mantido, desde
que se consiga medir o torque resultante devido ao atrito
da ripa com a parede, em que se¢Oes transversais dela
realizam movimento circular em torno do pivo e a forga
de atrito em cada secdo é tangencial a esse movimento
circular (Figura 4 e Figura 5).

Uma revisao sobre os diversos modelos de atrito desen-
volvidos, especialmente os do tipo “seco”, foi realizado
por Grego [19]. O modelo de atrito seco de Coulomb
atende aos propositos do experimento realizado. Um
modelo pode ser mais “atual” ou mais sofisticado em
sua formulagéo, como o de sticktion (static+friction) e
seus aperfeigoamentos tedricos [13]. Entende-se que neste
trabalho é desnecesséario considerar um modelo mais so-
fisticado, porque a velocidade é nula apenas nas “extre-
midades” do movimento (prevaléncia do atrito estatico
sobre o dindmico) e, nestas extremidades, a componente
da forca peso que acelera o péndulo invertendo seu movi-
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mento é méxima (mg.senf), bem maior do que a forga
de atrito estatico (ver se¢do de Resultados).

Conforme mencionado na introdugéo, foram realizados
dois experimentos: uma ripa de madeira e um disco DVD
utilizados como péndulos. Apresenta-se a seguir o calculo
dos momentos de inércia destes dois corpos em relacao
ao pivo pelo qual foram suspensos.

2.5. Momentos de inércia

Nesta secao apresenta-se o calculo do momento de inércia,
levando-se em conta as caracteristicas geométricas dos
corpos utilizados nos experimentos.

Na Figura 4 estao esquematizados os eixos considerados
para este calculo em cada corpo. Ioy € 0 momento de
inércia dado a partir de um eixo que passa pelo centro
de massa (CM) de um corpo. Normalmente, este valor
é tabelado em fungao das dimensoes e da geometria do
corpo.

Neste trabalho, devido ao movimento oscilatorio pen-
dular, consideramos Iy em um eixo perpendicular ao
maior plano dos corpos. Ip é o momento de inércia rela-
tivo a um eixo passando pelo pivd, estando paralelo ao
eixo de Icy. Sendo assim, Ip pode ser calculado a par-
tir de Icyv fazendo uso do Teorema dos Eixos Paralelos
(Teorema de Steiner) [14], [16], [17].

2.5.1. Momento de inércia de uma placa
retangular

O momento de inércia de uma placa retangular (que
representa a ripa utilizada no segundo experimento) re-
lativo a um eixo perpendicular a sua maior superficie
(ou seja, na direcdo de sua espessura), passando pelo seu
centro de massa é dado por

Iy = m(h? + w?) /12 (22)

em que h é a altura (distancia entre bordas opostas) e
w ¢ a largura da placa (distncia entre as outras bordas
opostas). Utilizamos esta nomenclatura devido as dimen-
soes da ripa utilizada, cuja geometria é um retangulo
bem alongado.

Levando em conta que o pivo estd na extremidade
da dimensdo mais longa (h) e distante h/2 do centro
de massa, aplica-se o Teorema dos Eixos Paralelos para
reavaliar o momento de inércia Ip relativo ao novo eixo
de oscilagao:

Ip = Iom +mi? (23)

onde ¢ é a distdncia entre o eixo que passa pelo centro
de massa (CM) e o novo eixo definido pelo pivo (paralelo
aquele), posicionado na extremidade da ripa. Aplicando-
se esse teorema, o momento de inércia é expresso como

Ip = m(h* +w?)/12+m(h/2)? = m(4h* +w?) /12 (24)
Substituindo-se esta equagdo 24 na eq. 14, obtém-se

wi = 6gh/(4h? +w?) = 6g/(4h + w?/h) (25)
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mostrando que, a frequéncia de oscilagao depende mais
fortemente da dimensao h para h»w.

2.5.2. Momento de inércia de um disco

O momento de inércia de um disco com orificio circular
concéntrico (ou anel), relativo a um eixo perpendicular
ao seu plano e que passa pelo seu centro de massa, é
dado por

2 2

em que Ry e Ry sdo os raios externo e interno do DVD e m,
sua massa. Aplicando-se o Teorema dos Eixos Paralelos,
o momento de inércia torna-se

Ip =m (R} + R3) /2+ mR} = m (3R] + R3) /2 (27)
Substituindo-se esta equagdo 27 na eq. 14, obtém-se
w? = 291/(3R? + R?) (28)

0 que mostra claramente que a frequéncia natural de
oscilagdo harmoénica do péndulo fisico independe da sua
massa.

2.6. Aceleragao gravitacional g corrigida

O valor da aceleragao gravitacional, necessario para calcu-
lar a frequéncia de oscila¢ao relacionada ao momento de
inércia de um péndulo fisico, geralmente é utilizado como
g = 9,8 m/s%. Conforme discussdo em [5], procurou-se
um valor mais preciso para a localidade e altitude onde o
experimento foi realizado. Adotou-se o calculo dado por
Mezzalira et al [20]

g =9,7803184.[1 + 0,0053024.sen*(L)
—0,0000059.sen?(2L)] — 3,086.10 ¢ H (29)

em que L ¢ a latitude e H a altitude do local. Adotando-
se a altitude do local de realizagdo dos experimentos
como 600 m acima do nivel do mar e latitude de 23°30’
[21], substitui-se estes valores na eq. 29, obtendo-se a ace-
leragao da gravidade igual a 9,78668 m/s. Pelos desvios
relativos tipicamente obtidos nas medidas neste trabalho,
adotou-se g = 9,79 m/s?.

3. Materiais e Métodos

Neste estudo foram utilizados como péndulo:

1. uma ripa de eucalipto de massa m = (68,1440,01)
g, medida com uma balanga semianalitica, compri-
mento h = (473,0+0,5) mm, largura w = (41,0£0,5)
mm, espessura b = (10,0+£0,5) mm, medidos com
uma trena;

2. um DVD de massa m = (15,004+0,01) g, medida
com uma balanga semianalitica, didmetro externo
D; = (120,040,5) mm, didmetro do orificio Dy =
(15,0£0,5) mm e espessura e = (2,0+0,2) mm,
medidos com um paquimetro.
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Para que fosse possivel o estudo do atrito seco, a ripa
foi suspensa por um pequeno orificio feito bem préximo
a sua extremidade (2 mm), cujo didmetro também foi
de 2 mm, feito cuidadosamente com uma broca para
madeira. A ripa foi posta a oscilar encostada em uma
parede lisa constituida de placas para divisorias, havendo
assim atrito de escorregamento entre a face da ripa e
a superficie da parede, resultando em poucas oscilagoes
devido ao forte amortecimento resultante (Figura 5).

O centro de massa da ripa foi determinado pelo método
do prumo, da mesma maneira descrita em [5]. A distancia
entre o furo central (eixo de oscilagdo) e o centro de massa
da ripa foi medida com uma régua e o valor obtido foi
¢ = (234,04+0,5) mm. A ripa foi posta a oscilar a partir
de um angulo de aproximadamente arctan(0,151/0,473)
= 17,7° em relacdo a vertical (corresponde a 0,309 rad,
com sen(0,309) = 0,304, diferenca de 1,6%

O movimento pendular da ripa foi medido com o auxilio
do Tracker, usando como referéncia um dos orificios feito
na extremidade inferior apds a ripa estar suspensa pelo
pivo. O “Tracker” é um software livre que trabalha com a
linguagem Java para andalise e modelagem de movimentos
gravados em video [10]. Ele tem sido proposto como
alternativa para a coleta e analise de dados experimentais
de movimentos.

O movimento do DVD foi medido suspendendo por
uma fita adesiva presa na borda deste, na qual deixou-se
uma sobra para fixacdo no pivo. O eixo pivo e o DVD
estao rigidamente ligados e o eixo atravessa um orificio
feito em um suporte de plastico escuro, de modo a girar

com um certo atrito, mas mantendo o eixo horizontal.

Com isto, o pivé ficou rente a borda do DVD e a distancia
medida do pivo ao centro de massa foi ¢ = (121,0+0,5)
mm (Figura 6). A massa da fita adesiva (de largura 25
mm) é de (0,20£0,01) g para cada 10 cm de comprimento,
medida com uma balanca semianalitica. Como estava
junto ao pivé para fixacdo, sua massa e momento de
inércia foram desconsiderados. O conjunto teve uma folha
em branco suspensa por tras que sustentava uma régua
na sua extremidade inferior, para fins de calibracao de
escala. O DVD foi posto a oscilar a partir de um angulo de
20,0° em relagao a vertical. Para medir o dngulo inicial de
inclinacao 6y do DVD em relacdo a vertical foi utilizado o

Figura 6: Montagem experimental do DVD e coleta de dados
para o Tracker
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préprio transferidor do “Tracker”, indicado na Figura 6 a
direita. Sobre a harmonicidade do movimento oscilatério,
20,0° = 0,349 rad e [sen(0,349)-0,349|= 0,007. Além
disso, um pequeno ponto foi marcado na posigdo mais
inferior da borda do DVD para seguir seu movimento
com o Tracker.

A tomada das posi¢des do péndulo durante sua oscila-
¢ao foi realizada inicialmente com o posicionamento do
eixo de referéncia e da escala (em lilds e azul, respectiva-
mente) - ver Figura 5 e Figura 6, calibrados com auxilio
da imagem da régua. Em seguida, foram marcadas as
posigoes do ponto mais inferior do corpo em cada frame
do video. Estas marcagoes consistem em “clicks” com o
“mouse” na imagem sobre o ponto escolhido que percorre
sua trajetéria durante a oscilagdo. Foram tomadas as
posigoes na dire¢do horizontal (x), usando como origem
das coordenadas aquelas definidas pelos eixos de cor lils
das Figuras 5 e 6.

A diferencga entre a configuragao das medidas para
o Tracker na ripa (Figura 5) e o DVD (Figura 6) foi
que bastou a calibragdo do Tracker pelo comprimento
da ripa (medida antes da montagem experimental) para
determinacao da escala de movimento em relagdao ao
video, para fins de medidas da amplitude de oscilacao.

Como um dos objetivos do experimento era utilizar
configuragdes e equipamentos acessiveis, utilizou-se para
a filmagem do movimento um smartphone, com camera
de resolucao 5 MP, tomada a uma distancia aproximada
de 20 cm do conjunto. A duragdo da filmagem foi de
aproximadamente 15 s, gerando 180 quadros com dados
de tempo e posigoes nas diregoes x e y. A oscilagio da
ripa inicia no quadro n° 12 (¢ = 0,0 s), quando foi liberada
e termina no quadro 156 (t = 4,3 s). A oscilagao do DVD
inicia-se no quadro n° 22 (¢ = 1,9 s), quando o mesmo
foi liberado e termina no quadro 150 (¢ = 12,3 s).

4. Resultados e Discussao

De posse dos dados experimentais efetuou-se a analise dos
resultados fornecidos pelo “Tracker”. O grafico da oscila-
¢ao resultante da ripa, gerado no préprio Tracker, pode
ser observado na Figura 7, juntamente com o modelo de
fun¢ao oscilatéria amortecida por atrito seco ajustada
sobre os dados experimentais (linha sélida). Observa-se
neste grafico que a tultima oscilagdo prevista em teoria
(linha azul) nao ocorre (pontos experimentais) devido a
uma desaceleragio mais forte no final do movimento (pro-
vavelmente alguma caracteristica ligeiramente diferente
no contato entre as superficies naquele local, alterando
a forca de reacdo normal de contato). Ainda assim, esta
particularidade néo interfere na obtencéo dos pardmetros
do movimento.

Da mesma maneira, o grafico da oscilagao do DVD
pode ser observado na Figura 8, com o modelo de fungao
oscilatéria ajustada. Observa-se que, com o decaimento
linear dos maximos de cada oscilagao, esta deveria cessar
em cerca de 10,2 s, no entanto, a partir de 9,2 s ha
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alteragdo no modo de amortecimento (observando-se a
envoltéria exponencial ajustada, no destaque superior da
Figura 8). Na se¢do seguinte, foram parametrizados os
dois regimes de movimento, antes e depois de 9,2 s para
analise e discussao.

4.1. Ajuste dos pardmetros

Para ajuste da funcdo dada na , utilizou-se a janela
“DataTool” do Tracker. Com a opc¢ao “autofit” habili-
tada, informa-se a margem de erro admissivel para cada
para”metro (10%, 1% ou 0,1%) para a otimizagdo auto-
matica deles. Frequentemente el necessario informar os
valores aproximados dos pardmetros iniciais para que o
programa inicie o processo de ajuste de modo a possi-
bilitar sua convergéncia. No caso do ajuste utilizando o
“Tracker”, basta “clicar” diretamente no grafico com o
botao direito do “mouse” e, no menu flutuante, selecio-
nar a op¢ao “Analisar”. E interessante iniciar um ajuste
mais grosseiro escolhendo-se erro de 10% no programa
de ajuste e depois ir refinando para 1% e finalmente
0,1%. Tendo procedido desta maneira, o ajuste ficou bem
preciso, observando-se o erro quadratico médio calculado
em tempo real pelo Tracker.

A fungdo ajustada segue o modelo de oscilagdo harmo-
nica mostrado na eq. 19, porém w = 27 f foi escrito
explicitamente para fins de ajuste experimental a partir
da frequéncia de oscilagdo. Também, o tempo foi deslo-

-0.10
012
014

0 02 04 08 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42
t

Figura 7: Dados experimentais e funcdo ajustada da oscilacdo
da ripa
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Figura 8: Dados experimentais e fungdes ajustadas na oscila-

cdo do DVD. No detalhe superior, envoltéria com decaimento
exponencial no final do movimento.
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cado de tg pelo fato de que a oscilagdo comegou depois do
infcio da gravacdo (no caso do DVD — Figura 8) e a en-
voltoria expressando a amplitude decaindo linearmente
foi reescrita como (90 - fn—l‘;jl . %) = A[l - B(t—ty)],
obtendo-se a fun¢@o horaria dada em . Observou-se
que o parametro mais critico de ajuste foi a frequéncia,
seguido da constante de base C' e do fator de decaimento
B, nesta ordem de importéancia.

O(t)=A(1—B(t—ty))cos2nf(tty))+C  (30)

O termo 1-B(t-ty) parametriza a reta envoltéria da curva
de oscilagao cossenoide (Figura 8). Ainda, ¢y assinala o
inicio do movimento em relagdo a filmagem e o parametro
C é a posicao da linha de base dos pontos.

Para a ripa, os parametros de ajuste seguem na funcéo
horéria:

0(t) = —0,1375. (1 — 0,2615 (£ — 0,0162))
xcos(2m.0,8732.(t0,0162)) — 0,0132  (31)

Para o DVD, inserindo a func¢ao de ajuste e valores iniciais
para os pardmetros, a expressao fornecida pelo “Tracker”
apoOs a convergéncia dos valores foi

0 (t) = 0,3378. (1 — 0,120. (t — 1,914))
xcos(2m.1,651.(t1,914)) — 1,585 (32)

Este ajuste teve como requisito o desvio de 1% permitido
em cada um dos pardmetros A, B, C, ty e fpara resultar
no desvio quadratico mencionado.

Neste interim, ndo hé o que comparar nos dois movi-
mentos, pois sdo corpos de conformagoes bem distintas
como também as forcas de atrito seco nos dois casos
tiveram origens diferentes: no caso da ripa foi o contato
da parede ao longo do corpo, cuja reagao normal N nio
pode ser medida. No DVD foi devido ao eixo pivo.

4.2. Momentos de inércia

O momento de inércia calculado para o modelo estatico
a partir da equagdo 24 fornece o seguinte resultado para
a ripa
Ip = 68,14.(4.47,3% +4,1%)/12
= 50912 g.cm? = 5,09.10"2 kg.m?

E pela oscilagao observada, a partir da eq. 14,

mgl

w?
= 5,25.107% kg.m?

0,06814.9,8.(0,473/2)/(27.0, 8732)>

Igxp

Resultando em um erro relativo entre os dois valores
de 3,1%, o que parece ser bem razoével nas condigoes
experimentais apresentadas.

Para o DVD (eq. 27)

I = 0,015(3.0,06% +0,075%)/2 = 8,14.10~° kg.m?
= 814 g.cm?
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e, utilizando a eq. 14, chegamos ao momento de inércia
do DVD

Iexp = mgl/w?=0,015.9,79.0,06/107,79
= 8,18.107° kg.m? = 818 g.cm?

Comparando-se ambos os resultados, observa-se um
erro relativo entre eles de 0,5%.

Este erro é menor se comparado com os resultados
da literatura. Em [22] foi realizada uma montagem com
sensor oiptico para o estudo do movimento de um disco
rigido. Neste trabalho o momento de inércia foi obtido
indiretamente através da corrente elétrica do sistema de
deteccao eletronico, resultando em um erro menor que
5% entre o momento de inércia tedrico e o experimental.
Eadkhong et al [23] utilizaram o “Tracker” no estudo
do momento de inércia de um cilindro, obtendo erros na
faixa de 0,4% a 3,3%. Bonagamba e colegas [24] também
utilizaram um sistema de detecgao 6ptico com sensor e
receptor infravermelhos, no estudo de oscilagdo de corpos
rigidos e obtiveram erros relativos que variaram de 1,4%
a 3,4%.

4.3. Obtencao do coeficiente de atrito dindmico

Nesta secéo, os coeficientes de atrito sdo obtidos a partir
dos dados experimentais vistos nos graficos e das fungoes
ajustadas.

4.3.1. Pelo contato da ripa com a parede

Conforme descrito na configuragdo experimental, a ripa
oscilava encostada a uma parede lisa de modo a manter
um contato constante ao longo do movimento, que era
diminuido pelo atrito entre a ripa e a parede.

Os coeficientes angulares das retas (superior e inferior)
que passam pelos maximos (e minimos, respectivamente)
das oscilagoes ajustadas no Tracker forneceram os valores
a = —0,0372 (superior, decrescente) e a = 0,0368, resul-
tando em uma diferenca de 1,1%. Adotando-se o valor
médio entre as duas retas ajustadas (0,0370) e levando
em conta a expressdo que relaciona o torque amortecedor
com a variacdo da amplitude méxima (eq. 20),

a = (—=4M/mgl)/T — 0,0370
= [4M/(0,068.9,79.0,234)]/1,145
— M =1,67.10"3N.m

Este torque é causado pelo contato da face posterior
da ripa escorregando pela parede, sendo que a porcao
da ripa no nivel do pivé nao escorrega, somente gira
em torno dele. As segOes transversais da ripa descre-
vem movimentos circulares, com a extremidade inferior
movendo-se com velocidade tangencial 6(t).h = 6(t).2l. A
se¢do média da ripa (na altura de seu C.M.) também des-
creve um movimento circular e desloca-se com velocidade
tangencial 0(t).h/2 = 6(t).l; e assim por diante. Estas
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velocidades sao proporcionais & medida em que tais se-
¢Oes transversais se afastam do pivo até sua extremidade
inferior.

No entanto, e este é um ponto essencial em nossas
consideragoes, o modelo de atrito seco adotado é inde-
pendente da velocidade. Assim, é assumido que o torque
obtido acima provém de uma for¢a de atrito “média” ao
longo da ripa, ou seja,

M 1,67.1073
Far=—=————

= =3.5.1073N
21 0,473 3,5.10

Nesse caso, nao ha como calcular o coeficiente de atrito
entre a ripa e a parede pois nao se sabe o valor da forga
normal de contato entre elas.

Mesmo o torque e a forca de atrito sendo muito peque-
nos (da ordem de 1073), tém a magnitude suficiente para
que ocorram no maximo as trés oscilagoes observadas na
Figura 7.

Sendo o atrito de arrasto aerodindmico da ripa cal-
culada pela seccao transversal retangular do seu perfil
h.b = (0,473 . 0,010) m?, considerando que a extremidade
presa ao pivo nao se desloca na direcao transversal e a
extremidade inferior se desloca & velocidade tangencial
v = w(t).h, a forca de arrasto (devida somente a secgao
de choque definida pelo perfil da ripa, veja [25]) pode ser
calculada como

Farr = —Cyppv®A/2 (33)
Em que

o Fagrg ¢ a forca do arrasto (em newtons).

o Cy é o coeficiente de arrasto (determinado expe-
rimentalmente, adimensional). Para uma placa re-
tangular, é dado aproximadamente como 1,3

e p é a massa especifica do fluido. Para o ar, tem o
valor de 1,20 kg/m? a 20°C e 1 atmosfera,

e A é a area de referéncia. Adotamos a area frontal
(a0 movimento) h.b = (0,473.0,010) m?

e v é a velocidade do objeto em relagao ao fluido

(m/s).

A Figura 9 ilustra o efeito do arrasto aerodindmico
nos perfis dos corpos estudados. Note que, no DVD, os
trechos de area considerados para o arrasto nem sempre
estao perpendiculares ao movimento circular realizado em
torno do pivé. Por isso, aproximando-se da extremidade
inferior o arrasto frontal se torna praticamente nulo.

A velocidade do perfil na extremidade da ripa, com
medicao feita pela ferramenta do Tracker “medir declive”
(na janela de andlise de dados), foi obtida como valendo
0,641 m/s, no ponto mais baixo da trajetéria (quarto de
periodo de oscilagao), na primeira oscilagdo, que é a maior
velocidade que o péndulo pode atingir. Isto permite um
calculo estimativo da forga de arrasto maxima, ja que a
mesma varia com a velocidade de oscilagdo do corpo. A
forga de arrasto é calculada integrando-se as velocidades
ao longo do comprimento da ripa e obtendo-se sua média
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em um periodo de oscilagdo. A velocidade média ao longo
da ripa, como fun¢do do tempo é calculada na eq. 34.

21 21

@:% / v(t,y)dy:% / 0 (t).ydy
y=0 y=0
“Low @’ _y (#) 1 =vem(®) (34)
2l g U\ TveM

Ou seja, a velocidade tangencial média dos trechos ao
longo da ripa pode ser descrita pela velocidade tangencial
na altura do centro de massa. Como a velocidade do perfil
varia de zero (na altura do pivd) a 0,641 m/s, a velocidade
média na posicdo do C.M. é metade, 0,321 m/s.

Substituindo-se na eq. 33, obtém-se a forca de arrasto
média na ripa, na primeira oscilagio:

Farr= —C,pv°A/2 = —1,3.1,20.(—0,0321)?
.(0,473.0,010)/2 = —3,8.107° N

Que corresponde a 3,8.1076 / 3,1.1072 ~ 0,1 % da forga
de atrito. Isto mostra porque a envoltéria do decaimento
oscilatério da Figura 7 é linear, com total predominancia
do atrito seco.

4.3.2. No piv6 do DVD

Como ja foi verificado, o DVD também tem sua am-
plitude de oscilacao reduzida linearmente a cada ciclo,
devido ao atrito seco do eixo pivd com o orificio por onde
atravessava. Os coeficientes angulares das retas nos ma-
ximos das oscilagoes (Figura 8) resultaram em -0,0370 e
0,0381 (média 0,0376). Adotando-se a média dos valores
absolutos entre ambos e utilizando a eq. 21

p = aTl/(4r) = 0,0376.0,606.(0,120/2)/(4.0,001)
= 0,342

onde Y = R é o didmetro do DVD e r o raio do eixo
pivo e o valor do periodo 1" obtido a partir da frequéncia
experimental ajustada da equagdo (31)): (T = 1/f =
1/1,651 = 0,606s).

Uma comparacao com coeficientes de atrito estimados
na literatura, plastico (orificio) vs. metal (eixo) mos-
tra que o coeficiente de atrito dos materiais poliméricos

Figura 9: Forcas de arrasto do ar ao longo dos corpos e areas
de seus perfis frontais ao arrasto
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encontra-se geralmente na faixa de 0,11 a 0,66. O ABS,
por exemplo, apresenta coeficiente de atrito entre 0,19
a 0,35. Algumas tabelas de coeficiente de atrito entre
materiais estdo, por exemplo, em [26], [27], [28], [29] ¢
[30].

A forca de atrito no pivo é calculada a partir da eq.
12. No ponto mais baixo da trajetéria (8 =0),

Far = pmg = 0, 342.0,015.9,79 = 0,050 N

Desprezou-se o atrito de arrasto aerodinamico do DVD,
calculado pela eq. 33. Mesmo assim, seu resultado foi
estimado adiante. Este resultado é diferente da ripa, pelo
fato de que a area frontal do perfil do DVD apresenta um
coeficiente C, e nao foi encontrado em tabelas valor
para o caso dele girar em torno de um pivé na sua
borda. Assim, considera-se que C, <2,0 (tipicamente).
A drea da secgdo frontal ao movimento do DVD, néo
considerando que, devido a sua curvatura circular, nao
colide perpendicularmente com o ar ao longo da sua borda
(Figura 9). Mesmo assim, considera-se para estimativa
um pior caso, em que a sec¢ao frontal estd perpendicular
ao movimento e corresponde ao didmetro do DVD vezes
sua espessura 0,120 . 0,002 = 2,4.10~% m?2.

Analogamente a ripa, a velocidade tangencial média
do perfil do DVD ¢é descrita pela velocidade tangencial
na altura do centro de massa. A velocidade do perfil na
extremidade do DVD, com medigao feita pela ferramenta
do Tracker “medir declive” (na janela de anélise de dados),
foi obtida como valendo 0,38 m/s, no ponto mais baixo
da trajetoéria.

Obtendo-se a forga de arrasto média no DVD, na
primeira oscilacao:

Farr = Copv®A/2 =2,0.1,20.0, 038>
.(0,120.0,002)/2 = 4,2.10°'N

Que corresponde a relacio Farr/Far = 4,2.1077/0, 050 ~
8.1076 de fato desprezivel. Isto mostra porque a envolté-
ria do decaimento oscilatério da Figura 8 é linear (total
predomindncia do atrito seco).

4.4. Decaimento exponencial da oscilagdo no
final do movimento do DVD

Na Figura 8, nota-se que ha um bom ajuste da envoltéria
linear sobre a curva de oscilacao até o tempo de 9,0 s. No
restante do movimento (detalhe na mesma figura), nota-
se um decaimento amortecido. Procurou-se na literatura
algum sistema oscilatério que exiba este comportamento
espontaneamente (oscilacdo amortecida linearmente al-
terando seu regime para amortecimento viscoso), nao
tendo sido nada encontrado durante o tempo em que este
trabalho foi desenvolvido. No caso do experimento aqui
realizado, algum fator existente na montagem do sistema
provocou esta situagdo, uma vez que era esperado o atrito
seco retirar energia do sistema até seu movimento cessar
completamente.
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Figura 10: Detalhe esquematico do rolamento do eixo no interior
do orificio

Analisando detalhadamente o sistema, observou-se
uma folga entre o eixo que sustentava o DVD e o ori-
ficio por onde este eixo passava (Figura 6). Tal folga
era suficiente para que, no final do movimento, houvesse
um rolamento entre o eixo e a borda interna do orificio,
para pequenas oscilagdes (detalhe na Figura 10). Até
o instante de 9s, a amplitude de rotagao e o peso do
DVD nao permitiam esse rolamento e o eixo deslizava
circularmente no interior do orificio. Como o atrito de
rolamento é muito menor que o de deslizamento (objeto
deste estudo), ap6s o tempo de 9s, a energia do sistema
era essencialmente retirada pelo minimo atrito com o
ar (a despeito da se¢ao de choque do perfil de DVD ser
muito pequena e suas faces laterais bem lisas, resultando
em um arrasto muito pequeno). Assim, no final do mo-
vimento, o péndulo entrava em um regime de oscilagao
amortecida por atrito viscoso, sem o atrito eixo-orificio,
explicando o decaimento exponencial final.

Com o auxilio do programa Tracker, esta parte do
movimento, a partir de 9,1 s, foi parametrizada com a
equagao 35, baseada na equacao 9:

6 (t) = Aexp (—B (t — t0)) cos(2n f.(t)) + C (35)

em que o termo exp(—B(t—tp)) parametriza o decaimento
da curva de oscilagdo cossenoide. Os outros pardmetros
sao interpretados da mesma maneira que na eq. 30 e o
resultado obtido foi:

0 (t) = 0,04176.exp (—1, 256 (t — 9, 177))
xcos[2.1,659.(t9, 177)] — 1,576 (36)

com desvio médio quadratico de 0,00057.

4.4.1. Obtenc¢ao do coeficiente de
amortecimento no regime de atrito
viscoso

Obtido o valor do momento de inércia dindmico, torna-se
possivel calcular a constante de amortecimento rotacional
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deste movimento como (ver eq. 8)
b= B.2Ip =1,256.2.8,14.107° = 2,04.10~* kg.m?/s

A constante de amortecimento é muito pequena, mas
diferente de zero, o que faz com que as frequéncias an-
gulares harmoénica ndo amortecida wy = 8,489 rad/s
e amortecida w=4/wZ—B? = 8,396 rad/s, divirjam em
cerca de 1,1%. A amplitude da eq. 9, dada pelo termo
Ope~b/(2IP) - diminui gradualmente com o tempo e cor-
responde a envoltdria da curva da Figura 8, no detalhe
superior.

5. Consideracgoes Finais

O uso do programa “Tracker” facilitou a tomada e analise
dos dados experimentais, e seus resultados apresentaram
grande concordancia com os cédlculos do momento de
inércia obtido a partir das dimensoes dos corpos utili-
zados. A disseminacao de aparelhos portateis tais como
tablets e smartphones, com capacidade de filmagem, bem
como a disponibilidade de computadores atualmente nas
escolas e a gratuidade deste programa, permitem uma
maior facilidade no aprendizado dos alunos no estudo de
fenémenos fisicos. Além disso, o “Tracker” é um ambiente
em que integra o video, a coleta de dados e os calculos
necessarios para o problema em estudo, facilitando as
analises dos parametros experimentais de movimentos.

Este modo de andlise experimental também permitiu a
comparacao com os modelos tedricos, além de estimar o
coeficiente de atrito com precisao de 1%, o que, didatica-
mente, permite a comparacao de um sistema real diante
de um modelo de movimento e a estimativa dos desvios
ocorridos.

No caso do DVD, comparando os resultados de 818 e
814 g.cm?, observa-se um erro relativo de 0,5%, que é
menor que alguns resultados da literatura. Para a ripa, a
diferenga entre o célculo tedrico (geométrico) e o experi-
mental foi de 3,5%. Ainda no caso da ripa consideramos
um experimento inédito, no sentido de gerar um atrito
coulombiano em um péndulo fisico, com a ressalva de
que nao foi possivel determinar a forca de contato com a
superficie lateral nas condigbes experimentais apresenta-
das.

A literatura apresenta intiimeros artigos de péndulos
simples rastreados por camera, bem como trabalhos em
que a massa pendular estd imersa em liquido com o in-
tuito de medir sua viscosidade. H4 ainda outros trabalhos
em que péndulos simples metdlicos sdo desacelerados por
forgas magnéticas. Optamos por ndo citar aqui tais tra-
balhos devido a estarem conceitualmente um pouco mais
distantes de nossos experimentos.

A assun¢do do modelo de atrito coulombiano, isto
é, independente da velocidade de escorregamento, se
mostrou adequada para a andlise dos experimentos aqui
realizados, uma vez que a perda de energia observada foi
praticamente constante durante todo o movimento.
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