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Neste artigo apresentamos um sistema para aquisicdo de intervalos de tempo e estimativas da velocidade a
partir de sensores de luz infravermelha acoplados & placa Arduino. Devido a precisio das medidas de tempo,
que apresentam incertezas da ordem de 107* s, somos capazes de determinar a taxa de amortecimento para o
péndulo devido & resisténcia do ar em um regime de pequenos angulos. Estudamos o sistema fisico formado por
um pequeno frasco de vidro suspenso por um fio. Este sistema foi modelado por diferentes péndulos, como o
péndulo fisico, o péndulo simples e o péndulo amortecido, onde discutimos sobre os limites de validade destes
modelos.
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In this paper we present an acquisition system of time intervals and estimates of velocity by infrared light
sensors connected to Arduino board. Because of precision in time measurements, which present uncertainty in
time on the order of 10™%s, we are able to determine the damping ratio for pendulum produced by air friction
in a small angles regime. We studied the physical system formed by a small glass bottle suspended by a wire.
This system was modeled as different pendulum kinds, e. g., compound pendulum, simple pendulum and damped
pendulum, where we discuss about validity limits of these models.

Keywords: Pendulums, energy loss, time measures, Arduino.

1. Introducao

Neste trabalho apresentamos um sistema para aquisi¢ao
de dados de intervalos de tempo e estimativas da
velocidade para experimentos nos laboratoérios didaticos
e salas de aula de Fisica. Em particular, estamos inte-
ressados em estudar o péndulo amortecido. O sistema
de aquisicdo é baseado na utilizagdo da plataforma
embarcada Arduino [I] juntamente com sensores de luz
infravermelha.

Entre as vantagens da plataforma Arduino podemos
citar a sua enorme comunidade em féruns, que comparti-
lha seus cédigos e diagramas de circuitos, sua facilidade
de utilizacdo e a possibilidade de emprego dela sem
estar acoplada ao computador, onde o uso de LCD’s
pode ser feito para leitura dos dados adquiridos. Um
livro bastante interessante em portugués, no qual alguém
interessado em iniciar trabalhos na plataforma Arduino
pode ter um primeiro contato é o “Arduino Bésico” de
Michael McRoberts [2].

A proposta de utilizacdo do Arduino no Ensino de
Fisica tem sido vista com uma frequéncia cada vez
maior nos periddicos especializados. Podemos citar tra-
balhos, somente nesta revista, em eletricidade [3| [4],
transferéncia de calor [5], amortecimento de vibragoes
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em corpos extensos [5, 6], ondas [7], estudo do impulso
sobre corpos em uma colisdo [8], Fisica Moderna [9],
entre outras areas.

O estudo particular de oscilagoes empregando uma
interface computacional associada a diferentes tipos de
sensores para a aquisi¢do de dados nao é nada novo. Os
trabalhos de Figueira e Veit [10], Haag [11] e Aguiar e
Laudares [12] tém apresentado um sistema de aquisicdo
de dados baseado na leitura obtida pela porta de jogos
de placas de som. Com algumas diferencas entre as
montagens, eles conseguem medir tanto o periodo de
oscilagao como estimar a velocidade com que os péndulos
passam no ponto mais baixo da trajetoria. Uma dificul-
dade em montar estes dispositivos atualmente é que, em
um intervalo de menos de 20 anos, estas entradas nao sao
mais encontradas nos computadores atuais, que utilizam,
em sua maioria, portas USB e HDMI.

Trabalhos para estudo de osciladores utilizando
Arduino também sdo encontrados, destacamos o de
Hinrichsen [I3] que acopla um acelerémetro em um
sistema massa-mola e Silva et al. [I4] que o acopla
a um péndulo fisico, para determinacdao da aceleracéo
dos sistemas, e Rinaldi e Fauzi [15] que utilizam um
sensor ultrassonico para determinacdo das amplitudes
de oscilagio em um sistema massa-mola amortecido.
Em particular, temos o trabalho de Carvalho Neto
et al. [I6] que aplica sensores de luz infravermelha
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Figura 1: Representagdo gréfica dos elementos de circuito do
dispositivo de aquisicdo e suas ligagGes.

na construcao de um sistema photogate, semelhante
aos trabalhos com porta de jogos acima citados. Uma
vantagem na estimativa da velocidade instantanea por
nosso sistema, comparando com os outros similares
citados acima, é a independéncia que temos com relacao
as dimensoes do corpo. Todos os sistemas estimam a
velocidade instantanea através do calculo da velocidade
média durante um trecho da trajetéria. Quanto mais
extenso for o trecho, pior a aproximacgao tedérica da
velocidade instantdnea pela velocidade média. Assim,
em trechos definidos pela extensdo do corpo, quanto
mais extenso este for, pior é a aproximacao. No nosso
sistema, o trecho é independente do corpo, ja que ele é
definido pelas duas linhas de fotossensores, e a separacao
entre estas duas linhas tendo como limitagdo apenas a
dimensao dos sensores. Uma representacao grafica destes
sensores e suas linhas é encontrada na Figura

Comparando os nossos resultados com os obtidos por
Figueira e Veit e Aguiar e Laudares, podemos dizer que
observamos o amortecimento do péndulo em diferentes
situacoes. Nas medicoes realizadas por eles, o amorteci-
mento do péndulo foi verificado quando este oscilava em
uma situacao de grandes aberturas angulares, de forma
que ao passar para um regime de pequenas aberturas, as
curvas dos tempos de duragao dos diferentes ciclos em
funcdo do tempo por eles determinadas apresentavam
um comportamento assintético para o valor determi-
nado teoricamente pelo modelo do péndulo simples. Nas
medigoes que realizamos, devido a grande precisdo na
medida dos tempos, com incertezas da ordem de 1074 s,
fomos capazes de observar uma tendéncia de diminuicéo
dos tempos de duragdao dos diferentes ciclos no regime
de pequenas aberturas angulares. Nesta situacao, teori-
camente o péndulo simples descreveria um movimento
periddico caso nao houvesse forcas dissipativas agindo
sobre ele.

Apresentamos na se¢ao 2] um diagrama do dispositivo
montado para ser o sistema de aquisicao, onde apresenta-
mos algumas das suas caracteristicas. Na secao |3| discu-
timos a teoria do péndulo, apresentando trés diferentes
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modelos para este: o péndulo fisico, o péndulo simples
e o péndulo amortecido. Determinamos as solugoes
horarias da posicdo e as energias mecanicas em funcéo
do tempo. Os resultados sdo discutidos na segao[d] onde
um tratamento dos dados é feito a partir da definicao
do modelo tedrico representando o sistema, e algumas
constantes importantes na construcao destes modelos
sdo determinadas, como a gravidade para um péndulo
simples e o fator de amortecimento para o péndulo fra-
camente amortecido. Por fim, na secéo E] apresentamos
as nossas consideracoes finais sobre o trabalho.

2. Montagem do sistema de medigcao

Nao trataremos aqui dos detalhes de projeto do dispo-
sitivo de aquisicao. Este ndo é o objetivo do trabalho.
Pretendemos apresentar um dispositivo de aquisi¢ao
simples, barato e de facil montagem.

O dispositivo de aquisi¢do de dados montado para
determinacao dos tempos de duragdo dos diferentes
ciclos e estimativa da velocidade do péndulo no ponto
mais baixo de sua trajetéria é bastante simples. Este é
formado pelos seguintes elementos:

e 1 placa Mega 2560,

e 1 protoboard,

e 2 resistores de 2,2k,

e 2 resistores de 3301,

e 2 LED’s infravermelhos,

o 2 fototransistores infravermelhos e
o fios para a conexao.

Na Figura[I] é apresentada uma representagao gréfica
destes elementos e suas ligagoes.

No Apéndice é encontrado o sketch carregado na placa
Arduino Mega 2560.

As entradas analégicas desta placa fazem a leitura
das tensbes entre o coletor e o emissor dos fototran-
sistores. Para uma discussao mais detalhada sobre o
funcionamento dos transistores, e consequentemente dos
fototransistores também, o leitor interessado pode ver
em Malvino e Bates [I7]. Ao passar em frente aos
fototransistores, o péndulo interrompe o fluxo da luz
infravermelha dos LED’s na base destes. A base do
fototransistor ao deixar de ser iluminada aumenta a
barreira para a passagem da corrente entre o emissor
e o coletor. Deste modo, a tensdo entre o coletor e o
emissor do fototransistor aumenta e a corrente elétrica
no circuito do fototransistor deixa de circular. Isto ocorre
sempre quando o frasco de vidro interrompe a linha
de luz infravermelha emitida pelo LED e que chega
a base do fototransistor. Monitorando as varia¢ées na
tensdo entre o coletor e o emissor poderemos medir
as diferencas de tempo entre as passagens sucessivas
do péndulo em frente aos fototransistores. Tomamos o
cuidado de alterar as posicoes do fototransistor e do LED
infravermelho de uma linha para outra, de forma a evitar
interferéncia entre as linhas de sensores.
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Figura 2: Pé&ndulo e os fotossensores utilizados no trabalho.

Montamos o circuito do nosso protétipo em uma
placa protoboard, mas a confeccdo de uma placa de
circuito para montagem deste ndao é uma tarefa complexa
e pode ser pensada de forma a manter os LED’s e
fototransistores fixos e protegidos em uma caixa. Uma
outra estratégia é fazer como Figueira e Veit [10], que
utilizaram pegas plasticas de brinquedos de montagem
para construir seus sensores. Assim vocé terd um sensor
sempre montado para utiliza¢do. Na Figura 2] é possivel
ver o péndulo junto aos fotossensores utilizados.

3. Discussao tedrica

A modelagem do objeto que estamos interessado é
o primeiro passo para a construcdo de um modelo
tedrico. Podemos pensar o péndulo concreto, utilizado
no experimento, a partir do modelo do péndulo fisico
como descrito por Nussenzveig [I8]. Porém, podemos
descrever o periodo de oscilagdo deste péndulo fisico
associando a ele um péndulo simples equivalente. Como
nos alerta Silveira [19], o comprimento deste péndulo
equivalente é maior do que somente a distdncia entre
o ponto fixo PF e o centro de gravidade do péndulo
concreto, que aqui assumiremos coincidir com o centro
de massa CM, ja que assumiremos a aceleracdo da
gravidade percebida pelo sistema como constante. Uma
representacao esquematica do péndulo fisico e dos pontos
definidos acima pode ser visualizada na Figura [3]

Da equagao para o torque resultante sobre o péndulo
fisico em relagdo ao eixo perpendicular ao plano de
oscilagdo passando por PF temos

10 = —MgDsenf, (1)

onde I é o momento de inércia com relagdo ao eixo
passando por PF, M é a massa do objeto, g é o médulo
da aceleracao gravitacional e D é a distancia entre PF e
CM.

Comparando a Equacao com a equagao associada
a componente da aceleracao tangencial a trajetéria do
péndulo simples:

16 = —gsend,

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2020-0360

€20200360-3

\

Figura 3: Representagdo esquematica do péndulo fisico e o
sistema de referéncia utilizado para descricdo das posi¢des.

onde [ é o comprimento do péndulo simples, podemos
escrever que

1

'= %D

Aplicando o teorema de Steiner ou teorema dos eixos
paralelos [20], podemos escrever o momento de inércia I
em fungdo do momento de inércia com relagdo ao eixo
paralelo passando pelo CM, Ioy:

Iom

_ MD?+Ioy
- MD

l
MD

=D+
sendo o comprimento do péndulo equivalente igual a
distdncia entre o ponto fixo PF e o ponto conhecido
como centro de oscilagdo, CO, do péndulo fisico. A
separacao entre CM e CO é dada pelo termo Icp /M D.
Segundo Silveira, para que o valor da distdncia entre
CO e o ponto que fixa o objeto ao fio “ndo se altere
significativamente durante o experimento é necessério
que nao apenas o peso do fio seja desprezivel frente
ao peso do objeto suspenso, mas que também sejam
despreziveis as dimensoes do objeto suspenso frente ao
comprimento do fio” (ver pagina 87 em [19]). E mais, ele
afirma que se o termo Iop /M D for da mesma ordem
de grandeza, ou de ordem menor, que o erro na de-
terminagdo do comprimento do fio, podemos investigar
a razoabilidade de quase invaridncia na determinacao
do centro de oscilagdo. Daremos um passo a mais.
Considerando o resultado acima, vamos assumir que se o
termo Iops/M D for da ordem de grandeza da incerteza
da medida do comprimento do fio, a aproximagcao do CO
ao CM sera razoavel e poderemos modelar o péndulo
concreto como um péndulo simples de comprimento D
para estudar o periodo de oscilagdo deste.

3.1. Anilise da aproximacdo por um péndulo
simples

Primeiramente vamos assumir que a massa do fio é des-
prezivel com relagdo & massa da pequena garrafa de vidro
utilizada, sendo esta ultima representada por uma casca
cilindrica com duas tampas em forma de disco. Assim
poderemos definir numericamente o momento de inércia
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deste objeto com relagao a um eixo 2z’ perpendicular ao
plano de oscilagao e passando pelo seu centro de massa
CM:

ICM = lcasca T+ 2Idisco

O momento de inércia da casca cilindrica com relagao
ao eixo 2’ &

I, = p/ (z" +¢?) da’dy’d2’
volume

onde p é a densidade de massa do objeto, e z' e 3/
sdo os outros dois eixos principais, sendo o ltimo
o eixo axial do cilindro. O plano 2’z’ é paralelo as
tampas deste objeto, e devido a simetria axial da casca
vamos transformar estas coordenadas cartesianas nas
coordenadas polares r e 6:

2w ph/2
/—p/ / / (r? cos? 0 + y'*) rdr do dy’
h/2
2w prh/2
= / / / 3 cos? 0 dr do dy’
h/2
27 ph/2
/ / / ry'?drdfdy’
h/2
r2 — 2 3 3
= 2 7)o (0 _ TV
o (5570 e (%5) (i 50

= T (303 4 1]) + 1]
Assumimos que a altura da casca é h e os raios externo
e interno sao respectivamente r5 e 71, tal que o volume
da casca é igual a 7(r2 — rf)h.

O momento de inércia de um disco em rela¢ao ao eixo
axial de simetria é igual a mgiscors/2 [20]. Utilizando
o teorema dos eixos perpendiculares e novamente o
teorema dos eixos paralelos ou teorema de Steiner
apresentados em Symon [21], temos que o momento de
inércia dos discos com relagao ao eixo z’ passando pelo
centro de massa do objeto € igual a

r3 + h?
4
Fazendo uma estimativa para a separagdo entre o CM
e 0 CO do nosso péndulo temos
Measca [(T3 +17) + h?/3] + 2mgisco(r3 + h?)
4MD

Idisco = Mdisco

Ion
MD
3ri+r?  Th?
ST4D 12D
ja que M = Megsea + 2Mgisco- Agora, somente para
efeito de calculo da estimativa da separagdo, vamos
assumir 79 = 71. Esta assunc¢do deve-se ao fato de nao
conhecermos a espessura das paredes da garrafa, ela au-
mentard o valor da nossa estimativa, assim estimaremos
um valor maximo para a separagao entre o CM e o CO.

ICJVI T‘% 7h2
MD ~ D 12D’

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 43, €20200360, 2021

Experimento de baixo custo para medicao da dissipacdo da energia em um péndulo

Sejaro =1,5cm e h = 7,5 cm. Temos para o péndulo
com o menor comprimento que utilizamos, com uma
distancia entre o ponto fixo e o centro de gravidade igual
a 50,0cm, que

% < 7,0mm.
Este seria o maior valor estimado para a separagdo
entre os diferentes comprimentos de péndulos utilizados
neste trabalho. Além disto, este limite maximo para a
separacao é da mesma ordem de grandeza da incerteza
na medida dos comprimentos do fio e da determinacéao da
posicao do centro de gravidade da garrafa. Este resultado
justifica a utilizacdo de um modelo mais simples para
descri¢ao do movimento oscilatorio do péndulo concreto.

3.2. Péndulo simples

O péndulo simples é um modelo tedrico bastante sim-
plificado e utilizado com frequéncia no ensino de Fisica
como representacdo do Movimento Harmonico Simples
(MHS), um movimento periédico tomado como primeira
aproximagao na descri¢ado de intimeros fendmenos fisicos
associados ao movimento de um objeto confinado em
uma regido de equilibrio estdvel. Como exemplo po-
demos citar o movimento de vibragdo de atomos em
moléculas. Uma representagao gréafica deste péndulo é
apresentada na Figura [

Nesta representacao assumimos que a origem do sis-
tema de coordenadas encontra-se no ponto mais baixo da
trajetéria do péndulo. Desta forma podemos assumir que
ao passar por este ponto, a energia potencial do sistema
péndulo-Terra é nula, isto é, U(y = 0) = 0, e a sua
energia mecanica é numericamente igual a sua energia
cinética.

Segundo Bunge [22], “um modelo tedrico é um sis-
tema hipotético-dedutivo que concerne a um objeto-
modelo, que é, por sua vez, uma representacao conceitual
esquematica de uma coisa ou de uma situagdo real
ou suposta como tal” (BUNGE, 2017, pagina 16). No
caso do péndulo simples, o sistema hipotético-dedutivo
ou teoria geral aqui empregada é a Mecanica Cléassica

Ay

»
»

X

Figura 4: Representa¢do esquemitica do péndulo simples e o
sistema de referéncia utilizado para descricdo das posices.
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newtoniana. O objeto-modelo, como representacao de
uma coisa, € um objeto conceitual concebido a partir
de abstracoes e idealizagoes: as dimensoes do corpo sao
reduzidas a um ponto que concentra a sua massa, isto
é, o corpo ¢ idealizado como uma particula, que esta
suspensa por um fio inextensivel de comprimento [ e de
massa desprezivel. Estas sdo algumas destas abstragoes
e idealizagoes.

Desenvolvendo este modelo teérico, deduzimos a
equagdo do movimento para o péndulo simples [I§]:

0+ % senfl = 0 (2)

A equagdo estd associada a componente tangencial
a trajetéria da aceleragdo da particula. A componente
radial da aceleragao, também conhecida como aceleracao
centripeta, dependerda da taxa de variagdo temporal
da posicao angular da particula e do comprimento do
péndulo em uma relagdo bastante conhecida.

Uma aproximacao utilizada no caso do péndulo sim-
ples, conhecida como aproximagao de pequenos angulos,
permite aproximar o senf por 6, e a Equacao (2) se
transforma na equacao do MHS, que tem o seu periodo

dado por:
T—or /L (3)
g

A solugdo geral do MHS para o caso do péndulo
simples é dada por:

0(t) = © cos(wot + 9)

onde as constantes arbitrarias © e § serdo determinadas
pelas condigdes iniciais do problema e wy é a frequéncia
angular do péndulo simples, dada por /g/!.
~ Vamos assumir que no instante inicial 6(0) = 0 e
6(0) = 6. Dadas estas condigdes iniciais, temos que
6(0) =Ocosd=0=06=—7/2
9(0) = —Ouwgsend = by = by = weO
onde 6y é a velocidade angular inicial do péndulo.

Uma outra hipdétese do modelo tedrico em questao é
assumir que forcas dissipativas ndo atuam sobre o sis-
tema. Mais uma idealizacdo. Uma hipdtese interessante
e simplificadora, e que em muitas experiéncias realizadas
em salas de aula e em nossos laboratérios didaticos se

ajustam muito bem aos dados. Desta forma podemos
afirmar que a energia mecanica do sistema péndulo-Terra

E(t) = %1292 +mgl (1 — cos 6) (4)
é conservada.

3.3. Péndulo fracamente amortecido

Quando uma forga dissipativa passa a fazer parte da
explicagdo, o modelo tedrico deve ser reformulado para
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dar conta dos fenémenos observados. Assim, a equacao
do movimento para o péndulo amortecido é dada por

16+ ~10 + gsend = 0

onde o termo dissipativo na equacao acima é propor-
cional ao moédulo da velocidade da massa suspensa,
19 [23]. Utilizando novamente a aproximagdo de peque-
nos angulos, a equacdo acima passa a ser escrita como:

0+~0+wio=0, (5)

onde 7 é conhecido como o fator de amortecimento do
sistema e wg é a frequéncia angular tedrica do péndulo
simples.

A solugdo geral desta equagdo é dada por (ver o
capitulo 4 de Nussenzveig [I8] para determinacio da
solugao geral e uma discussdo sobre o balango de energia
do sistema.)

0(t) = e 24 (ae™" + be~ ™).

onde w? = w? — 42/4. No regime que trataremos, de
um amortecimento fraco, temos que wg > ~/2. Este
regime de oscilagdo do péndulo é também conhecido
como amortecimento subcritico.

Tomando a parte real da solugcdo acima, podemos
escrever

0(t) = Oe~ 3" cos(wt + 6). (6)

As condigOes iniciais sdo as mesmas do problema do
péndulo simples, o que nos leva as relagées © = 0o Jw
e 0 = —7/2 para as constantes arbitrarias.

Consequéncias bem conhecidas deste modelo: 1) o
movimento ndo é mais periddico e 2) a energia mecanica
do sistema ¢é dissipada com o tempo.

Assumindo a aproximacdo para angulos pequenos e
substituindo a solugdo geral @ na Equagéo (4)), temos:

m 59 62

E(t) = 21 0% + mgl 5
2

= %12936_'” 1+ %}()sen(2¢) + 4778 cos® ¢
onde ¢ = wt 4 J§. Implicitamente, ao escrever a equagao
acima, também assumimos w & wy, tal que g/lw? ~ 1.

Como estamos admitindo wum amortecimento

subcritico, vamos assumir que exp(—-yt) ndo vai alterar
significativamente dentro de uma oscilacao. Além disto,
o fator v2/4w3 < 1 e o termo associado ao quadrado do
cosseno serd desconsiderado. Desta forma, ao tomarmos
o valor médio da energia mecanica em um ciclo, este
fator serd considerado constante durante a integracao:

t+1
E(t) = %12986_7t {71_/15 [1 + ;Sen(2¢)} dt’}

wo

onde 7 é a duracao do ciclo.
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Como o valor médio das fungoes trigonométricas seno
e cosseno sao nulas dentro de um ntmero inteiro de
ciclos, o valor médio da energia mecanica em uma
oscilacao é dado por

E(t) = %lzﬁ.oefwt = Epe "

onde Ey = mi?02/2 é a energia mecénica inicial do
péndulo amortecido. Considerando a energia mecanica
dos outros ciclos com relagdo a energia do ciclo ini-
cial, podemos escrever uma expressao para a energia
mecanica relativa:

E,(t) = E(t)/By = ¢ " (7)

Como o amortecimento é subcritico, aproximaremos o
valor médio da energia mecanica no ciclo para o valor
da energia mecanica em um instante de tempo ¢ durante
este ciclo:

E.(t)=e "' =~ E(t)/Eo. (8)

Esta serd uma quantidade com um papel relevante na
experiéncia que realizaremos para determinagao do fator
de amortecimento ~.

3.4. Determinacdo experimental da energia do
péndulo

Assumindo que a energia mecanica no ponto mais baixo
da trajetoria é numericamente igual a energia cinética,
se formos capazes de estimar a velocidade neste ponto,
podemos inferir indiretamente a energia mecanica do
péndulo.

Para isto aproximaremos a velocidade instantanea a
velocidade média entre dois pontos préximos na regiao
mais baixa da trajetéria. Somos capazes de determinar
o intervalo de tempo na passagem do péndulo por estas
linhas e conhecendo a separacdo entre as duas linhas
de sensores da Figura [I} podemos estimar a velocidade
instantanea. No nosso caso, como estamos interessados
na energia relativa, a separacdo entre as linhas de
sensores nao influencia explicitamente na determinagéo
desta. Seja At; o tempo de passagem entre as linhas de
sensores no i-ésimo ciclo. A energia mecénica relativa do
péndulo é aproximada por

> e V() At
E.(t)=e Vx5~ ——~
vs At2(t)

onde v; é a velocidade medida quando o ciclo se com-
pleta, isto é, no ponto mais baixo da trajetéria, e Atg
é o tempo de passagem do péndulo no primeiro ciclo
medido. Assumimos este primeiro ciclo completo como
referéncia para o instante inicial e consequente inferéncia
da energia mecanica inicial.

4. Resultados

Agora passamos a apresentar os resultados obtidos
para o péndulo simples com 5 diferentes comprimentos

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 43, €20200360, 2021

Experimento de baixo custo para medicao da dissipacdo da energia em um péndulo

[ = 0,500m, 0,650m, 0,800m, 0,950m e 1,100m.
O comprimento do péndulo simples equivalente com
periodo igual ao péndulo fisico que modela o objeto
real ou concreto deve levar em consideragao a posicao
do centro de oscilacdo deste ultimo, como afirmado por
Silveira [19] e Silveira e Ostermann [24]. Porém, como
discutido na subsec¢ao [3.1) a separacao entre o CM e
CO do péndulo concreto que estamos utilizando é da
ordem de grandeza da nossa incerteza na medidas do
comprimento. Assim, estimamos a posicdo do centro
de gravidade para determinacdo do comprimento do
péndulo simples deixando o frasco suspenso por um eixo,
e depois repetimos o procedimento para outros dois eixos
distintos. O cruzamento entre estes trés eixos determinou
a posicdo do centro de gravidade a 3,0cm da base do
frasco de vidro. Como o frasco possui uma altura de
7,5cm, mais 4,5 cm foram adicionados ao comprimento
do fio para definir o comprimento do péndulo.

Foram medidas 50 oscilagoes para cada comprimento
dos péndulos. Na Tabela [I] apresentamos o valor médio
do conjunto de oscilagoes.

Na Figura [5| sao apresentados, em forma grafica, os
resultados experimentais e o ajuste realizado para os
dados da Tabela[l] Para realizar o ajuste, primeiro line-
arizamos a Equacao utilizando uma transformagao
logaritmica:

27 1
log(T :log()—i—logl
() )+ 3l
Y:a0+alX,

onde Y = log(T), ap = log(27/g"/?), a1 = 1/2 e X =
log(1).

Tabela 1: O valor médio das 50 oscilagcdes medidas para diferen-
tes comprimentos do péndulo. Entre parénteses encontramos a
incerteza avaliada para os comprimentos e a incerteza estimada
para os periodos dado pelo valor de desvio padrdo da amostra.

1 (m)[ 0,500(3) [ 0,650(3) | 0,800(3) | 0,950(3) | 1,100(3)
T (s) |1,4212(7) [1,6192(9) | 1,7954(8) | 1,9561(7) | 2,1032(9)

Periodo X Comprimento

12
0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
Comprimento (m)

Figura 5: Grafico em escala logaritmica dos valores médios do
periodo das oscilagdes em fun¢do do comprimento do péndulo.
A linha continua representa o ajuste realizado e os circulos
representam os dados experimentais.
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Tabela 2: Pardmetros do ajuste linear de log(7) em funcdo
do log(l). Entre parénteses encontramos o valor da incerteza
estimada pelo ajuste.

ao | 0,3024(4)
a1 | 0,497(4)

Periodos nos ciclos

4,07—= =
o o ol=0,500m
0% b a a al=0,650m
a 8000, o o o 0l1=0,800m
2.0 - a ,% © 00 %o ) o o ol=090m
’ Ginsss aa oo 00 1=1,100m
13- DAY o a asa b4 oh '@ 0l. 9 ¥ 0
- . a 8¢ . 5 olof, ;20¥0ie! .o -8
4 N %o g Hoo o 0ta® a ¢ n B e
9o °opo” o s
= ] Q_ o [tloy e 0088,8%84s g arim GubA
— 0,0 N o ot o 8 a N0 a
= @ RO T sz LS
4 « R S oo 0°Bo0o,y0 bi‘ﬁ"o‘”
._]L‘
-2,0
-4,0
10 20 30 40 50
Ciclos

Figura 6: Diferenca entre os periodos medidos nos diferentes
ciclos e o seu valor tedrico determinado pelo modelo do péndulo
simples para diferentes comprimentos do péndulo.

Os parametros ajustados aos dados experimentais
utilizando o método dos minimos quadrados [25] séo
encontrados na Tabela

Os parametros do ajuste encontram-se em exce-
lente acordo com os resultados esperados, apresen-
tando um valor para o coeficiente de determinagao
R? igual a 0,9999991. O pardmetro linear ay produ-
zindo um valor para a aceleracdo da gravidade local
igual a 9,81(2)m/s?, onde a aceleracdo da gravidade
local medida pelo sensor G de um tablet utilizando o
sistema Android através do aplicativo Gravity Meter
foi de 9,807(1)m/s?, préximo ao nivel do mar em
Salvador-BA.

Uma andlise da duracdo dos 50 ciclos medidos nos
mostra que os valores apresentam uma tendéncia de
redugdo, como pode ser visto através da Figura [6]

O instrumento de medida desenvolvido neste trabalho
apresenta uma incerteza estimada de 0,2 ms. Esta esti-
mativa foi realizada considerando o tempo de 100 us que
cada uma das entradas analégicas utilizadas leva para
responder ao chamado da fungdo AnalogRead incorpora-
das no sketch carregado na placa Mega 2560, conforme
podemos ver no sitio do projeto Arduino [26]. Obser-
vamos uma diferenga entre as duracoes do primeiro e
ultimo ciclos medidos na ordem de grandeza de unidades
de milissegundos. Esta varia¢ao no periodo dos péndulos
a cada ciclo explica o fato das incertezas encontradas na
Tabela[I] serem maiores que 3 vezes a incerteza associada
ao instrumento de medida. Para dar conta da diminui¢ao
do periodo de oscilacio com o tempo, o modelo do
péndulo simples deve ser modificado para o modelo do
péndulo amortecido. E fato que a diminuicdo do tempo
vem acompanhada de uma diminuicdo da amplitude
angular maxima em cada ciclo, como apresentado por
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Silveira [I9] na corre¢do para o periodo em funcio da
amplitude angular maxima, porém esta diminuicao da
amplitude estd associada diretamente a dissipacdo de
energia do péndulo.

Um outro detalhe que podemos investigar é o fato
da diferenca entre os periodos medidos e o periodo
estimado para o péndulo simples apresentar um desvio
maior nos primeiros ciclos para os menores comprimen-
tos, mantendo a tendéncia nos ciclos seguintes. Num
primeiro momento, podemos supor que este desvio deve-
se a separa¢do entre o centro de massa e o centro de
oscilagao que nao foi levada em conta nos modelos, mas
nao é isto. Ao calcular os periodos levando em conta a
separagao entre o centro de massa e o centro de oscilagao
no comprimento do péndulo, notamos que a diferenca
entre eles e os periodos calculados sem considerar esta
separacao € de 10ms para o menor comprimento do
péndulo, e vai diminuindo até ser de apenas 3ms para
o péndulo com maior comprimento. Quando compa-
ramos estes dois resultados com os periodos médios
obtidos experimentalmente, vemos que o desvio é menor
entre os valores médios e os periodos estimados sem
considerar a separacdo no calculo do comprimento.
Podemos imaginar duas coisas aqui: a primeira é que
a aproximacao do péndulo simples foi boa, a segunda é
que devemos considerar as aberturas angulares para a
determinacao dos periodos, como sugerido por Silveira
no trabalho citado acima, se conseguimos descrever cada
ciclo individualmente como neste trabalho. Acreditamos
que esta tendéncia dos periodos para os comprimentos de
péndulos mais curtos diferirem mais do periodo estimado
teoricamente deve-se ao fato do deslocamento linear na
direcdo = do péndulo de sua posi¢do de equilibrio antes
de ser liberado, ter sido muito parecido para os dife-
rentes comprimentos do péndulo. Isto produziu angulos
maximos maiores para os péndulos com comprimentos
mais curtos, e consequentemente periodos maiores foram
medidos.

Heidemann et al., em um trabalho nesta revista [27],
apresentaram uma proposta de episodios de modelagem,
inspirada nos trabalhos dos ciclos de modelagem de
Hestenes [28] 29], no qual os limites das aproximagoes
para um péndulo simples eram testados e os modelos
propostos analisados. Nos episédios de modelagem pro-
postos por Heidemann, a discussao sobre os limites das
aproximagoes era baseada nas caracteristicas fisicas do
péndulo. Acreditamos que com este dispositivo, uma
andlise da dissipagao da energia de um péndulo fra-
camente amortecido pode ser realizada e a limitagao
do modelo de péndulo simples discutida em sala de
aula em funcdo também das limitagoes impostas pelo
equipamento de medida.

Na Figura[7], encontramos os dados da energia relativa
obtida experimentalmente de forma indireta pelos tem-
pos de passagem entre as duas linhas de sensores e as
curvas encontradas a partir dos ajustes para os diferentes
péndulos.
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Energia relativa X Tempo
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Energia relativa X Tempo

1,04 —1=0,500m
—1=0,650m

0, 81 — 1 =0,800m
— 1 =0,950m

—1=1,100m

0,2

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tempo (s)

Figura 7: A esquerda, o grafico representando a energia relativa do péndulo apés cada ciclo. A direita, o mesmo grafico com o eixo
y em escala logaritmica. As linhas continuas representam os ajustes realizados e os diferentes marcadores representam os dados

experimentais.

Tabela 3: Os fatores de amortecimento ajustados e as estimativas da energia relativa inicial, E,-(0), para diferentes comprimentos do
péndulo com os respectivos coeficientes de determinacio R? para os ajustes. Entre parénteses encontramos os valores da incerteza

estimados pelo ajuste.

[1(m) | 0,500 (3) | 0,650 (3) | 0,800 (3) | 0,950 (3) | 1,100 (3) |
(1072s71) | 1,502 (3) | 1,453 (2) | 1,402 (2) | 1,424 (2) | 1,404 (1)
E,.(0) 0,974 (1) | 0,999 (1) | 0,946 (1) | 0,935 (1) | 0,891 (1)
R? 0,99897 | 0,99898 | 0,99761 | 0,99598 | 0,99405

A Tabela [3] apresenta os fatores de amortecimento
determinados pelo ajuste dos dados obtidos para a
energia mecanica relativa. O pardmetro v ajustado é o
coeficiente angular obtido na linearizacdo da Equagédo
, In(E,) = In(E.(0)) — 4, onde o valor teérico de
E.(0) é 1. O ajuste de 7 foi realizado permitindo-se
o ajuste do coeficiente linear da retas representadas a
direita da Figura[7]

Tomando os diferentes valores 7y, encontramos o seu
valor médio, 7 = 1,44(8) x 107257, onde o ntimero
entre parénteses é o desvio padrdo da amostra. Os
valores ajustados de Er(0) estdo proximos de 1, mas nio
tem o valor igual a unidade dentro do intervalo definido
pela incerteza. Eles possuem um valor médio igual a 0,95
com um desvio padrdao da amostra igual a 0,04.

5. Consideracoes finais

Apresentamos um sistema de baixo custo e alta precisdo
para medidas de intervalos de tempo e estimativas
da velocidade instantdnea independente das dimensodes
do corpo, diferente do que geralmente é realizado em
propostas de experimentos didaticos. Além da fAcil
montagem do dispositivo, ha também uma facilidade no
seu transporte devido ao baixo peso e dimensoes.

Com ele foi possivel medir, em um regime de peque-
nos angulos, a dissipagdo da energia mecénica em um
péndulo de maneira rapida e eficiente. Os resultados
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apresentam um excelente acordo com a teoria e o resul-
tado obtido para a gravidade local quando comparada
com o resultado apresentado pelo aplicativo Gravity
Meter é oOtimo, apresentando uma precisdo excelente
quando comparada com os resultados tradicionais ob-
tidos dentro do laboratoério didatico, onde cronémetros
acionados manualmente ainda sao muito utilizados. Esta
precisdo nos permitiu observar a dissipacdo da energia
mecanica.

Apesar dos resultados excelentes, para uma descrigdo
mais completa dos resultados teremos que levar em
consideracao as aberturas angulares descritas pelo movi-
mento dos péndulos. Assim, acreditamos poder explicar
alguns desvios encontrados nos dados experimentais que
nao pudemos explicar com o modelo teérico empregado.

O baixo custo e facilidades que o Arduino tem ofere-
cido para a realizacdo de experimentos em Fisica tem
se mostrado uma excelente alternativa para construgao
de equipamentos de aquisicao de dados para montagens
de experimentos de baixo custo. O crescente ntimero de
publicagoes e pessoas interessadas na sua utilizacao tem
trazido para a sala de aula novas possibilidades de
experimentos e discussoes que nao seriam permitidas
anteriormente pelo custo ou complexidade na montagem
dos equipamentos.

Por fim, o autor gostaria de expressar o seu agra-
decimento ao(a) revisor(a) andénimo(a) deste trabalho
pelas sugestdes, que contribuiram enormemente para o
resultado final apresentado aqui.
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Apéndice: Sketch carregado no Arduino

// PROJETO DE UM SENSOR DE VELOCIDADE E MEDIDA DE
PERIODO DE
// UM PENDULO

// AUTOR: MARCOS MELO DE ALMEIDA
#define pi 3.14159265359

int FT1, FT2; // VARIAVEIS DAS ENTRADAS ANALOGICAS
int i; // VARIAVEL PARA CONTROLE DE MEDIDAS
SUCESSIVAS

int j = 0; // VARIAVEL PARA CONTROLE DE MEDIDAS
SUCESSIVAS

int k = 0; // VARIAVEL PARA CONTROLE DE MEDIDAS
SUCESSIVAS
int pinoFT1

0; // DEFINE 0 PINO DE SAIDA 1

1; // DEFINE 0O PINO DE SAIDA 2

int periodos = 5; // DEFINE O NUMERO DE PERIODOS
ANTES DO REGISTRO

int LED = 13; // DEFINE 0 PINO DE AVISO DE PASSAGEM
int limite = 400; // TENSAO DE DETECCAQ NO
FOTOTRANSISTOR (Vft=2V)

int comtador = 1; // CONTADOR DE PERIODOS

int pinoFT2

float periodo, tempo, Vel, gravidade;

float distancia = 5; // DISTANCIA ENTRE 0S PARES DE
SENSORES EM MM

float comprimento = 0.5; // COMPRIMENTO DO PENDULO

unsigned long a, auxl, aux2; // VARIAVEIS
AUXILIARES PARA AQUISICAO

unsigned long tempol = 0; // VARIAVEL PARA CALCULOS
DAS GRANDEZAS

unsigned long tempo2 = 0; // VARIAVEL PARA CALCULOS
DAS GRANDEZAS

unsigned long tempol_velho = 0; // VARIAVEL PARA
CALCULOS DAS GRANDEZAS

unsigned long decisao = 0; // VARIAVEL DE DECISAO
PARA AQUISICAO

void setup(){
Serial.begin(9600); // INICIA O SERIAL MONITOR PARA
LEITURA NO COMPUTADOR

pinMode (LED,OUTPUT) ;
pinMode (pinoFT1, INPUT) ;
pinMode (pinoFT2, INPUT) ;

//CABEGALHO DA SAIDA DOS DADOS ADQUIRIDOS E
CALCULADGS

Serial.print ("N \t Periodo (s) \t Delta t (ms) \t
Vel (m/s) ");
Serhﬂ.println("\t Gravidade (m/s2) ");

}
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void loop () {

a = micros(); // MEDICAO DO TEMPO PASSADO EM
MICROSSEGUNDOS

i=1;

while( (analogRead(pinoFT1) > limite)){ //ENTRA SE
PENDULO ESTA EM FT1

if (1 == 1 ){tempol_velho = auxl; i++; k++;}

auxl = a; j = 1; // REGISTRA APENAS A PRIMEIRA
LEITURA DE FT1

}

a = micros();

while( analogRead(pinoFT2) > limite ){ // ENTRA SE
PENDULO ESTA EM FT2

aux2 = a;

if( abs(aux2 - auxl) < abs(auxl - tempol_velho) &&
j=1){

// ENTRA APENAS 0 PRIMEIRO REGISTRO EM FT2 NO
SENTIDO ESCOLHIDO

periodo = float(auxl - tempol)*1E-6;

tempol = auxil;

tempo2 = aux2;

tempo = float(tempo2 - aux1)*1E-3; // CALCULA O
TEMPO EM MS

Vel=distancia/tempo*1E+2; // VELOCIDADE EM CM/S
gravidade = 4.0*pi*pi*comprimento/periodo/periodo;
// GRAVIDADE EM M/S2

if ( k > periodos ){

// APOS UM NUMERO K DE PERIODOS COMECA A ESCREVER
0S RESULTADOS

Serial.print (contador,10) ;

Serial.print("\t ");

Serial.print (periodo,5);

Serial.print("\t ");

Serial.print (tempo,2);

Serial.print("\t ");

Serial .print(Vel,4);

Serial.print("\t ");

Serial.println(gravidade,5);

contador++; }

j=0;

}

}

}
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