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A Ciéncia de Redes é um formalismo matemaético essencial na descrigdo de sistemas complexos. Este artigo é
uma breve introducdo dos conceitos principais da Teoria de Grafos, a base da Ciéncia de Redes. Comegando com
uma introducdo histérica apresentamos os elementos basicos para defini¢io de grafos como grau médio, matriz
adjacéncia e componentes. Em seguida apresentamos alguns modelos béasicos e famosos de redes mostrando suas
defini¢oes e propriedades. Finalizamos com uma apresentagao do fendmeno de percolagdo em rede que mostra a
sinergia entre Ciéncia de Redes e conceitos mais tradicionais da fisica como transicdo de fase e criticalidade.
Palavras-chave: Redes, grafos, grau, componentes, rede aleatéria, rede livre de escala.

Network Science emerged as an essential mathematical framework for the description of complex systems. This
paper is a concise introduction to the main concepts of Graph Theory, the foundation of the Network Science.
Starting with an historical introduction, we present the basic definition of graph and its properties such as average
degree, adjacency matrix and components. Then we present some famous graph models showing its definitions
and properties. We finish this paper with a description of percolation on networks showing the synergy between

Network Science and Physics, while dealing with concepts like phase transition and criticality.
Keywords: Network, graph, degree, components, random network, scale-free network.

1. Introducgao

Recentemente, a denominagao Ciéncia de Redes tem sido
aplicada as mais diversas aplicagoes da Teoria de Grafos
nos mais diversos ramos da Ciéncia. A definicio mais
simples de uma rede (ou grafo) é bastante intuitiva: uma
colecao de pontos e linhas, sendo que cada linha conecta
dois pontos [II, 2]. Pode haver pontos desconectados,
linhas com sentido definido, pontos com varias linhas
e até linhas que saem e voltam ao mesmo ponto. Os
pontos sdo chamados de vértices (ou nés) e as linhas
de conexdes (ou arestas). Repare que a funcdo das
linhas é apenas conectar dois pontos de forma que sua
trajetéria (reta ou curva) em uma representacao grafica
nao tem importancia. Teoria de Grafos é o ramo da
matematica que descreve as propriedades de grafos.
J& a denominagdo “Redes Complexas” é comumente
usado para designar modelos de redes aplicados no
estudo de sistemas complexos [3H5]. Os termos rede e
grafo sdo usados para o mesmo objeto, mas dependente
do contexto. Diversos sistemas e fendmenos reais podem
ser descritos utilizando o ferramental da Ciéncia de
Redes [6], por exemplo:

¢ Redes bioldgicas: varios sistemas biolégicos podem
ser modelados utilizando redes [7]. A rede neuro-
nal é a rede de conexdes entre os neurénios no
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cérebro [8]. J4 as redes bioquimicas representam a
interagdo entre as moléculas nos diversos processos
metabdlicos em uma célula. H4 também as redes
ecologicas que representam as interacoes entre as
diferentes espécies em um dado ecossistema.
Redes sociais: sao redes nas quais pessoas ou gru-
pos de pessoas sao os vértices e suas interagoes sao
as conexoes. As relagbes entre as pessoas formam
as comunidades e sociedades, e elas tem sido a
base de estudos de fenémenos como dissemina-
¢ao de cultura e opinido, processos cooperativos,
aprendizado de linguagem, colaboragao cientifica
e caracterizagdo de grupos sociais [9]. Toda essa
area é também chamada de Dindmica Social [10].
As redes sociais apresentam muitas caracteristicas
interessantes, como a propriedade chamada mundo
pequeno na qual o didmetro (méaxima distdncia
entre dois vértices) cresce logaritmicamente com o
tamanho da rede, ao invés de linearmente [111 [12].
Este é o conceito por tras do famoso resultado co-
nhecido como “6 graus de separagao”: ndo importa
o quao grande uma rede social seja, é necessario um
nimero pequeno (~ 6) conexdes para se conectar
quaisquer duas pessoas dessa rede [13] [14].

Redes tecnologicas e de transporte: diversos avan-
¢cos tecnoldgicos presentes na sociedade formam
redes [2]. A internet conecta dispositivos no mundo
inteiro, enquanto a rede elétrica distribui energia
elétrica nas cidades (veja Figura . Ja a malha
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Figura 1: (a) Rede elétrica italiana justaposta com o mapa
geografico da Italia. (b) Rede mantendo a organizaco espacial
dos vértices. (c) Rede sem a organizacio espacial mas mantendo
as propriedades da topologia. Adapatado de [1] [19].

rodoviaria, ferrovidria, rotas dereas e mapas de
cidades formam as chamadas redes de transporte.
No caso da tultima, os cruzamentos sao os vértices
e ruas sdo as conexoes [15].

e Texto: um texto pode ser representado como uma
rede na qual os vértices sdo as palavras e as
conexoes determinam a sequéncia. Diversas pro-
priedades podem ser obtidas com essa representa-

cao [16, [17].

Redes sociais remetem quase que imediatamente as
plataformas online de interagao social como Facebook,
Instagram, etc... Porém, o estudo das interacdes entre
pessoas em um dado grupo é bem mais antigo do que
isso. Um primeiro trabalho sobre interagoes sociais pode
ser atribuido ao psiquiatra Jacob Moreno, que publicou
seu livro em 1934 [I8], no qual relata seus estudos
sobre interacdo em diversos grupos de pessoas. Uma
rede utilizada no livro estd representada na Figura
mostrando a rede de interagoes entre um grupo de bebés.

1.1. Euler

Curiosamente, podemos estabelecer com precisdo a pri-
meira utilizacao de grafos como ferramenta matematica.

)
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Figura 2: Representacdo da rede usada no estudo das interacio
entre bebés. Cada circulo representa um bebé e as linhas entre
eles sdo as suas interacdes. Adaptado de [18], pag. 33.
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Em 1735, o mateméatico suico Leonard Euler resolveu
um famoso problema, batizado de “As sete pontes de
Konigsberg”. Poucas areas de pesquisa podem ter seu
nascimento definido de maneira tdo precisa no tempo
e espago: em 1735 na cidade de Konigsberg (hoje
Kaliningrado - Rissia). A cidade é cortada pelo antigo
rio Pregel (agora chamado de rio Pregolya) que permitiu
construir 7 pontes, como mostra a Figura a), sendo 5
delas conectadas com a ilha Kneiphof. Essa configuracao
gerou um quebra-cabeca: é possivel atravessar todas as
pontes sem nunca atravessar uma mesma ponte duas
vezes? O problema sé foi resolvido em 1735 quando Euler
ofereceu uma prova rigorosa mostrando que nao havia
solucao [20]. Euler considerou os pedagos de terra como
os vértices A, B, C e D e as pontes como conexdes. Isso
forma o grafo mostrado na Figura (b) Euler percebeu
que para haver um caminho contendo todos os vértices,
e passando por cada conexdao apenas uma vez, apenas
o primeiro e o Ultimo vértice poderiam ter um nimero
impar de conexdes. Mas nesse caso, todos os vértices
tem um ntmero impar de conexoes, impossibilitando tal
caminho [2I]. A solucdo de Euler foi a primeira vez que
alguém resolveu um problema matematico utilizando o
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Figura 3: (a) Mapa das pontes de Konigsberg. Os retangulos em
azul s3o as pontes originais que ainda existem. Os retangulos em
vermelhos indicam as posicGes de duas pontes originais que ndo
existem mais hoje. Imagem adaptada a partir do Open Street
Map (https://www.openstreetmap.org/#map=17/54.706
38/20.51040). (b) Grafo equivalente onde os vértices sdo as
regioes e as conexdes s3ao as pontes.

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2024-0190


https://www.openstreetmap.org/#map=17/54.70638/20.51040
https://www.openstreetmap.org/#map=17/54.70638/20.51040

Gomes

conceito de grafo. Com isso, ele mostrou que alguns pro-
blemas podem ser tornar mais simples quando utilizamos
Teoria de Grafos. E além disso, a solugao desse problema
nao era uma questao tecnolégica ou de imaginacdo, e
sim uma propriedade topoldgica do grafo em questao.
Atualmente, a configuracdo das pontes na regiao esta
diferente e esse problema tem solugdo ja que os nés A e
C tém um numero par de vértices.

1.2. Consolidagao

A Ciéncia de Redes se consolidou como uma nova drea
de conhecimento no século XXI, e isso se deve a dois
fatores principais [I]:

1. Capacidade de obter, organizar e processar uma
grande quantidade de informacao. Essa capacidade
cresceu junto com o desenvolvimento dos com-
putadores e da internet. Computadores oferecem
meios de armazenamento e processamento das in-
formacoes, permitindo sua organizacao enquanto a
internet possibilitou a obtencao dos mais diferentes
tipos de informacao. Redes neuronais e de pessoas
ja existiam muito antes do século XXI, mas a
falta de dados organizados para se criar um mapa
das rede das interacdes impossibilitava o estudo
sistematico de suas propriedades.

2. Universalidade das redes: existem varios modelos
de redes aplicados em diversos fendmenos e sis-
temas reais. Porém, ha uma universalidade nas
caracteristicas das redes, permitindo a definicao
de caracteristicas bésicas e sua observagdo em
sistemas completamente diferentes.

A Ciéncia de Redes é uma ciéncia interdisciplinar
tendo como base o formalismo matematico chamado de
Teoria de Grafos [2]. Tem também um aspecto compu-
tacional quando aplicada na andlise de enormes quanti-
dades de dados. Essa anélise refere-se a organizacao das
redes a partir dos dados brutos, como também a anélise
em si das redes. H4 uma grande oferta de ferramentas
computacionais bem estabelecidas, para andlise de dados
(Ciéncia de Dados) e de redes diretamente. H4 opgoes
gratuitas, comerciais, plataformas independentes, paco-
tes para serem usados em uma determinada linguagem
de programacdo, dentre outras. Vale destacar aqui as
linguagens de programacao Python (https://www.pyth
on.org/) e R (https://www.r-project.org/), as quais tem
inimeros pacotes de fungbes bem estabelecidos tanto
para andlise de dados quanto anilise de redes. Ambas
as opgoes sdo gratuitas e de codigo aberto. H4 também
inimeros repositorios abertos com dados de redes reais,
disponiveis para interessados utiliza-los em estudos e
andlises (uma busca no Google retorna vérias opgoes).

1.3. Contetido

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. Na
se¢do [2] fazemos uma rapida descricio do formalismo
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de Teoria de Grafos, elencando alguns conceitos prin-
cipais. Em seguida descrevemos com alguns detalhes
3 modelos de redes que tem sido muito utilizados nas
tltimas décadas: na se¢do [3] descrevemos a chamada
rede aleatoria, na se¢ao [4| descrevemos uma rede livre de
escala, finalizando com a rede geométrica na secéo bl Ja
na segao [6] descrevemos um exemplo de processo muito
estudado em rede e com diversas aplicagoes, percolacao,
e finalizaremos com as conclusoes.

2. Formalismo

Uma rede G contendo N vértices é definida como um
conjunto G(N,C). Aqui, C corresponde a um conjunto
de M pares ordenados (4, j), que representa as conexoes
entre vértices [5]. O conjunto C' é chamado de lista
de adjacéncias. Os vértices sdo indexados por i =
1,2,3..., N, enquanto cada conexao é definida pelos
dois vértice que ela liga: a conexdo (i,7) liga os vértices
i e j. Quando as conexdes (i,7) e (j,%) sdo as mesmas,
dizemos que a conexao é nao direcionada. Por exemplo
no Facebook se uma pessoa é amiga de outra, a outra
é amiga da primeira. Se a ordem importa a conexao
é chamada de direcionada: exemplos sdo as redes no
Instagram e X (antigo Twitter): é possivel que uma
pessoa A siga uma pessoa B sem que B reciprocamente
siga A. Por outro lado, se a conexdao puder ser mais
intensa ou fraca, dizemos que ela é ponderada ou tem
peso [22]. Relagdes de amizade podem ser representada
por conexdes com peso: um individuo é muito amigo de
um segundo individuo mas nao tao amigo de um terceiro.

A lista de adjacéncias C' é uma forma eficiente
de se representar uma rede. A rede da Figura a)
é definida por N = 6 e pela lista C =
{(1:2),(1:3),(1:4),(1:5),(3:4)}. Para uma rede
nao direcionada podemos usar o padrao (i : j) com i < j
para ordenamento. Como ja dito anteriormente, quando
uma rede é representada graficamente a trajetoria das li-
nhas que representam as conexoes ndo tem importancia.
O mesmo é valido para as posigdes em que os vértices
sdo desenhados. Ao se criar uma representagdo gréafica
a posicao dos vértices é definida de forma conveniente
para se realgar a propriedade estudada na rede. As linhas
das conexbes em geral sao retas mas podem ser curvas
caso desejado para uma visualizagdo mais intuitiva. Por
exemplo, as 3 redes desenhadas na Figura[d]sdo idénticas,
como também sdo as redes da Figura [T}

2.1. Matriz adjacéncia

No estudo analitico das propriedades de rede, é conve-
niente usar a matriz adjacéncia A onde cada elemento é
definido da forma [2]:

A a;j, peso da conexdo entre i e j
o 0, se nao houver conexao.

Uma rede sem peso tem a;; = 1, enquanto em uma
rede com peso a;; pode ser um ndimero inteiro, ou
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Figura 4: llustracdo de uma rede simples (n3o ponderada) e n3o direcionada representada de 3 formas diferentes. Apesar dos
vértices estarem em posices diferentes as 3 redes s3o idénticas pois ndo ha alteragdo das conexdes nem do nidmero de vértices.
Pardmetros: N = 6 e M = 5. A matriz adjacéncia dessa rede est3 definida pela Eq. [I] enquanto que a lista de adjacéncias é
C={(1:2),(1:3),(1:4),(1:5),(3:4)}. Ndmero de componentes N. = 2 e tamanho da maior componente S. = 5.

real, diferente de 1.0. Se a rede é nao direcionada tem-
se que A;; = Aj;, j4 no caso direcionada pode-se ter
A;j # Aj; [23]. No geral tem-se também A;; = 0, mas
pode haver redes com uma auto-conexao: uma aresta
que sai de um vértice e volta nele mesmo, indicada por
A;; # 0. A matriz adjacéncia das 3 redes da Figura [d] é:

011110
100 0 0O
1001 00
A= 101 0 0 Of° (1)
100 0 0O
0000 0O

2.2. Propriedades basicas

O grau k; de um vértice 7 é o nimero de conexdes que
ele tem com outros vértices, ou seja, sua quantidade de
vizinhos. Em uma rede nao direcionada com N vértices,
temos que [24]:

ki = Aij. (2)

Seja. M o namero de conexdoes. Em uma rede néo
direcionada, o total de conexdes é metade da soma de
todos os graus:

1
M:iz:k,». (3)

Cada conexao é contada duas vezes: uma vez para cada
um dos dois vértices que ela conecta. Por isso ha o
fator 1/2. Podemos expressar M em funcdo da matriz
adjacéncia A usando a Eq.
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J4& o grau médio de uma rede é a média dos graus de
todos os vértices da rede:

1
=1
Combinando esse resultado com a Eq. [3] temos p =

2M/N.

O nimero maximo de conexdes em uma rede é o
ndmero de pares distintos possiveis: My = N(N —1)/2.
Em geral, para redes reais, temos que M << My, ou
seja, hd bem menos conexdes do que o maximo possivel.
Nesse caso, a matriz adjacéncia serd do tipo esparsa,
ou seja, terd grande quantidade de zeros. Da mesma
forma a rede também é chamada de esparsa. Ha varias
aproximagoes que deixam os calculos analiticos mais
simples quando a rede é esparsa. Uma rede que nao é
esparsa ¢é a rede completa, totalmente conectada, na qual
todos os vértices tem grau k; = N —1 (todos conectados
com todos).

A distribuicdo de grau P(k) indica a probabilidade
de haver um vértice com grau k. Impondo sua norma-
lizagdo teremos que > -, P(k) = 1. Essa distribuicdo
é calculada a partir de P(k) = Ni/N, onde N é o
numero de vértices com grau k. O grau médio, dentre
outras grandezas, pode ser calculado em funcdo desta
distribuicdo: p = >y, kP(k).

2.3. Coeficiente de clustering

W

Matematicamente, uma dada relacdo “o” é dita transi-
tiva se “a o b” e “b o ¢” implicam em “a o ¢”. O caso
mais simples é a igualdade: a = b e b = ¢ implicam em
a = c. Em Ciéncia de Redes, essa transitividade pode ser
estudada em vérias propriedades entre vértices. Como a
propriedade mais bésica é a conexao, vale a pergunta:
se (u,v) e (v,w) sdo conexdes entre os vértices u, v e w,
qual a chance de haver a conexdo (u,w)? H4 formagao
de um tridngulo fechado se as 3 conexoes existirem: é
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0 caso ja conhecido “o amigo do meu amigo também é
meu amigo”. A resposta a esta questao é fornecida pelo
coeficiente de aglomeragio (ou coeficiente de clustering)
e indicado por C. Esse coeficiente pode ser definido
globalmente para a rede ou localmente para um dado
vértice i:

c qtd. de tridngulos fechados envolvendo o vértice ¢
i = :

qtd. total de tridngulos possiveis

O total de tridngulos possiveis inclui os tridngulos aber-
tos: quando dois vizinhos j e k de ¢ nao sao conectados.
Seja m; o numerador dessa expressao enquanto o deno-
minador é o total de pares entre k; vértices k;(k; —1)/2.
Logo [25]:

O caso extremo C; = 0 ocorre quando s houver
triangulos abertos m; = 0. O outro extremo é quando
s6 ha triangulos fechados formando um grafo completo
(totalmente conectado), logo C; = 1.0. A média de
C; para todos os vértices serd o coeficiente médio de
clustering da rede. Esse coeficiente é uma proprie-
dade importante, com varias aplicacbes em modelos de
rede [26] 27].

2.4. Componentes

Uma outra caracteristica importante de redes é a sua
distribuicdo de componentes. Uma componente é um
aglomerado conectado de vértices e o seu tamanho é o
nimero de vértices contidos nela [2]. Se uma componente
tem dois ou mais vértices, isso implica que todo vértice %
dentro dessa componente tem k; > 0. Um vértice isolado
é uma componente de tamanho 1.

Uma rede pode conter mais de uma componente: cada
componente é um subconjunto independente de vértices
sem qualquer conexdo com outra componente. Uma
rede com uma componente apenas é chamada de rede
conectada. Nesse caso, é possivel ir de qualquer vértice
da rede para qualquer outro vértice da rede percorrendo
suas conexdes. A rede representada na Figura[d] tem duas
componentes: uma com 5 vértices e outra com apenas
1 vértice. Logo, trata-se de uma rede desconectada. Ja
a rede representada na Figura [5 tem 3 componentes,
enquanto a rede quadrada representada na Figura @(a)
é conectada. Quando ha uma conexao que, se destruida,
desconecta componentes de uma rede, essa conexao é
chamada de ponte.

A matriz adjacéncia pode ser usada para se detectar
se uma rede é conectada ou nao. Os nimeros atribuidos
aos vértices podem ser distribuidos tal que em uma rede
desconectada a matriz fica formada por blocos quadra-
dos diagonais contendos elementos 1’s e 0’s, enquanto
o resto é formado por zeros. Em redes pequenas, uma
simples inspecao visual é suficiente para determinar suas
componentes. Porém, em redes grandes com milhoes de
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Figura 5: llustracdo de componentes e dominios de uma rede.
O estado dos vértices é indicado pela cor: vermelho e azul. O
contorno verde delimita um dominio enquanto o contorno preto
delimita a componente. Vértice de grau 1 ligado a um vértice
de cor diferente é um dominio de tamanho 1. Nesta rede temos:
N = 20 vértices, N. = 3 componentes, a maior componente
tem S, = 9 vértices, hd Ny = 10 dominios e o maior dominio
(no caso com estado azul) tem Sq = 6 vértices.

vértices é necessaria a implementacdo computacional de
algoritmos otimizados, e mesmo assim, pode demorar
um tempo consideravel. Um algoritmo muito utilizado
é o chamado BF (do inglés breadth-first) [1]. A ideia é
intuitiva:

1. Selecione um vértice aleatério e aplique o rétulo 1.
2. Identifique seus vizinhos e aplique o rétulo 1 a eles.

3. Identifique os vizinhos dos vizinhos e aplique no-
vamente o rétulo 1.

4. Repita o passo 3 até atingir todos os vértices
possiveis esgotando a lista de vizinhos dos vizinhos.

5. Se a quantidade de vértices rotulados for N (tama-
nho da rede) significa que a rede tem apenas uma
componente e o processo é encerrado.

6. Caso contrario, selecione outro vértice arbitrdrio
nao rotulado e aplique o rétulo 2. Repita os passos
2e 3.

7. Se a quantidade de vértices ja rotulado consi-
derando as duas componentes ja criadas for N,
significa que a rede tem apenas duas componentes.

8. Se ainda houver vértices ndo rotulados, selecione
um deles e aplique o rétulo 3 e repita os passos 2
e 3.

9. Repita o passo 8 enquanto houver vértices nao ro-
tulados, sempre numerando a proxima componente
como sendo o préximo inteiro.

Chamamos a quantidade de vértices contidos em
uma componente de seu tamanho. Vamos considerar
N, como o numero de componentes de uma rede, e
S. o tamanho da sua maior componente. Uma rede
conectada tem apenas uma componente, logo: N, = 1
e S = N. Quando analisamos as componentes de uma
rede, é comum utilizar as densidades desses pardmetros
de forma que redes de tamanhos diferentes possam ser
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comparadas:

Ne = ) Se¢ =

N,
N

2|

2.5. Dominios

Além das componentes, pode-se definir também os domi-
nios: subconjunto de vértices dentro de uma componente
tendo o mesmo estado ou atributo. Os estados possiveis
sao definidos pelo modelo fisico em questao quando a for-
mulagao de rede é aplicada em algum tipo de problema.
Se esse estado é representado por um niimero inteiro
ou alguma caracteristica discreta, é possivel identificar
diferentes vértices com o mesmo estado. Assim, um
grupo de vértices dentro da mesma componente com o
mesmo estado formam um dominio. Uma componente
pode conter vérios dominios. A Figura [5] mostra uma
rede com 3 componentes e varios dominios, enquanto os
vértices tem dois estados possiveis definidos pela cor.
Por exemplo, no modelo de Axelrod de disseminacao
cultural [28], o estado de cada vértice define sua carga
cultural representada por um vetor de F' componentes,
onde cada componente assume valores inteiros de 1 até
Q [29]. Neste modelo, uma componente com apenas um
dominio representa uma populagdo monocultural. Varios
dominios representam uma populagao multicultural. Ja
em modelos epidémicos, os estados possiveis também sao
representados por categorias distintas [30]: saudével, in-
fectado, vulneravel, imune, etc. . ., de forma que também
é possivel definir e calcular a distribui¢do de dominios.

Da mesma forma que feita para as componentes,
define-se a quantidade de dominios Ny e o tamanho do
maior dominio Ny da rede completa como os pardmetros
importantes. As densidades sao:

ng = j\ﬁ, 84 = §~

N N

Vale destacar que estes dois parametros sao calculados
considerando a rede completa: analisando todas as com-
ponentes e todos os estados.

As conexoes em uma rede também podem ter estados,
apesar de ser menos comum [31], como estd ilustrado na
Figura[f[b). O estado da conexao determina a natureza
dessa conexdo: duas pessoas podem ter uma interagdo
de amizade ou de inimizade.

3. Rede Aleatéria

Tradicionalmente, a rede quadrada (veja Figura [6{a))
tem sido amplamente utilizada em simulagoes numéricas
de Monte Carlo de diferentes modelos devido a sua facil
implementacdo [32]. Essa rede é fixa e ndo permite o
estudo da influéncia da topologia nas propriedades do
modelo estudado. A pergunta natural entdo é: como es-
tudar a influéncia da topologia da rede nas propriedades
de um dado modelo fisico? Uma maneira de testar uma
dada topologia seria criar duas redes artificiais, uma com
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(a)

Figura 6: (a) Rede quadrada com 225 vértices. Cada vértice dos
cantos tem apenas 2 vizinhos enquanto os vértices das laterais
tem 3 vizinhos. Ja os vértices do interior tem 4 vizinhos. (b)
Rede do tipo RGG (com condi¢des de contorno periédicas) com
diferentes estados para os vértices (indicados pelas cores azul
e vermelha) e para as conexdes (indicados por linha sélida ou
tracejada). Pardmetros: N = 32 vértices, raio r = 1.0 e pp =
2.38.

e outra sem a topologia em questao, e analisar suas di-
ferengas. Melhor ainda seria criar um grande ntimero de
redes diferentes de cada classe de topologia para avaliar
estatisticamente as diferencas entre as duas classes. Isso
é exatamente a motivagdo por trds do modelo de rede
aleatdria [2], que serd descrito nesta segdo. Neste modelo,
as redes tem uma propriedade especifica de interesse,
definida em termos de uma probabilidade. Dessa forma,
as redes geradas serdo aleatérias mas seguirdo uma
determinada distribuicdo estatistica. Ha varios modelos
diferentes de redes seguindo diferentes distribuicoes de
probabilidades. Nesta se¢ao descrevemos o primeiro mo-
delo proposto deste tipo de rede, chamada rede Erdos-
Rényi (ER), as vezes também chamada simplesmente de
rede aleatéria, como faremos aqui.

Duas instancias de uma rede aleatéria serdo diferentes
mas suas propriedades seguem a mesma distribuicao
aleatéria. Por ser o modelo béasico de rede aleatéria,
este modelo tem sido amplamente utilizado em varios
sistemas diferentes [33]. Esta rede tem duas definigoes
equivalentes, sendo a definicdo mais operacional a se-
guinte: uma rede com N vértices, onde a chance de
um dado par (i,7) arbitrario de vértices ser conectado
é B. N e [ sdo os parametros de controle da rede
G(N, B). Tradicionalmente a criacdo dessa rede é cre-
ditada aos matematicos Pal Erdés and Alfréd Rényi,
0s quais contribuiram enormemente no entendimento de
suas propriedades, [34] apesar deles ndo terem sido os
primeiros estudar essa rede [35]. O roteiro para criacio
dessa rede é simples [25]:

e Crie N vértices e escolha uma probabilidade S tal
que 0.0 < B < 1.0.

o Faga uma varredura em todas as duplas (,})
distintas de vértices: N(N — 1)/2 no total.

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2024-0190



Gomes

(b) y=10, N =168, 5. = 25.

€20240190-7

(=57 N.=1 5= 300

o © oo

© e 0o ¢ ® 0 0 o © o 0 o ©° O©

e o o ®© e 0 o ® o o o o e
© o o © o 06 ©6 ¢ ® @ 0 9 ® O °
©e0®0 000 o0 ©e e °©° O

Figura 7: Rede Aleatéria com N = 300 vértices e diferentes valores de grau médio u. Os valores de A e S; est3o indicados no
topo de cada grafico. Cada cor representa uma componente distinta, enquanto a maior componente esta sempre indicada pela cor

vermelha. (a) p=0.5. (b) p=1.0. (c¢) p=InN = 5.7.

e Para cada dupla (i, j) sorteie um ntimero aleatério
I" obtido de uma distribui¢do uniforme no intervalo
0.0 <T < 1.0. Se T < B, conecte essa dupla.

Ao final, cerca de BN(N — 1)/2 pares estardo
conectados.

Nao é possivel prever o nimero exato da quantidade
de conexodes L ou do grau da rede para cada amostra.
Porém, é possivel calcular analiticamente o valor médio
a partir da definigdo G(N, 8). H4 no total N(N —1)/2
conexoes, sendo que cada conexdo liga dois vértices
diferentes. Logo, o nimero médio de conexodes sera
(M) =BN(N —1)/2. Ja o grau médio seré:

p= (k) = = = BV - 1),

Variando o pardmetro 8 de 0.0 a 1.0, o nimero médio de
conexdes (M) vai de 0.0 até N(N—1)/2. J4 o grau médio
u vai de 0.0 até N — 1. O caso 8 = 1.0 corresponde a
rede totalmente conectada. Usando a expressao anterior
podemos escolher um grau médio u e determinar o 3
necessario para retornar esse grau médio, de forma que
pode-se usar i como parametro de controle da rede ao
invés de 5. A vantagem é que p tem um valor mais
intuitivo e conveniente do que (. Na Figura [7] esta
uma representacao grafica de 3 exemplos de uma rede
aleatodria realgando a influéncia do grau médio pu.

3.1. Distribui¢cao binomial

Para esta rede aleatéria, a probabilidade de um dado
vértice ter k conexdes segue a distribui¢do binomial [1]:

N -1 1
o= (Y pra- et
onde o coeficiente binomial é definido como:

() = s

Os parametros N e 3 sdo os parametros de controle da
rede aleatéria G(N, /3). Para uma distribuicdo arbitraria
P(z), a média (primeiro momento), o segundo momento
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e o desvio padréo sao definidos como:

Z zP(x),
=0

(w?) — (z)™.

A distribuicao binomial é aquela que permite calcular a
chance de obtermos x caras em sequéncia ao longo de
N langamentos de uma moeda [36]. A média esperada
e a largura do pico para a distribuigdo P(k) da rede
aleatéria (Eq. [4) sao:

@) (%) = 3" a*Plo).

Oy —

po= Y kP(k)=B(N—1),

k=0

ok = B(L=PB)N—-1).

Por esse motivo, esta rede aleatéria também é chamada
de rede binomial.

3.2. Distribuicao de Poisson

A maioria das redes reais é do tipo esparsa, ou seja, com
poucas conexoes em relacao ao tamanho da rede. Mais
precisamente, seguem a condi¢do p << N. Nesse limite
a distribui¢do binomial da Eq. [4] pode ser aproximada
por uma distribuicao de Poisson:

k

P(k) = %e*“.
Repare que, agora, o grau médio p € um parametro de
entrada da distribuicdo. Logo, a distribuicdo de graus
dos nds de uma rede aleatéria sempre é descrita por uma
distribuicao binomial que, nos casos apontados acima,
pode ser aproximada por uma distribuicao de Poisson.
Por esse motivo também a rede em questdao as vezes
é chamada de rede de Poisson. Ambas as distribui¢tes
sao centradas em p = (k), mas a dispersdo (largura da
distribui¢do) depende de 8 no caso da binomial e de u

no caso da distribuicao de Poisson.
Apesar da distribuigdo de Poisson ser apenas uma
aproximagao, é uma aproximacao valida na maioria dos
casos de interesse [I]. Além disso, o grau médio p é um
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pardmetro de entrada, e o desvio padrao é \/u. Essas
expressoes sao mais simples do que as analogas no caso
da distribui¢do binomial.

3.3. Redes reais nao sao aleatorias

Esta rede aleatéria tem sido amplamente utilizada na
modelagem de sistemas em Mecéanica Estatistica. Po-
rém, diversas redes reais simplesmente nao seguem esse
modelo de rede aleatéria. Um estudo da colaboragao
académica na area de matemética considerando publi-
cagoes nos principais jornais da area entre 1991 e 1998
montou a rede resultante como tendo N = 70975 vértices
e grau médio p = 3.9 [37]. Nessa rede, cada vértice
é um pesquisador e a conexao significa que ambos os
pesquisadores tem uma publicagdo juntos. O coeficiente
médio de clustering da rede foi calculado em 0.59.
Gerando uma rede aleatéria ER com o mesmo N e
u, podemos calcular o clustering médio como sendo
5.4 x 1075, 4 ordens de grandeza menor! Além disso,
a distribuicao de grau da rede de colaboragdo também
nao segue a distribui¢ao binomial nem de Poisson. Outro
exemplo é a rede social Instagram, na qual as 5 contas
com maior nimero de seguidores (pelo menos até a época
do acesso) estdo indicadas na Tabela[l| Repare que esses
5 primeiros tem mais de 395 milhdes de seguidores mas,
considerando todas as contas, 50 % tem menos de 10
mil seguidores e 26 % tem menos de mil [38]. Essas 5
contas (e vdrias outras nessa ponta do ranking) estao
muito acima do valor médio. Isso nao é compativel com
o modelo de rede aleatéria ER.

4. Rede Livre de Escala

Uma caracteristica observada em varias redes reais é
que sua distribuicdo de grau P(k) segue uma lei de
poténcia [39):

P(k) =Ck™, (5)

onde C e v sdo constantes. As redes que seguem esse
comportamento sdo chamadas de redes livre de escala
(do inglés scale-free). Essa propriedade ja foi observado
em varias redes reais, como redes metabdlicas [40] rede
de colaboragdo mencionada no pardgrafo anterior [37],

Tabela 1: As 5 contas no Instagram com o maior nimero de
seguidores. Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/List_of _m
ost-followed__Instagram__accounts, acessado em 21 de Maio
de 2024.

Nome # seguidores
#1 Cristiano Ronaldo 629 milhdes
# 2 Lionel Messi 502 milhdes
# 3 Selena Gomez 428 milhoes
# 4 Kylie Jenner 399 milhoes

# 5 Dwayne “The Rock” Johnson 397 milhoes
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dentre outras. Obviamente, redes reais possuem tama-
nho finito e, portanto, ndao podem ser “verdadeiramente”
livres de escala, devido aos efeitos de tamanho finito.
Porém, essa descricao é adequada quando estamos ob-
servando fendmenos em varias ordens de grandeza.

O mecanismo mais famoso de geracao de rede livre de
escala é chamado de crescimento por anexacdo preferen-
cial (do inglés preferential attachment growth). Porém,
diversos outros mecanismos também geram esse tipo de
rede [41], por exemplo:

e A rede ¢ iniciada com mg vértices, formando uma
rede totalmente conectada: k; = mg — 1 para todo
vértice 1.

e Um vértice novo é adicionado a cada instante ¢ de
tempo e conectado com m < mg vértices da rede,
seguindo uma certa distribui¢ao de probabilidades
I1(%).

A chance II(:) do vértice novo se conectar com um
dado vértice 7 da rede é proporcional ao grau k; desse
vértice [3, [42):
ki
H(Z) =—_*
D(t) 4,
Zj:l k;

onde D(t) é o ndimero total de vértices da rede no
instante ¢t. Veja que o denominador dessa expressao
assegura que 0.0 < II(:) < 1.0. A adigdo de vértices
continua até que seja obtido o tamanho N desejado para
a rede. A partir dessa probabilidade, pode-se mostrar
que a distribuicdo de grau final da rede serd uma lei de
poténcia, da forma [39):

_ 2m?

Py(k) = 5. (6)

Na Figura (a) estd uma representacdo grafica de uma
rede livre de escala. Repare que apesar do grau médio
ser 3.95 ha pelo menos 5 vértices com grau maior
que 20, bem maior que a média. J4 a Figura b)
mostra a distribuicdo de grau obtida numericamente,
simulando uma rede, e a funcdo Py(k), e vemos uma
boa concordancia entre elas.

A Eq. [] é uma lei de poténcia com expoente v = 3.
Redes reais modeladas como uma rede livre de escala
podem ter outros valores de v mas, no geral, é observado
7 > 2 em redes reais [1J.

4.1. Momentos da distribuicao

O termo livre de escala é muito usado no estudo de
transicoes de fase em Mecanica Estatistica, na qual leis
de poténcia aparecem com frequéncia. A origem desse
termo pode ser melhor entendida com os momentos
da distribuicao de grau. Rigorosamente, o grau k dos
vértices de uma rede é uma varidvel inteira entre 0
e N — 1, sendo N o tamanho da rede. Nesse caso
sua distribuicdo é chamada de pg. Porém, é comum
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Figura 8: Rede livre de escala (scale-free). (a) Representacdo
grafica com N = 150 vértices, m = 2 e p = 3.95. A cor
(escala lateral) e o tamanho de cada vértices sdo determinados
pelo seu grau k;. (b) Gréfico do histograma normalizado. A linha
vermelha é a funcio Py (k) (Eq.[f]) e os pontos em azul (indicado
por dados) é a distribuicdo de grau obtida numericamente a
partir de 500 amostras de uma rede gerada com os parametros
N=10°em=3.

considerar k como uma varidvel continua, o que fornece
resultados com boa aproximacdo principalmente para
redes grandes. Nesse caso a distribuigdo é chamada
de p(k).

Vale relembrar o significado dos primeiros momentos
de uma distribuicdo. O momento de ordem n de uma
distribuicao arbitraria p(k) é definido como

(k") = k'pr = / k" p(k)dE,
km kem

onde k,, é o valor minimo de k na distribuicdo. Os
primeiros momentos tem as seguintes interpretacoes:

e n = 1: consiste no grau médio p = (k).
o n = 2: fornece a varidncia o = (k?) — (k)? ou o

desvio padrio o = 1/ (k2) — (k)%

e n = 3: é o coeficiente de assimetria, ou seja, indica
o quao simétrica a distribuicao é em torno da média

(F).

J& considerando uma rede livre de escala, a distribuicao
continua de grau é uma lei de poténcia dada pela Eq.
Assim, o momento de ordem n é dado por [I]

k}\l[%l — kot
n—vy+1

(k™) = /k " k" P(k)dk = C G|

m
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onde kp; é o grau maximo observado na rede. O grau
minimo k, em geral é fixo, mas o maximo kjp; vai
para infinito quando o tamanho da rede tende a infinito
(diverge com N no limite termodindmico).

Vamos analisar o comportamento dos trés primeiros
momentos no limite de grandes redes, fazendo kj; — oco.
O valor limite de (k™) vai depender do termo k7; 7+ o
sinal do expoente n —~+ 1 pode fazer esse termo ir para
infinito (sinal positivo) ou para zero (sinal negativo ou
igual a zero).

e Sen—v+1<0, o termo k}g”’“ vai pra zero
quando kj; aumenta. Logo todos os momentos que
satisfazem n < - — 1 s&o finitos.

e Sen—~+1>0o0 termo kj; "™ vai pra infinito
quando kp; — oo. Logo todos os momentos que
satisfazem n > vy — 1 divergem.

Fazendo n = 1 na Eq.[7] temos para o primeiro momento:
1—y+1 1—y+1
k — k.7

<k>:CM1_7+1 : (8)

Para a maioria das redes reais é observado que 2 < vy <
3 [1], logo o expoente 1 — v + 1 serd negativo ou zero.
Assim, de acordo com a Eq. [§|no limite kp; — oo (redes
muito grandes), o primeiro momento serd finito.

Porém a situagao é diferente para o segundo e terceiro
momentos. Fazendo n =2 e n = 3 na Eq.[7] temos:

2—vy+1 2—y41
ko Tt — k2o

2\ —

() = 2—v+1
A it s
(#) = ¢ 3—7+1

Para os expoentes, considerando ainda 2 < v < 3, temos

2_7"‘1 Z 07
3—v+1>0.

Logo, <k2> e <k:3> divergem, sendo impossivel determinar
quao espalhado em torno da média um dado conjunto
de amostras esta. Essa divergéncia é a origem do termo
“livre de escala”.

4.2. Livre de escala

Para uma distribuicdo gaussiana de grau k temos que
~ 68 % das amostras estardo no intervalo k = (k) +
o, onde o é o desvio padrdo. J4 as amostras fora
desse intervalo sdo menos provaveis porque a chance
decai exponencialmente. Assim, o grau de um vértice
arbitrario estd dentro de uma escala. Da mesma forma
em uma rede aleatéria com distribuicao de Poisson temos
or = +/{k), o que também é menor que a média. J4 na
rede livre de escala, o diverge pois <k2> diverge. Logo,
ao observarmos o grau de um vértice arbitrario nao ha
uma escala para a qual esperar esse valor do grau: pode
ser proximo de 1 ou muito grande, da ordem de N.
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Um exemplo é a rede direcionada WWW, formada
pelas péaginas da internet: o grau de uma péagina é o
numero de outras paginas que tem links direcionando
para ela. A média dessa rede é (k) = 4.60 e o ex-
poente v = 2.1 [I]. Assim, uma pégina arbitrdria da
internet pode ter poucos links (poucas paginas com link
apontando para ela) enquanto outras tem milhdes de
links apontando para ela como as paginas do Google e
Facebook.

5. Rede Aleatoria Geométrica

Na maioria das redes, o critério espacial (posigdo dos
vértices) ndo entra em sua definicgdo. Uma rede que
utiliza esse critério espacial é a chamada rede aleatéria
geométrica ou RGG (do inglés random geometric graph).
Seu algoritmo de construgao é [43]

1. Sejam N vértices distribuidos de maneira aleatéria
e uniforme em um quadrado de lado L. O raio de
interacao é r.

2. Dois vértices arbitrdrios (i,7) serdo conectados se
a distancia euclidiana d;; entre eles for menor que
o rajo: dg; <.

A Figura [J) ilustra este tipo de rede. Esta rede tem
um carater local que a rede aleatéria ndao tem. Cada
vértice s6 sente a interacao dos vértices proximos a ele.
Quanto menor o raio r menor serd o grau médio u e
maior serd o carater local. O grau médio p segue uma lei
de poténcia em funcdo do raio r. As componentes nessa
rede mostram a distribuicao espacial dos aglomerados
de vértices. Redes do tipo RGG tem sido usadas em
diversas aplica¢des como em processos cooperativos [44],
modelo ZGB [45], redes com diferentes estados para as
conexoes [31].

Figura 9: Rede RGG. Pardmetros: N = 256, »r = 0.07, L = 1.0
e pu =~ 3.73. Cada cor representa uma componente distinta.
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6. Percolacao

Diversos fenomenos e sistemas ja foram estudados utili-
zando o formalismo de redes, como transi¢ao de fase, re-
siliéncia e robustez, sincronizacdo, caminhada aleatéria,
disseminagdo de doengas, etc. .. [24]. Nesta seco iremos
descrever de maneira resumida um desses processos:
a chamada percolagdo [46]. Diz-se que ha percolacio
quando alguma propriedade do sistema atravessa toda
a sua dimensdo. Em termos de Ciéncia de Redes, ocorre
percolagao quando a propriedade em questao atinge a
maior parte dos vértices. HA varias formas e mecanismos
de se descrever uma percolacdo e iremos adotar aqui a
percolagao como sendo a formagao de uma componente
gigante na rede.

6.1. Percolagao na rede aleatéria

Vamos analisar a percolagdo da rede aleatéria G(N, )
ou de forma equivalente G(N,u). A distribui¢do das
componentes varia com o parametro 3:

e [ =0.0: a rede é totalmente desconectada tal que
u = 0.0. H4& N componentes (N, = N e n, =
N/N =1) e todas as componentes contém apenas
um vértice (S = 1 e s, = 1/N). No limite de
uma rede muito grande N — oo, teremos s. — 0
(chamado também de componente microscépica).

e [ =1.0: arede é totalmente conectada tal que y =
N — 1. Haverd uma componente apenas (N, =1 e
ne = 1/N) englobando todos os vértices (S, = N
e s. = N/N = 1). No limite de uma rede muito
grande N — oo, teremos n. — 0 (componente
macroscépica).

Vamos nos concentrar na densidade s.. No limite de
uma rede infinita N — oo, variando 5 de 0 a 1 (ou
p de 0 até N — 1), teremos que a componente sai de
se = 0 até s, = 1. Alguém poderia pensar que s
aumentaria gradualmente com . Porém, simulando um
sistema grande o suficiente e obtendo-se s. numerica-
mente (veja Figura , observa-se que s. se mantém

1.0 gememm @ 8-8-8 8
ol
¢ !
0.8 /.« /
s ¥
0.6 1 !
: ¢
0.4
0.2 . e RA
1" H -
0.0 ---l-coo.a.-.qt.,._...«‘ RGG

10! 10° 10!

Figura 10: Variac3o da densidade da maior componente s. em
funcdo do grau médio p para a rede aleatdria (circulo azul) e
RGG (quadrado vermelho). Ambas as redes contém N = 1282
vértices enquanto L = /N para a RGG.
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pequeno (aproximadamente zero quanto maior for a
rede) até um valor critico de 8 no qual p ~ 1.0 [34].
A partir desse valor, ocorre um rapido aumento de s,
significando o aparecimento de uma componente gigante
na rede, cuja quantidade de vértices é da ordem de N.
Isso se diferencia dos casos casos em que, tipicamente,
as componentes tem ~ log N vértices.

Repare que para a formagdo da componente gigante,
é necessaria pelo menos uma conexao por vértice na
média. Mas e se o grau médio for exatamente 1.0, havera
a componente gigante?

6.2. Fases

Ao longo dessa transigio de fase, a rede apresenta
as duas fases, antes e depois de percolada, além do
comportamento critico na transicao [I]:

o Fase nao percolada p < 1.0: é o regime sub-critico,
mostrado na Figura a). H& pequenas compo-
nentes, de forma que ainda temos s. ~ 0 para
redes grandes. Mais especificamente, temos que o
tamanho da maior componente é N, ~ In N, que
cresce bem mais lentamente que N. Assim, para
redes grandes, N./N tende a zero (componente
microscopica mencionada anteriormente).

¢ Regime critico p ~ 1.0: separa as duas fases (veja
Figura [10)). Nesta regido temos 8 = pu/(N — 1) =
1/(N — 1) enquanto o tamanho da maior com-
ponente é N, ~ N?/3 o que também cresce
mais lentamente que N. Nessa vizinhanga tem-
se N ~ (8 — B.)N, comportamento também
observado perto da transicdo de fase de outros
modelos. A maior componente ainda tende para
zero para redes grandes mas a diferenca de compor-
tamento em relagao a fase nao percolada é evidente
(veja Figura [7[(b)). Pode-se ver isso considerando
uma rede aleatéria com N = 100 vértices. Na
fase nao percolada, a maior componente é N, ~
In 10'° ~ 23, enquanto que no regime critico N, ~
(1010)2/3 ~ 4.6 x 105, uma diferenca de 5 ordens
de magnitude! Além disso, N, segue uma lei de
poténcia.

e Fase percolada pu > 1.0: regime super-critico,
mostrado na Figura c). E a fase mais relevante
em termos de descrigdo de redes reais, ja que ha
uma clara componente gigante. A partir de p ~
In N, temos S, ~ N, de forma que a rede se torna
conectada (contém uma componente apenas). Veja
que, mesmo assim, a rede ainda pode ser esparsa, ja
que pode haver muitos vértices com uma conexao
apenas. A rede se torna completa (totalmente
conectada) apenas quando = N — 1.

No caso de redes geométricas (por exemplo RGG e
rede quadrada), o aparecimento da componente gigante
estd relacionado com a formacao de um caminho conec-
tando um vértice em um extremo da rede até o outro
extremo, o que caracteriza o aparecimento do fenémeno
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de percolacdo (veja Figura . Mas diferente da rede
aleatéria, o valor critico de u para a RGG ira depender
da densidade de vértices no quadrado N/L2.

7. Conclusoes

Ciéncia de Redes é um campo muito extenso, com
inimeros conceitos, processos e aplicagoes fascinantes.
Neste artigo, apenas arranhamos a superficie de uma in-
troducéo a drea, elencando os conceitos iniciais. Apresen-
tamos também alguns exemplos de modelos importantes
de redes, além de um processo bédsico (percolagdo).
Mas hé varios outros modelos e varios outros processos
importantes e bastante estudados nas ultimas décadas.

Neste trabalho, a andalise numérica e os graficos fo-
ram feitos em ambiente Python. Os pacotes utilizados
foram: Numpy para célculo numérico [47], Matplotlib
para geragdo dos gréaficos [48], Pandas para anélise de
dados [49] e NetworkX para andlise de redes [50]. Com
excegdo da Figura [4 que foi gerada com a plataforma
Gephi (https://gephi.org/). Todos os dados e cddigos
estao disponiveis mediante solicitacao.
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