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Efeitos relativisticos nos relégios dos satélites de navegacao

Relativistic effects in navigation satellite clocks
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Os satélites de geonavegacdo sdo o exemplo mais comum de aplicagdo da relatividade no cotidiano. Como
exatamente a deformacdo do espaco-tempo afeta os relégios embarcados nos veiculos espaciais ndo é de
conhecimento comum. A deducéo das equacgoes utilizadas hoje pelas constelagdes satelitais para compensar esse
efeitos é um trabalho interdisciplinar que ndo estd presente na literatura. Por isso, este trabalho aborda de forma
didatica a questao. Partimos da equacao de campo de Einstein e obtivemos todas as equagoes que possibilitam
medigbes de precisdo da ordem de milimetros. Primeiramente com uma abordagem cldssica que representa a
maior parte do atraso dos relégios. Atraso este associado a um incerteza de dezenas de quilémetros por dia.
Em seguida observamos como as orbitas excéntricas dos satélites de navegacdo geram variagoes periédicas com
amplitudes que chegaram a 217 ns, gerando incertezas de até 65 m. Por fim utilizamos um termo de perturbagéo
do potencial terrestre para deduzir uma equacao ainda mais precisa, da ordem de centimetros. Esta leva em conta
o achatamento do planeta e a inclinagdo das érbitas.

Palavras-chave: Relatividade especial, relatividade geral, satélites, GNSS.

Navigation satellites are the most common example of the application of relativity in everyday life. How exactly
space-time deformation affects the watches onboarded in space vehicles is not common knowledge. The deduction
of the equations used today by each satellite constellation to compensate for these effects is an interdisciplinary
work not present in the literature. Therefore this work addresses in a didactic way the issue. We started with the
Einstein field equation and obtained all the equations that would allow precision measurements on the order of
millimeters, first with a classic approach that accounts for most of the clock offset, compensating for errors of tens
of kilometers per day. We then observe how the eccentric orbits of navigation satellites generate periodic variations
with amplitudes that reach 217 ns, generating uncertainties of up to 65 m. Finally, we use a perturbation term of
the terrestrial potential to deduce an even more accurate equation, in the order of centimeters. This takes into
account Earth’s oblateness and the inclination of the orbits.

Keywords: Special relativity, general relativity, satellites, GNSS.

um objeto em relagdo a pontos de localizacao conhecida,
no caso, os satélites. Esta distdncia é obtida, por sua

1. Introducgao

A relatividade geral, publicada por Einstein em 1915,
tem sido repetidamente provada em contextos astrond-
micos, desde o famoso eclipse de Sobral em 1917. Como,
contudo, podemos aproximar esta teoria a realidade das
pessoas? Um exemplo que sempre surge neste contexto
sdo os satélites de navegacdo global, como o GPS.
Entretanto pouco se discute como exatamente o espago-
tempo curvo interfere com os relogios atomicos dos
satélites, e qual a magnitude deste efeito.

Este trabalho toma por objetivo obter de forma ana-
litica, a partir da teorias de Einstein para a relatividade
geral e restrita, as equacdes utilizadas para estimar o
atraso relativistico em satélites na drbita da Terra.

Vejamos o porqué de os satélites de navegagao serem
sempre os escolhidos para se discutir a respeito da
relatividade. Em linhas gerais, a navegacao por satélite
funciona a partir do principio de tempo de chegada. Ou
seja, a posicdo é determinada sabendo-se a distancia de
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vez, a partir do tempo que o sinal percorre do emissor
ao receptor multiplicado pela velocidade do sinal. Esta
velocidade é a velocidade da luz. O que leva a concluséo
de que mesmo um atraso de 0,01 ns acarretaria em
erros para aplicagoes na ordem de centimetros. Por
isso, estes satélites carregam reldgios atOomicos com
derivas de frequéncia de 107! [I] podendo chegar a
107 nos modelos mais novos [2]. Atualmente estdo
em operagao seis constelagdes GNSS (Global Navigation
Satellite Systems), sao elas: GPS (Global Positioning
System) (EUA), GLONASS (Globalnaya navigatsion-
naya sputnikovaya) (Russia), GALILEO (UE), Beidou
(China), QZSS (Quasi-Zenith Satellite System) (Japao)
e NavIC (Navigation Indian Constellation) (india).

As equacgOes que serdo aqui derivadas ndao sdo no-
vidade, no sentido de que sdo aplicadas a navegagao
satelital ha pelo menos duas décadas. Falta na literatura,
contudo, um artigo que compile sua dedugdo desde o
nivel mais geral das equagoes de campo, até o mais espe-
cifico. Passando pelas etapas intermediarias de maneira


www.scielo.br/rbef
https://orcid.org/0000-0001-6081-520X
https://orcid.org/0000-0002-2159-6611
mailto:lucasgvivacqua@gmail.com

€20240268-2

Satélite

Plano
Orbital

Nodo
X Ascendente

Equindcio
Vernal Apogeu

Figura 1: Pardmetros orbitais.

que as equagoes possam ser discutidas em diversos niveis,
inclusive com propésitos didaticos.

E importante fazer uma breve observacio sobre as
quantidades que usaremos ao longo do trabalho. REB’

M@’ Q@, Jo representam o raio equatorial da Terra,

a massa da Terra, a velocidade angular de rotacdo da
Terra e o coeficiente do segundo harmoénico zonal da
Terra, respectivamente. Utilizamos a velocidade da luz
¢ &~ 299.792.458 m/s. G é a constante gravitacional
universal e p sendo o produto G - M@ Utilizamos as

coordenadas esféricas r, 0, ¢.

As demais constantes sao os chamados elementos
orbitais, apresentados na Figura [[] O semi-eixo maior
a é a metade da distdncia entre o apogeu e o peri-
geu, de maneira geral determina o tamanho da orbita.
A excentricidade e é a razao entre a distancia medida
do centro da elipse a um de seus focos e o semi-eixo
maior. Este ntimero varia de 0 a 1 em 6rbitas fechadas
e descreve quéo ecliptica é a dérbita. A inclinagdo 7 é o
angulo descrito entre o plano equatorial e o plano orbital.
A ascensdo reta do nodo ascendente §2 é o angulo descrito
entre a linha do Equinécio Vernal e o nodo ascendente,
ponto no qual o plano da 6rbita cruza o plano equatorial.
O argumento do perigeu w é a distancia em graus entre
o nodo ascendente e o perigeu. A anomalia verdadeira
f é o angulo entre o perigeu e a posi¢ao instantanea do
satélite; localiza o objeto na orbita e varia com o tempo.

Comegamos por discutir brevemente as transformadas
de Lorentz e a métrica de Schwarzschild como uma
primeira aproximacdo para Oérbitas circulares. Em
seguida apresentamos o formalismo pds newtoniano
e obtemos a métrica de Schwarzschild isométrica.
Partimos desta para obter equagbes para o atraso
constante e para as variacbes periddicas atreladas as
excentricidades das érbitas. Por fim, usamos equacgoes
de perturbagdo para obter a variacao relativistica
relacionada ao achatamento da Terra.

2. Atraso Constante

A relatividade especial descreve como as dimensoes do
tempo e do espaco sdo percebidas por um referencial

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 46, €20240268, 2024

Efeitos relativisticos nos relégios dos satélites de navegacao

em movimento S’ com uma velocidade v. Essa descri¢ao
é representada matematicamente pelas transformagoes
de Lorentz nas quais o tempo é uma dimensao que
varia em funcido da velocidade. Diferentemente das
transformagoes de Galileo onde o tempo é constante,
as transformagbes de Lorentz formam um continuum
espago-temporal de geometria plana no espago-tempo de
Minkowski. A solugdo para a dimensao tempo é dada

por [3]

t= ——— (1)

E razoavel pensar que para um observador no referen-
cial S o intervalo de tempo é dado por

vah vah
Atztz—tlzv(t’z—Cf)—v(t’l—c;>, (2)

com v = 1/4/1 — (%)2. Se considerarmos um observador
em repouso em relagdo ao referencial S’; como o relégio
estd repouso em relacdo ao satélite, temos z) = zi, e
entao

At = (ty — t7) = AL (3)

Essa relacao de intervalo é essencial em nossa andlise,
ja que descreve o tempo decorrido em um referencial em
movimento medido por um observador em um referencial
estatico. Em nosso caso de estudo isso se aplica aos
rel6gios dos satélites (At' = t,) estando em movimento
relativo aos receptores em solo (At = t,).

to
1 — (2)2’

(&

te =

(4)

onde o subscrito ‘e’ se refere ao referencial parado S (em
solo) e o referencial ‘o’ ao referencial S’ em movimento
(em Orbita). Podemos ver aqui que a dilatagdo do
tempo nao depende da direcdo do movimento, e que
nos interessa apenas o médulo da velocidade. No nosso
caso, o modulo da velocidade pode ser obtido a partir da
equagao vis viva, que determina a velocidade instantanea
de um objeto a depender de sua posicao [4].

v = GMa (2 - 1) . (5)

r a

Nesta primeira se¢do nos interessa o atraso cons-
tante. Portanto, podemos considerar a érbita circular
(r =a). Neste caso terfamos a velocidade puramente
na direcdo 0, ou seja, a diregdo arbitraria x coincide
com a direcao 6 e o vetor v = vg - é, mas como
0 que nos interessa é o moédulo da velocidade, isso
nao interferira nos calculos posteriores. Substituindo
em @ obtemos

1
P S — 6)
1 -
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Se aplicarmos os valores para a Orbita média onde
estao alocados os satélites GNSS teremos que a diferenca
entre o tempo decorrido em solo e aquele medido pelos
rel6gios atdomicos é da ordem de picossegundos (10712 s)
para cada segundo decorrido em solo. O valor positivo
indica uma dilatacdo temporal, uma vez que o tempo
decorrido em 6rbita é maior do que o decorrido em solo.
Para o GPS (Global Positioning System), por exemplo,
esse valor é de 7,21 pus/dia.

A relatividade geral tem uma construcao mais com-
plexa. Usa tensores para explicar como matéria e energia
afetam o espago-tempo [5]. Esta relagdo é escrita pela
equacao de campo de Einstein

1 8rG
RM’/ - igHVR = CTTI”“/' (7)

De modo geral a equagao descreve como a métrica g,
¢ afetada pelo tensor energia-momento 7},,. A relagdo
exata ¢ obtida considerando a conservacao do tensor 7},,,.
Usa-se a identidade de Bianchi para obter um tensor
que se conserve da mesma maneira e que seja funcao
apenas da métrica e de suas derivadas. No caso, G, =
R, — % guvR. Por fim, a constante de proporcionalidade
se obtém em comparagao com o limite newtoniano e com
a equagao de Poisson.

A fim de obter uma solucdo exata para esta equagao,
Karl Schwarzschild [6] partiu de uma métrica genérica
com simetria esférica, ou seja, independe dos angulos
0 e ¢, e estatica, ou seja, nao dependente do tempo.
A solugao obtida foi uma solugdo externa (P = 0) para
corpos nao girantes e sem carga dependente apenas da
dimensao r [7].

2M 2GM\ !
d32:_<1— f)dt2+<1— Gz) dr® + d®?,
rc rc
(8)

onde d®? = r2df#?+r?senfd¢?. Se considerarmos apenas
a dimensao temporal obtemos uma relacdo direta entre
o tempo decorrido em solo e o tempo em 6érbita, dado
por [8]

| _ 2MeG
R
te = ~to——vn. ©)
1- rc62

De maneira similar ao que fizemos para a relatividade
restrita, se desconsiderarmos a excentricidade da orbita,
descobriremos que o relégio do satélite avanca em deze-
nas de picossegundos em relagdo ao segundo decorrido
em solo. Para o mesmo exemplo do GPS o reldgio estara
adiantado em 45,65 us/dia.

O efeito relativistico total sobre um satélite em érbita
seria simplesmente a soma das equagdes (6 e (9). Ambas
sao fungbes apenas do semi-eixo maior da érbita do
satélite e de constantes do planeta. Estas equagoes, por
serem simples, podem ser bons exemplos didaticos, fun-
cionando nao somente para quaisquer satélites em 6érbita
da Terra como para qualquer corpo orbitando qualquer
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outra corpo celeste. Além disso elas correspondem a
maior parte do efeito relativistico, que na literatura é
chamado de atraso relativistico constante. Para o GPS
esse efeito é de 446.47ps por segundo decorrido em solo
ou 38,44 ps/dia [9]

3. Efeitos da Excentricidade

O efeito relativistico sobre os relogios dos satélites GNSS
nao se resume a uma deriva constante. Existem ainda
efeitos periédicos que dependem da excentricidade e
da inclinacdo das orbitas. Persistimos na investigacao,
primeiramente, do efeito periddico relacionados a excen-
tricidade. Para isso usamos a equagao da érbita que nos
diz a posi¢ao instantadnea de um objeto em funcao da
anomalia verdadeira

B a(l—e?)

= . 1
1 —-ecosf (10)

Lembramos também da Equacao (5]), que nos diz que a
velocidade instantdnea de um objeto em érbita é fungao
somente de sua posicao. Sendo assim poderiamos definir
tanto a Equagao quanto a @D, ou seja, teriamos
os efeitos locais respectivamente para a relatividade
restrita e para a relatividade geral. Se aplicarmos os
valores das constantes nesta nova equacdo, obtemos
uma variagao periédica, com o periodo correto, mas
com amplitude da ordem de dezenas de pico segundos.
Este resultado néo esta de acordo com os valores reais
obtidos por [I0, 1] que tém amplitude trés ordens de
grandeza maior. Quando a teoria nao concorda com os
dados experimentais deve ser revista a teoria. Buscamos,
portanto, metodologia similar aquelas encontradas na
literatura.

A abordagem mais comum na literatura é pela
aproximagdo pés newtoniana [I2HID]. O formalismo
pés-newtoniano parametrizado (PPN) é uma teoria de
gravitacao linearizada que descreve, a partir da variagao
de seus pardmetros, as mais diferentes teorias métricas
de gravitagao [5]. Ou seja, parte de uma aproximacao de
campo fraco

Y = Nuw + I, (11)

com 1), sendo a métrica de Minkowski (7,
diag(—1,1,1,1)) e hy, < 1 de modo que termos nao
lineares em h podem ser negligenciados (hfw ~ 0) e que,
longe de um corpo massivo, h tende assintoticamente
a zero [16]. A partir deste formalismo podemos definir
uma métrica de Schwarzchild em coordenadas isotropi-
cas [I7]. Para isso realizamos procedimento semelhante
aquele utilizado para obter a métrica de Schwarzschild,
mas partindo da aproximacao de campo fraco, Equa-
cao .

Comegamos por definir as conexdes. Usamos o simbolo
I/, para definir a conexdo de Levi-Civita, um pseudo
tensor de ranque trés simétrico nos indices inferiores
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que carrega informagoes da métrica e de derivadas da
métrica

8904)\ + agua

ozo Oz oz

(12)

v 1 vA agﬂ«/\
=L

Usaremos, a partir daqui, também a notagdo 0, =
0/0x*. Substituindo a métrica dada pela Equacao
na Equacao , lembrando que 9,7, = 0 e que termos
de ordem O(h7,) =~ 0.

v ]‘ v
I‘ua = 577 A [aah#)\ + Ophax — aAhua] : (13)

Usaremos as conexbdes para construir o tensor de
Riemann. Este tensor aparece naturalmente quando se
tenta fazer o transporte paralelo de um vetor por uma
superficie em um referencial qualquer, e é resultado
do comutador entre duas derivadas covariantes. O im-
portante é que este é composto apenas por simbolos
de Christoffel e suas derivadas. Por consequéncia, é
dependente da métrica e de suas derivadas de primeira
e segunda ordem. Mais do que isso, é o Unico tensor
que pode ser construido com essa caracteristica que seja
linear nas segundas derivadas da métrica [18] e é dado
por

Ra'oz,uy = (%Fga - avrza + FZ)\FL)/\Q - FZ)\an' (14)

Substituindo em teremos o tensor de Rie-
mann agora em termos da perturbagao h

Raa;w = %(6aauhau + 6aauhozp, - aaauhau - aaavhou)-

(15)

Podemos definir o tensor de Ricci contraindo a Equa-

cao com a métrica plana (Rn, = n”“RMW).

Lembrando que como hfw ~ 0 contragdes com g,, e
com n*¥ sdo equivalentes.

Rau = % (aaap,h;u/ + 8ocauha0' - Dhow - 80481/]7/00') )
(16)

o simbolo [ representa o D’alembertiano, que é uma
generalizagdo do Laplaciano (V) para quatro dimensdes,
na forma O = —(1/c¢?)9% + V2, ou representando [J =
0*0,,. Aqui vemos aparecer, também, o termo hs, que
representa o trago do tensor h = hg,.

O escalar de curvatura é o tracgo do tensor de Ricci, por
isso podemos obté-lo fazendo uma contragdo do tensor
de Ricci com a métrica (R = n*" R, ). Teremos

R = (9,0,h,, — Oh). (17)

Estamos, entdo, em posse dos elementos necesséarios
para construir a equagdo de Einstein. Substituindo (11)),

€ em obtemos

% (0a0uhyy + 0a0vhao — Ohay — 000, hp)

1 8rG
- 577(111 (ayaﬂhwj - Dh) = CTTQV.

(18)
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E interessante agora que definamos, como em [I9], um
tensor de trago reverso
— 1
hl“/ = huy + 5
essa é uma operagao reversivel, de modo que se trocando
h por h a equacao permanece a mesma. Com ela
podemos, primeiro escrever a equagao de Einstein de
maneira mais enxuta

1 — _
GLGTOW = aaap,huu + aoeauhaa

ct
- Dﬁau - nauaa'auﬁmr

M hs (19)

(20)

E importante introduzir o entendimento do gauge
de Lorentz, que delimita os graus de liberdade da
perturbagéo h,, sem perda de generalidade [5]

9" h,, = 0. (21)

O que simplifica a Equacao deixando a simples-
mente como

— T (22)

O tensor energia-momento (7},,,) pode ser escrito como
uma funcao da densidade de energia p, da pressao P e
da quadri-velocidade u [3]

Ty = (p+ P)utu” — PgH”. (23)

Procuramos, assim como Schwarzschild, uma solugao
externa ao corpo, por isso podemos considerar a pressao
nula. O vetor u* é igual a 9z /Jt e pode ser escrito como
v - diag(c, @), sendo @ o vetor velocidade. No regime de
campo fraco podemos considerar 42 = 1. Assim podemos
obter Tpo = pc?.

Podemos obter a solu¢ao da Equacao como uma
equagdo de Green em quatro dimensoes. A solugdo é da
forma [20)]

— 1 167 d
hoo = y= G?FT,WTV. (24)

Pode-se extrair de que a solugao externa nos da
Ty, = 0 para todo u e v diferentes de 0. Agora, se
assumirmos Tog = pc? = c2dM /dV ficamos com o tensor
de trago reverso

- 4GM
00 Ty (25)
on = Eij =0.
Teremos entdo h = n*h,, = —4GM/c*r. Substi-

tuindo cada um dos termos da Equagao obtemos
aquilo que mais nos interessa, a perturbacao h

2MG
hoo = —5—»
rc
hOj = hi(] = hij =0 "L 7& j, (26)
2MG ..
hij = ’I“CQ |Z =7
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A métrica de Schwarzschild, agora em coordenadas
isotrépicas é descrita pelo elemento de linha

ds* = — (1 — 2(Z]M)czdtz
2GM (@)
+(1+ )(dr? 4 1r2d6? + r?senfdg?).

c2r

Buscamos uma relagdo entre dr = ds/c e dt. Para isso
seguimos o raciocinio apresentado em [13] a partir da
Equacao , tomamos o limite

ds® = lim [—c®At?
At—0

» 1_2GM_ 1 2GM\ dt?
c3r + 2r ) A2 (28)

" dr? + r2d6? + r236n9d¢2>}

2 A2
por definicdo lima;_.g At ~ dt. Assim podemos definir o

vetor velocidade no espago como

9 C dr? +r2de? + r256n0d¢2
v¥ = lim

At—0 At? ’

(29)

se ignorarmos, novamente, termos de ordem O(c™?) ou
menor, obteremos

WGM 1?2
ds? = — (1 - ;) 2dt2. (30)

Tiramos, entao, a raiz quadrada usando a aproxima-
¢do por série de Taylor para z = (2GM +rv?)/(rc?) < 1

T
\/1—|—xz1+§, (31)

obtendo

—ds GM 2
= (1-2 - 2
c 4 < cAr 262> (32)

Lembrando da Equacao podemos escrever o qua-
drado da velocidade v em fungdo apenas da posigao, o
que nos possibilita reescrever a Equagao em funcao
das constantes

de(l—GM—i-GM(Zla—1>>dt. (33)

cr c? r

E comum na literatura aparecerem nesta equacao
ainda dois termos [2I], um para o geopotencial terrestre
ao nivel médio do mar e outro termo que leva em conta
efeitos de maré causados por outros corpos celestes, em
especial Lua e Sol. Ignoraremos o ultimo por estar fora
de nosso escopo, uma vez que é desnecessdario para aplica-
¢Oes com precisdo da ordem de picossegundos.[15] 22], 23]

O termo de geopotencial ao nivel do mar tem papel
similar ao numerador da Equacao @, que compensa 0s
efeitos relativisticos sentidos pelo usudrio em solo e pode
escrito como [23]

Wy GM LR
2 Rgc? 2¢2

(34)
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Onde Rg é o raio médio da Terra e Qg = % é a ve-
locidade angular de rotagao do planeta. O ultimo termo
da equacdo é o chamado efeito Sagnac que quantifica o
efeito da relatividade restrita em um referencial girante.
Esta quantidade é obtida ao se comparar a dimensao
tempo na métrica de Minkowski com uma métrica de

Langevin e é da ordem de 10712 [24].

oM ) it (35)

GM, Wy
c2r

2ac? c?

dT:(1+

Percebe-se que os trés primeiros termos do lado direito
da igualdade sao constantes, de modo que integrando
ambos os lados temos

GM WO> _/QGM

+— ot (36)

T,=T, (1 tos T

Para resolver a integral usaremos o conceito de ano-
malia excéntrica (E), que é o 4ngulo medido entre o eixo
maior e uma reta tragada entre o centro da elipse e um
ponto P que estd sobre um circulo auxiliar de raio a e
alinhado no sentido do semi-eixo menor com o objeto em
Orbita. Assim como a anomalia verdadeira, posiciona o
corpo em sua Orbita, variando com o tempo. Seu valor
é obtido a partir da equacdo transcendental onde ¢, é o
tempo da ultima passagem pelo perigeu

GM
E= a—3(t —t,) + esenkE. (37)

A partir da anomalia excéntrica podemos reescrever a
posicao do satélite de maneira conveniente

r=a(l —ecosE). (38)

A partir da equagdo transcendental obtém-se a
relacdo [25]

a

dt =
"\ M

dE, (39)

substituindo em e integrando temos

T, -1, = ar= (M Wo), _ 2VaGM oy
2ac? c? c?

Substituindo a Equagao (37)) para a anomalia excén-
trica e reorganizando teremos por fim

M 2VaGM
At = — SGM _ Wo t— aiGesenE, (41)
2ac? c? c?
3GM W,
Atfzm _- - ( 20,02 - C2 > t7 (42)

2vVaGM
Atper = ———5——esenk = —tpersenk. (43)
c

Fica claro o porque de separarmos o efeito relativistico
em constante e periddico. A Equagao é a parcela

constante e calculamos que é equivalente aos resultados
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obtidos na primeira secdo até uma ordem de 10~'7, ou
seja é equivalente as equagoes @ e @D Esta convergén-
cia foi observada também por [g].

O mais interessante aqui é, contudo, a parcela perio-
dica. Esta nos mostra que os relégios nao sdo afetados
apenas por uma deriva de frequéncia, mas também por
variagoes peridédicas que geram um nivel de incerteza
nas medidas. Podemos ainda observar que a amplitude
desta incerteza estd associada diretamente com a excen-
tricidade da érbita. Esta variacdo chega, por exemplo,
a b6ns para alguns satélites da constelagao GPS, o que
representa uma incerteza de 17 metros. E é ainda mais
forte nos satélites da constelagio QZSS (Quasi-Zenith
Satellite System), ja que por decisdo de projeto estes
ocupam Orbitas altamente excéntricas (e ~ 0,075), che-
gando a um atraso instantdneo de 216,96 ns. O erro da
constelagdo japonesa esta associada com uma incerteza
da ordem de 65 metros.

4. Efeitos do Achatamento

H&4 ainda outro efeito relacionado a relatividade que
afeta o GNSS na precisdo da casa dos centimetros e, por
tanto, nos é interessante. A Terra nao é perfeitamente es-
férica. Essa ndo-esfericidade é medida pelos harménicos
esféricos terrestres. Estes podem ser matematicamente
representados como termos de perturbagao no potencial
gravitacional da Terra, construida a partir dos polind-
mios de Legendre. O mais significativo deles é o termo
Jy que corresponde ao achatamento do planeta, e é 103
vezes maior do que qualquer outro [26]. O potencial pode
ser reescrito como

d = +<I> (Jg) =

ﬁ\t

ﬁfi (%) puceose), (a0

onde Rg é o raio equatorial da Terra, ¢ é a latitude
medida a partir do polo, J; 0os harmoénicos zonais com
k variando de 2 a 7, j4 que a partir do sétimo termo
os valores decrescem mais algumas ordens de magnitude
[27, 28], e Py os polindmios de Legendre, tal que

1 d

2 k

Py(x) =

Como em nosso escopo é apenas interessante levar em

conta o efeito de achatamento descrito por J; podemos
reduzir a Equagao (44]) como [5]

&= g (1 + J (RT@> ~(3cos¢? — 1)) (46)

Serd interessante adaptar a dependéncia do termo per-
turbativo ®’ das coordenadas esféricas para parametros
orbitais. Utilizamos o argumento de latitude (u), que
mede o angulo percorrido pelo corpo a partir do nodo
ascendente e é dado por u = #+w. Difere-se da anomalia
excéntrica F por ser medida a partir de um dos focos e
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Linha Nodal

Figura 2: Relac3o de 4ngulos na esfera terrestre.

nao do centro da oOrbita. Adotamos também o angulo
0 = m/2 — ¢ que também representa a latitude, mas
medida a partir do equador. Ela se relacionard com a
inclinagdo 7 e com o argumento de latitude conforme a
Figura 2]

Podemos ver que u e § formam os lados de um tridn-
gulo esférico. Vale a identidade trigonométrica esférica
sen(0) = sen(i)sen(u) [29]. A partir disso

sen(0) = sen(i)sen(u),
sen®(m/2 — ¢) = sen’(i)sen’(u),

cos®(¢) = sen?(i)(1 — cos(2u)),

c0s?(9) = L sen®(i)(1 — cos(2u),

1 1
cos®(¢) = 586712(1') - §Sen2(i)cos(2u)).
A equacao para @' fica da forma
GMRsJs (3 5.0 3 o 1
O — T2 [0 200y D o2 oul) — = ).
3 (4sen (4) 15en (1)cos(2u)) 2)
(47)

Se incluirmos o termo perturbativo (®') ao geopoten-
cial (GM/r) na Equagao procedermos de maneira
similar ao que fizemos para a Equagdo (35)) [30], obtere-

mos
/
dT:_<1+ GM Wy 2GM © Acq»)dt
(48)

2ac? c? 2y 2

onde AP é a diferenca causada no efeito excéntrico se
levarmos em conta a nova equacdo para o potencial
gravitacional [31]. Ele aplica a variagdo do raio e do semi
eixo maior na Equagao e é dado por

Ap— M A, ZGM
2a2 r2

Ar. (49)
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Podemos separar apenas os tultimos dois termos
de (48)), uma vez que a integracdo dos outros termos
nos dard (41]). Teremos

—o GM 2GM
= / L GM N, 25M N (s0)

c? 2a2c2 r2c

O termo Ar pode ser obtido aplicando a teoria de
propagacdo de erro, a partir da Equacio
or ar or

substituindo as derivadas parciais
Ar = Aa — ecos EAa — acos EAe + aesenEAE. (52)

O segundo termo é, para as 6rbitas GNSS, ao menos
trés ordens de grandeza menor que os demais e sera
suprimido daqui em diante. O calculo para as variagoes
é demasiado complexo, mesmo para o escopo deste
trabalho. Precisaremos, entao, aproveitar a formulagao
desenvolvida por [28]:

GMR%
Aa = PN

% (I —2p+ Q)EmpG}pqSlmpq i
(I—=2p)o+ (I —2p+ Q)M +m(Q — Q)

GMR%G 2\ 4
A= ey 170!
[(1—e2)3(l—2p+q)— (I 2p) 1 EimpGipgStmpq
(—2p)0+(—2p+ )M +m(Q—0)
GMR
AM = — (—e™" +e)

[(0Gipq/0¢) + 2(1 + 1) Gipg) FimpSimpg
(1= 2p)io+ (I = 2p+ @) M +m(2 — Qo)

(53)

onde I, m, p, q sdo indices que variam para o tipo de
evento a ser estudado. w é o argumento de perigeu, M a
anomalia média, ) a ascensao reta do nodo ascendente
e Qy é o tempo sideral de Greenwich. As fungoes F, G,
S séo da forma [32] 33]

)l7m72t

21—2t)! .
Fomp =224 tl(lft)!(gfmft%t)lf"l*?f (seni
X 3olo (7) cos®i o, () (1) (F D)

Gipg = (~DI(1 + (=) (7ir) !

h ’_ _1)s 1—2p' Ne B
X Y0 Camg (P22 S (F251)
}/ _ ’ _ / 7 e s e
X Dm0 (hfz—ps)i((l 22/;(1) ) (H\/lfez)%?
Simpg = Cimeos[(l —2p)w + (I — 2p + ¢)M + m(2 — 6)]

+ Simsen[(l = 2p)w + (I = 2p + ¢)M + m(Q — 0)],
(54)
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aqui k é a parte inteira de (I—m)/2; t assume maior valor
entre p e k; ¢ é somado até assumir o valor de (p — t);
Se p for menor do que /2, p’ é igual a p e ¢’ é igual a
q. Caso p seja maior que [/2, p' =1 —pe ¢ = —q ; para
¢ >0, h=k+q¢ eh =k Jiparaqd <0, h=keh' =
k — ¢'; para valores impares de [ — m na tltima equacgao
invertem-se as posigoes de C,,, € Si,,. Vale observar que
Fimp é dependente apenas da inclinacdo ¢ e que Gipq
depende apenas da excentricidade (e).

A solugdo estd longe de trivial [34]. Os valores de F,
G, S foram tabelados por [28] para diferentes valores
de I, m, p, ¢ Como estamos investigando um efeito
ligado ao harmonico zonal Js temos I = 2 e m =0
de maneira que Cy = Jo. [27] aponta que para
estudos de curto periodo de perturbacoes ligados a
zonais terrestres pares usa-se p = [/2 e que ¢ pode
ser definido sabendo que o periodo da perturbagao deve
ser de T'/q, com T sendo o periodo da 6rbita dado
pela terceira lei de Kepler. Usaremos, portanto p = 1
e ¢ = 2 por conta da Equacao que tem uma
frequéncia de 2u. Finalmente, usamos a aproximacao
E ~ M =~ 0 e ignorarmos termos da ordem O(e?) [35],
uma vez que a excentricidade é pequena nos siste-
mas estudados. Obteremos os resultados apresentados
em [23]

3R%J.
Aa = 2922 gen2j cos 2u, (55)
2a
3R%J; 3 .
Ae = 502 1-— 5 sen’ cos
(56)
5 1
+ sen?i (6 cos(2u + 0) + 2sen2usenf)} ,
RZJ.
AM =222 13(1- §sen2i senf+
2a2e 2
(57)

3
+ sen?i (2 cos 2usenf + sen(2u + 9))] .

Substituindo , e em podemos encon-

trar o Ar

3R2J. 3R2.J. 0
52 sen?icos 2u — 27gU20 €05

2a 2a2

3 5
X Kl - 2sen2i> cos 0 + sen?i (6 cos(2u + 0)

1 R2J. 0 3
x —sen2usend || — Tte 20e5enY 3(1 = Zsen?i)send
2 2a2e 2

x sen?i <3 cos 2usenf) + sen(2u + 9))} .

Utilizando as identidades trigonométricas do seno da
soma sen(a+b) = senacos b+ cos asenb e do cosseno da
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soma cos(a 4+ b) = cosacosb — senasenb,

3R2 J.
292 en2icos 2u —
2a 2a

3R2 J.
§ 972 cen2i cos fsenfsenu
6 2a

53R2 J.
_ 227972 0on2i cos? 0 cos 2u

3R2J
§2 <1 — 2567122') cos?

13R2J.
3 269 2 senZi cos Osenfsenu
a

3RZ J.
-2 (1- §561122')567L219
2a 2

13R2 J.
~3 2@ 2 sen2isen26 cos 2u
a

13R2 J.
—3 2@ 2 sen2isen26 cos 2u
a

_ 13R%Js
3 2a

sen?isend cos Osen2u,

colocando cos(2u) e as constantes, que sdo de nosso
interesse, em evidéncia, temos

2

3R2J. 5
92 en2icos 2u X {1 + 5 cos fsend tan 2u

3R2 J.
269 2 (1 - 3sen2i> [— cos? 6 — sen29]
a

- % cos?h — % cos fsenf tan 2u

—Zsen? — gsen2t9 — gsen@ cosftan2ul| ,
6 6 6

reorganizando com o uso da propriedade trigonométrica
de sen?z + cos? x = 1 temos enfim

R2J. 1
Ar = 872 [—3 <1 — 3567121') + isen%‘ cos 24 .

2a 2
(58)

Obtemos ambos os fatores que precisavamos para
definir A® pela Equagdo (49). Para integrarmos a
Equacao substituiremos nesta, as equacdes ,
(55) e a Equagdo . Aproximaremos 72 como a? para
permanecer com o mesmo nivel de aproximacao (e? ~ 0).

—1GMRgJ>
T e T e
X (isen2(i) - %sen%cos@u)) - 1)

2
M 3R2J. 2GM RZJ.
¢ @ 256n2i00s2u7 G 52

2a2c¢?2  2a a?c?  2a

1
X {—3 <1 — gsenzi) + §sen2i cos QU] dt.
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Tirando as constantes da integral e reorganizando o
primeiro termo

GMRg J, 3 4. 3 5.
Tj2 = W/ (1 - gsen (2) | + 2 sen icos(2u))

3 3
+ 5567122' cos2u + 6 (1 — 256n2i) — sen?i cos 2u.

Separamos em duas integrais uma constante e outra
em fungdo do cos(2u)

Tjo = GM Re J> {/; (1 — gsenQ(i)> dt

adc?
(59)

+ /SenQicos(Zu)dt} .

A primeira integral é trivial e nos dé o termo fixo de
deriva dos relégios devido ao achatamento da Terra

_ TGMR?,

3
Atﬁx = o J2 (1 - 286n2i> t= 61&;2»2301?. (60)

A segunda integral pode ser resolvida fazendo a
substituicdo dt = duva3/vGM, similar a Equagdo

GMRg J:
T2 = Sigm/senQicos(Qu)dt
a’c
GMRgJ: Va3
2= %sen%/cos@u)du a )
a’c VGM

1 VGMaRgJ,

2.
Toer = g Sen isen(2u). (61)

E interessante que a corre¢do para o achatamento
possa ser aplicada em adicdo aquela ja definida pela
equacao [43] Para isso, precisamos considerar a propa-
gacao do erro no termo periédico da Equacao [23].
Faremos isso de maneira semelhante ao que fizemos na
Equacao . Calculamos o dltimo termo Adpe,

- 2vVaGM

Adper = >— (AesenE + eAE cos )
c
2vaGM ,3RZ,J
= — al (== 21— §senQi cosd
2 2a? 2

1
+ sen?i (2 cos(2u + 0) + 256n2usen0>} send

RZ J.
82 [3 (1 - 3867121) sent

2a%e

+ sen?i (3 cos 2usent) + sen(2u + 0))} cos @,
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utilizando novamente as identidades trigonométricas do
seno da soma e do cosseno da soma,

vVaGM Rg J- 3
Abper = *% 3 (1 — 256n2i) cos Osend
a’c
5 2, 5 2. 2
+ isen 1 cos 2u cos Osenb — isen isen2usen

3 3
+ §sen2isen2usen2¢9 -3 <1 — 2sen2i) senf cos O

2

3 .
— isen i cos 2usenf cos @ — sen®

isen2u cos® 0

— .sen?i cos 2usend cos 0] ,

reorganizando obtemos
vVaGM Rg,Jo
a?c?

X [(1 - 2867121') (3 cosBsent) — 3senf cos 0)

Abper = —

2

5 3
+ sen“icos 2u(§ cos fsenf — isene cos 6

— senf cos ) + sen*isen2u
5 3
X (—2sen29 + 58677/92 — cos? 9)} ,

é facil ver que

Ad = VGMaRyJ:

55 sen“isen2u. (62)
c2a

Finalmente somando a Equacao a Equagao

temos AtJ2
3VGMR2 J.
Atﬁr = 237/2;9286n2(i)86n(2u) = 5t;§rsen(2u).
ad/?¢

(63)

Somando a parcela fixa e a periddica temos uma
equagao analitica para o efeito do achatamento sobre
o tempo préprio dos satélites GNSS

R2.J. M
At/2 = &2 [76' (1 — gsenQi) t

T 92a2¢2
a“c a (64)

— 3VGMa senz(i)sen(Zu)] .

Obtivemos entdo a Equacio que descreve a
variagao peridédica dos relégios em érbita em decorréncia
do achatamento do corpo que este orbita. O termo
constante do atraso dado pela Equacdo (60) é uma
deriva constante semelhante a Equacao ue, para
os satélites GNSS, chega & ordem de 9 - 1071 s/s ou
816, 18 ps/dia. Olhando para a Equagao vemos
primeiramente que o periodo da variacdo é metade do
periodo orbital, fazendo com que a frequéncia da varia-
¢ao seja o dobro da obtida para excentricidade. Nota-se
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que o efeito é inversamente proporcional a raiz quadrada
do cubo do semi-eixo maior, por isso é irrelevante em
satélite em orbitas geoestaciondrias, geossincronas e para
0 QZSS. Afora as contantes do planeta sua dependéncia
principal é na inclinagdo da érbita. Isso faz com que os
satélites da constelagao GLONASS tenham as maiores
amplitudes dentre os veiculos GNSS. Todos os satélites
em 6rbitas MEO tem amplitudes 0t;2 na ordem das
dezenas de picossegundos. Sendo o maior caso estudado
um dos veiculos GLONASS com 95 ps. Esses atrasos
geram um incerteza que para a maioria dos relégios é de
cerca de 2 cm.

5. Conclusao

Obtivemos, por fim, um atraso constante, resultado
tanto do efeito da relatividade restrita quanto da relati-
vidade geral, que soma cerca de 40 us/dia. Uma variacao
periédica por conta da excentricidade das érbitas, que
chegam a mais de 200 ns. E ainda investigamos o efeito
relativistico causado pelo achatamento da Terra, que
gera um termo de atraso constante de até 900 ps/dia
e um termo de variagao periddica que pode atingir 90 ps

Ao longo deste artigo abordamos de maneira didatica
os efeitos relativisticos sobre os relégios dos satélites
em Oérbitas terrestres. Apesar de ser uma solugdo ja
aplicada nos mais recentes satélites de navegacao e um
exemplo recorrente das aplicacdes da relatividade, nao
existia na literatura trabalho que investigasse a questao
de maneira explicita. Um dos objetivos do presente
trabalho é elucidar para profissionais tanto da fisica
quanto da engenharia este procedimento interdiscipli-
nar de relevancia para ambas as areas. Observamos
ainda que fizemos poucas aproximacoes para O €aso
dos satélites GNSS e ainda poucas que envolvessem a
Terra, sendo assim os calculo sdo, em certa medida, boas
previsoes para qualquer objeto em Orbita de um corpo
celeste. Deixamos como sugestdo para trabalhos futuros
o calculo do caso mais geral, e a andlise de como ele se
relaciona com os resultados aqui obtidos.
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