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Este artigo tem dupla finalidade: a) mostrar
como problemas lógicos podem ser equaciona-
dos em termos das equações booleanas; b)
apresentar um processo original de resolução
dessas equações, o algoritmo resto-quociente,
ou algoritmo RQ.

O método de resolução apresentado é resul-
tado de trabalhos desenvolvidos no Departa-
mento de Engenharia de Eletricidade da Esc0-
la Politécnica da USP, trabalhos que deram ori-
gem a artigos enviados para publicação no ex-
teríor.>

Sendo este um trabalho de divulgação, o mé-
todo será descrito sem excessiva preocupação
de rigor; contentar-nos-emos em mostrar como
as equações podem ser formuladas e resolvi-
das.

1. PROBLEMALóGICO

Nosso problema-exemplo é o seguinte: 2

A junta de diretores de certa firma manufa-
tureira reuniu-se para decidir sobre a política
de seus futuros negócios à luz de seus objeti-
vos. Eles discutiram as relações entre dinheiro
gasto em propaganda, o preço das mercadorias
manufaturadas, a percentagem das comissões
dos vendedores e as possíveis mudanças para
um tipo mais aperfeiçoado de seus produtos, e
também os vários efeitos que suas atitudes te-
riam no lucro total da firma e na quantidade
do produto vendido. Os objetivos da firm~ fo-
ram claramente definidos: a) obter grande lu-
cro (responsabilidade assumida pelos direto-
res); b) vender grandes quantidades de arti-
gos manufaturados, para levar a operação da
fábrica à sua máxima capacidade possível. To-
dos eles concordaram nos cinco pontos seguin-
tes:

a) se a política da empresa for ou aperfei-
çoar o produto, ou cortar anúncios onerosos,
ou pagar aos vendedores uma comissão mais
elevada ou elevar o preço das mercadorias ven-
didas a varejo, com a venda de um pequeno
número de artigos, em qualquer desses casos,
então o lucro será pequeno;
b) se grandes somas forem gastas em propa-
ganda, sem alteração no tipo do produto ,ou se
houver mudança para um tipo mais aperfei-
çoado e redução na dotação para propaganda,
então não haverá simultaneamente um grande
volume de vendas e grandes lucros;
c) se a firma tiver grande lucro ou se seu vo-
lume de vendas for elevado, então o preço dos
artigos no varejo será baixo e o gasto em pro-
paganda elevado; ou então o preço da venda
a varejo será baixo com uma pequena dotação
para propaganda, e haverá uma mudança para
um .melhor tipo de produto sem uma baixa
comissão para os vendedores;
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d) se o preço da venda a varejo for baixo, se
não houver corte na despesa para propagan-
da, e se houver comissões elevadas para os ven-
dedores, ou· se o preço de venda e as. comJssões
forem baixos com uma mudança para aperfei-
çoar o produto, então uma grande quantidade
de artigos será vendida;
e) se houver um grande gasto em propaganda,
com uma mudança para um produto aperfei-
çoado, mas com o preço de venda conservado
baixo e com muitos artigos vendidos, então ha-
verá um lucro elevado.

Pede-se, com essas regras gerais como guia,
qual deverá ser a polftica de tomadas de de-
cisões da diretoria para se atingir os seguintes
objetivos:

a) obter grande margem de lucro;

b) obter grande volume de vendas;
c) obter simultaneamente grande lucro e
grande volume de vendas?

2. CALCULO DAS PROPOSIÇOES E
ALGEBRA BOOLEANA

Para equacionar nosso problema necessitamos
introduzir alguns conceitos.

O exposta é um problema de cálculo das pro-
posições e pode ser equacionado com auXilio da
álgebra booleana de dois valores.

A álgebra booleana de dois valores é defini-
da sobre um conjunto A de dois elementos e
apresenta três operações (+ , . , ') adiante de-
finidas. Essas operações devem obedecer certas
propriedades para obtermos uma álgebra
booleana de dois valores definida sobre ó con-
junto A.!i

Notaremos Os dois elementos do conjunto A
com os símbolos 1 e O. Portanto, A = (1,0) =
conjunto formado pelos elementos 1 e O.

As operações + , . , ' sobre (1,0) obedecem
às seguintes tabelas (a e b representam ele-
mentos de' A, e podem tomar os valores 1 ou O) :
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Tabela do + Tabela do Tabela do '

a bltJ+b a b I a. b a I a'

O O O O O O O I 1
O 1 1 O 1 O 1 O
1 O 1 1 O O I
1 1 1 1 1 1

Todas as possíveis combinações de O e 1 (va-
lores de a e b) estão nas tabelas citadas.

No caso do cálculo das proposições, obtemos
uma álgebra booleana de dois valores definin-
do:
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A = (V, F) = conjunto formado pelos ele-
mentos "proposição verdadei-
ra" e "proposição falsa"

V = proposição verdadeira
F = proposição falsa.

Temos:
A operação + sobre 1,0 é a operação ou sobre
V, F
A operação sobre 1,0 é a operação e sobre
V~ F
A operação , sobre 1,0 é a operação não sobre
V,F

Desse modo, associando V com 1, F com O, ou
com + , e com ., não com " obtemos as seguin-
tes versões das tabelas de +, ., ' vistas:

Tabela do ou Tabela do e Tabela do não

a b (j, ou b a b I a e b a I não a

F F F F F F
F V V F V F F
V F V V /<' F
V V V V V V ~

Por exemplo, nestas tabelas se lê:

Se X for uma. proposição falsa e Y verdadeira
(X = F e Y = V), temos:
- a proposição composta X ou Y é verdadeira
- a proposição composta X e Y é falsa
- a proposição composta não X é verdadeira.

Este último caso traduz-se por: "a negação
do falso é a verdade".

Utilizando os conectivos ou, e, não repetida-
mente podemos formar proposições compostas
bem mais complexas, e por meio das tabelas ci-
tadas, usadas sucessivamente, podemos obter o
valor (Vou F) das proposições compostas cons-
truídas.

Por conveniência de notação, em lugar de
V, F, ou, e, não, vamos usar de agora em diante
os símbolos 1,0 , + , . , ' , respectivamente (as
duas notações são equivalentes).

Desse modo, a proposição composta "o sol é
redondo, e a lua não é azulou é amarela" se
escreve: x . (y' + 2)

com: x = o sol é redondo
y a lua é azul
2 = a lua é amarela.

Igualmente a frase "ter lucro alto ou dimi-
nuir o número de vendedores é equivalente a
diminuir a produção e não gastar mais .em pro-



paganda com um aumento no número de ven-
dedores" se escreve:

a + b' = c' , d' , b

com: a
b

ter lucro alto
aumentar o número de vendedo-
res

c aumentar a produção
â gastar mais em propaganda.

Nesses exemplos, os valores possíveis para ca-
da variável são só dois; supusemos, por exem-
plo, que só é possível aumentar ou diminuir a
produção e, desse modo, "aumentar a produ-
ção" é a negação de "diminuir a produção", e
vice-versa.

Apresentamos, a seguir, uma tabela de "tra-
duções" de expressões da língua portuguesa,
nas expressões correspondentes, escritas na no-
tação vista anteriormente (z, y são proposi-
ções).

z e y
x com y X'yx mas y
x embora y

x ou y (inclusivo) x+y

não x x'

x sem y x' y'x com não y

nem x nem y x'· y'

não x mas y x'· y

não ambos x e y (z ' V)'não z e y simultaneamente

x ou y (exclusivo) x : y' + x', y
x diferente de y

x implica y
se x então y
ysex
y sob a condição que x x->y
y é condição necessária para x x'+y
x somente se y
y devido a x
x é condição suficiente para y
y quando x

x..é condição necessária e suficiente
para y x = y

x se e somente se y
x é equivalente a y

Nesta tabela há duas novidades que necessi-
tam de explicação:

I) x ou Y (exclusivo): em nossa linguagem
temos dois tipos de ou, o ou inclusivo (ou a,
ou b, ou ambos) e o ou exclusivo (ou a ou b,
mas não ambos). Numa frase, às vezes, é difí-
cil determinar qual dos ou's estamos usando;
outras vezes, a determinação é feita pelo senti-
do. Por exemplo, na frase "o professor entrou
na classe pela porta da direita ou pela porta
da esquerda", o ou é exclusivo, pois o profes-
sor pode ter entrado pela porta da direita ou
(exclusivamente) pela porta da esquerda. Pro-
va-se que "x ou (exclusivo) y" é equivalente
a "s: e não y, ou (inclusivo) não x e y" (ou
seja, x ' y' + x' , y).

lI) x implica y: identicamente, prova-se que
"x implica y" é equivalente a "não x ou y" (ou
seja x ~ y é equivalente a X' + y).

3. FUNÇõES BOOLEANAS

Antes de resolver o problema apresentado no
item 1, necessitamos de mais alguns conceitos.

Função booleana de N variáveis é uma corres-
pondência entre cada uma das 2N possíveis
combinações de valores 0,1 das variáveis a, b, c,
. . . n, com um só dos valores O ou 1. Essa cor-
respondência 'é apresentada por meio da "ta-
bela das combinações", vista adiante.

Para N = 3 variáveis uma possível função
de a, b, c é a função z, especificada pela tabela
seguinte (as combinações abc são dispostas em
ordem de 000 a 111).

Tabela de combinações

I a b c I z =f(a b c), ,

O O O O O
1 O O 1 1
2 O 1 O 1
3 O 1 1 O
4 1 O O O
5 1 O 1 O
6 1 1 O 1
7 1 1 1 1
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A seqüência 1 1 O O O 1 1 O (que é a coluna
da direita lida de baixo para cima), desde que
se especifique a ordem das variáveis, define
completamente a função z. Essa seqüência,
junto com N (número de variáveis), e as va-
riáveis abc, na ordem utilizada na tabela, re-
cebe o nome de transformada numérica 4 e foi
a c!;iação desse conceito 5 que possibilitou a de-
dução do algoritmo resto-quociente que vere-
mos adiante. Por simplicidade, toda vez que nos
quisermos referir àquela seqüência proveniente
da tabela da função z, notaremos "J,,". Portan-
to, no exemplo, J" = 1 1 O O O 1 1 O.

Equações booleanas



Um modo usual de representar uma função
booleana é a notação de Caldwell, que especi-
fica as posições dos 1's na seqüência Je-

No exemplo dado, temos l's nas posições 7,6,
2, 1. Na notação de Caldwell escreveríamos:

z = ~ (7,6,2, 1)

Observe-se que da notação de Caldwell pode-
mos facilmente determinar Jz e tendo-se Jz po-
demos determinar facilmente a notação de
Caldwell da função.

Outro modo usual de representar uma fun-
ção é a forma algébrica; nesse caso, a função
se escreve:

z = a' o b' o C + a' o b o c' + a o b o c' + a o b o c =
= b o c' + a . b + c.' o b' o C

A primeira expressão é obtida diretamente
da tabela, e a segunda é deduzida da primeira
por manuseio algébrico. 6

Dando a a, b, c os valores da tabela de com-
binações, linha por linha, e efetuando as ope-
rações de acordo com as tabelas de .+ . o , I ,

obtemos a coluna z.
Passar da notação algébrica de z para Jz

chama-se "transformar z", e passar de Jz para
a notação algébrica chama-se "antitransfor-
mar Jz" e há métodos próprios para as duas
operações.

4. RESOLUÇAODO PROBLEMA

Em primeiro lugar, vamos escrever o sistema de
equações que traduz o problema proposto e
transformá-lo numa só equação equivalente ao
sistema.
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Sejam as proposições:

A - gastar muito em propaganda
B - melhorar o tipo de produto
C - ter alto preço de venda a varejo
D -. pagar altas comissões de vendas
X - ter alto lucro
}- - ter alto volume de vendas.

O leitor poderá verificar, consultando o ítem
2, que as cinco afirmações .("verdades") do
problema se escrevem:

I) (B + A I + D + C) o Y' --+ X'

11) A o B'+A' o B-o (X o Y)'

111) X ~ Y - AC' + A' o B o C' o D'

IV) A o C' o D + B o C' o D' -~o Y

V) A o B o C' o Y - X
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Como sabemos, "x ~ y" (implicação) é equi-
valente a "x! + y". Como as afirmações do
problema são admitidas verdadeiras (base
do problema), escreveremos x! + y = 1. Apli-
cando essa igualdade às implicações cítadas,
por manuseio das expressões, vem:

I) Y + A o B' o C' o D' + X' = 1

11) A' o B' + A o B + X' + Y' = 1

111) X' o Y' + A o C' + A I o B o C' o D' = 1

IV) C + A' o D + B' o D' + Y = 1

V) A' + B' + C + Y' + X = 1

Se temos várias expressões iguais a 1, a ex-
pressão obtida pelo produto (operação-) de to-
das expressões entre si, igualado a 1, é equiva-
lente às expressões originais dadas.

Assim, chamando de P, Q, R, S, T às expres-
sões à esquerda nas igualdades I, II, m, IV,
V, respectivamente, obtemos:

poQoRoS·T=l

Efetuando o produto obtemos uma fun-
ção de X, Y, A, B, C. D que chamaremos de
w (X, Y, A, B, C, D).

Portanto: w'(X, Y, A, B, C, D) = P o Q o R o

S o T = 1
A função w é chamada função equivalente

ao sistema e pode ser expressa na notação de
Caldwell. Em geral, o produto pode ser mais
facilmente efetuado com auxílio da transfor-
mada numérica: (TN): obtém-se a TN de w, e
a partir da mesma obtém-se a notação de
Caldwell de w.

No exemplo dado, efetuando o produto obte-
mos, para a equação equivalente:

W (Xi Y, A, B, C, D) = ~ (61, 60, 40, 25, 24, 20, Ui,

14, 11, 10, 8, 7, 6, 5, 3, 2, 1, O)

Os detalhes dessa multiplicação serão omiti-
dos aqui, por não serem essenciais à continua-
ção do artigo.

Ainda, o problema pede (ver o item .1):

a) X em função de A, B, C, D

b) Y em função de A, B, C, D

c) X o Y em função de A, B, C, D

Em seguida veremos como se determinam
os itens a), b) e c).



5. ALGORITMO RQ

Apresentaremos o algoritmo à medida que o
aplicarmos na resolução do problema proposto.

No exemplo proposto, temos N = 6 variáveis
e desejamos duas dessas variáveis (X e Y) em
função das outras 4 (2 variáveis dependentes
e 4 independentes). Chamando de ; o número
de variâveis dependentes, vem:
I) Dividem-se os números da notação de Cald-
well de w por 2N-J = 26-2 = 16, obtendo-se quo-
cientes q e restos r:

q r

61 3 13
60 3 12
40 2 8-
25 1 9
24 1 8
20 1 4
15 O 15
14 O 14
11 O 11
10 O 10
8 O 8
7 O 7

O 6
5 O 5
3 O 3
2 O 2
1 O 1
O O O

Por exemplo, 61 -;- 16 = 3, com resto 13.

II) Ordenam-se os quocientes q de acordo com
os restos r correspondentes (r vai de O a 2N-J-1,
que é igual a 15).

r I quocientes

O O
1 O
2 O
3 O
4 1
5 O
6 O
7' O
8 0,1,2
9 1

10 O
11 O
12 3
13 3
14 O
15 O

lI!) Determinam-se todas as combinações de
q's, tomando um só q. para cada r; na ordem
r = 2N-J-l a r = O (são as várias seqüências de
números que se obtêm, lendo-se a coluna da di-
reita da tabela anterior de baixo para cima).

a) (O O 3 3 O ° 1 2 O O O 1 O O O O)

b) (O ° 3 3 O ° 1 1 O O O 1 O O O O)

c) (O O 3 3 O O 1 O O O O 1 O O O O)

IV) Cada solução para X, Y (variâveis depen-
dentes) é obtida construindo, para cada combi-
nação citada, uma matriz cujas colunas são os
números da combinação dada expressos em
base 2, de cima para baixo:

~ /XI_/001,10001000000001
Y 0011001000010000

~ /X/_/00II000000000000/
Y 0011001100010000

c) I X I _ 100 1 10 OOOOOO OOOOO I
Y 0011001000010000

Por exemplo, na solução do item a), o terceiro
número é 3, o qual em base 2 é 11.

Seja a primeira solução:

X- 0011000100000000

Y - 0011001000010000

Tais seqüências são o JX de X e o JY de Y (ver
•item 3). Antitransformando obtemos: 7

3;) X - A . B . C' + A . C' . D' (1)

Y - B . Cf . D' + A .. (" . D + A . B . C' (2)

Do mesmo modo obtemos para as outras so-
luções

b) X - A· B· Cf

Y - ACf + B . C' . D'

c) X - A . B· C'

Y - B . Cf . D + A . C' . D + A . B . C'

Como o problema pede também X· Y = f
(A, B, C, D), efetuando o produto obtemos:
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X·Y=A·B·Cf (4)

Neste exemplo, as três soluções a, b, c de X . Y
coincidem entre si.

6. INTERPRETAÇÃODOS RESULTADOS

Em cada solução encontrada, atribuindo às
variáveis independentes A, B, C, D valores de-
sejados e efetuando as operações +, . , f in-
dicadas, obtemos os correspondentes valores de
X e Y, variáveis dependentes. Por exemplo, na

Equações booleanas



solução a), do item 5 para A = 1, B = O,C =
= Oe D = 1 obtemos:

1·0·1 + 1·1·0x = 1·0·(0)' + 1·(0)' . (1)'
=0+0=0

Y = 0·(0)'·(1)' + 1·(0)'·1 + 1·0·(0)'
+1·1·1· +1·0·1=0+1+0= 1

0·1·0 +

Portanto, se fizermos

A 1, ou seja, gastarmos muito em propa-
ganda

B O, ou seja, não melhorarmos o tipo do
produto

C 0, ou seja, não termos alto preço de ven-
da a varejo

D 1, ou seja, pagarmos altas comissões de
vendas

então teremos:

X O,ou seja, não teremos alto lucro
Y 1, ou seja, teremos alto volume de ven-

das.

Do exame das expressões de X e Y podemos
deduzir os valores que devem_ser atribuídos a
A, B, C e D para acarretar X = 1, Y = 1, ou
X· Y = 1 (X=l e Y=l simultaneamente).
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Temos:
De -(1), X = A· B· C' + A· C'· D', vemos que

A=l, B=l e C=O (com D qualquer) acarretam
X=l, ou que A=l, C=O, D=O (com B qual-
quer), também acarretam X= L

Portanto "teremos alto lucro" se "gastarmos
muito em propaganda", "melhorarmos o tipo
do produto" e "não tivermos alto preço de
venda a varejo", ou se "gastarmos muito em
propaganda", "não tivermos alto preço de
venda a varejo" e "não pagarmos altas comis-
sões de vendas".

Desse modo vemos que cada termo de
X = A . B· C' + A· C'· D'nos·fornece uma al-
ternativa para obter' X=l, ou seja, para "ter
alto lucro".

Aplicando essas conclusões a (2), Y = B· C'.
D' + A· C'o D + A· B· C', concluímos que a
solução a) nos fornece três alternativas para
obter Y=l, ou seja, "termos alto volume de
vendas":

1~ alternativa: B = 1, C = Oe D = O (com
A qualquer)
2~ alternativa: A 1, C = Oe D 1 (com
B qualquer)
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3~ alternativa: A = 1, B= 1 e C = O (com
D qualquer).

Note-se que valores de A, B, C e D, que acar-
retam X=l na solução a) podem não acarretar
Y=l na mesma solução, e vice-versa.

Se desejarmos obter X . Y = 1 (X=l e Y=l
simultaneamente) , devemos examinar a ex-
pressão (4), X . Y:;=A·B· C', da qual se conclui
que: "teremos alto lucro" e "alto volume de
vendas" simultaneamente se "gastarmos muito
em propaganda", "melhorarmos o tipo do pro-
duto" e "não tivermos alto preço de venda a
varejo"; D pode ser qualquer, ou seja, podemos
pagar ou não altas comissões de vendas, que o
resultado será o mesmo.

A análise que fizemos para a solução a) pode
ser repetida para as outras soluções b) e c),
levando a outros valores de A, B, C e D que
acarretam X=l, Y=l ou X· Y=lo

Note-se que cada solução, a), b) ou c), deve
ser estudada isoladamente, como fizemos com
a solução a). Não é permitido, por exemplo,
utilizar a expressão (1) para obter X, junta-
mente com a expressão (3) para obter Y.

Por exemplo, A=l, C=O e D=O (com B
qualquer) acarretam X=l se usarmos a ex-
pressão (1). Esses mesmos valores acarretam
Y = 1, se utilizarmos a expressão (3), porém a
conclusão que A=l, C=O e D=O (com B
qualquer) acarretam X=l e Y=l é incorreta.

O algoritmo RQ aqui apresentado é facilmen-
te programável em computadores, permitindo
o manuseio de expressões com grande número
de variáveis. Esse algoritmo já foi implemen-
tado em computador, com sucesso, fornecendo
as soluções algébricas, a partir do sistema' ini-
cial fornecido também em forma algébrica. O
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