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RESUMO

O presente artigo apresenta uma seméntica baseada nas atitudes cognitivas de aceitagio e re-
jeigdo por uma sociedade de agentes para ldgicas inspiradas no First Degree Entailment (E)
de Dunn e Belnap. Diferente das situagbes epistémicas originalmente usadas em E, as ati-
tudes cognitivas nio coincidem com valores-de-verdade e parecem mais adequadas para as
l6gicas que pretendem considerar o contetido informacional de proposi¢oes “ditas verdadei-
ras” tanto quanto as proposi¢des “ditas falsas” como determinantes da nogio de validade das
inferéncias. Apds analisar algumas légicas associadas 4 semintica proposta, introduzimos a
légica EP cuja relagio de consequéncia semantica subjacente —o B-entailment— é capaz de
expressar diversos tipos de raciocinio em relagio as atitudes cognitivas de aceitagio e rejeigio.
Apresentamos também um cilculo de sequentes correto e completo para E”.

ABSTRACT

In the present work I introduce a semantics based on the cognitive attitudes of acceptation
and rejection entertained by a given society of agents for logics inspired on Dunn and Belnap’s
‘First Degree Entailment’ (E). Distinctly from the original epistemic situation of E, the cog-
nitive attitudes do not coincide with truth-values and it seems more suitable for logics that
intend to consider the informational content of propositions “said to be true” as well as pro-
positions “said to be false” as determinants of the notion of logical validity. After analyzing
some logics associated with the proposed semantics, we introduce the logic EB, whose un-
derlying semantic entailment relation —the B-entailment— is able to express several kinds of
reasoning towards the cognitive attitudes of acceptance and rejection. A correctand complete
sequent calculus for Ef isalso presented.
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1. A légica de Dunn-Belnap

Em meados da década de 1970, quando as pesquisas sobre inteligéncia
artificial se consolidaram, surge a demanda de que um computador, além de
ser capaz de responder questdes usando raciocinio dedutivo, lidasse com seus
dados mesmo que estes contivessem alguma inconsisténcia (explicita ou nio)
ou dados parciais.

A criagio de tal raciocinador artificial hipotético inspirou a légica First
Degree Entailment ou légica de Dunn-Belnap E [4, 2], uma ldgica relevante
na qual os cldssicos principio do terceiro excluido e principio da explosio nio
sao vélidos.

A légica E, como veremos a seguir, possui uma semantica com quatro
valores-de-verdade nio cléssicos que permitem, de certa forma, lidar com in-
consisténcias e parcialidades de contetidos informacionais. Contudo, a 16-
gica E possui uma relagio de consequéncia definida em termos da preser-
vagio do conjunto de valores-de-verdade que sio atribuidos aos enunciados
ditos serem verdadeiros. Esta limitagdo, prépria da estrutura da relagio de
consequéncia tarskiana, nio parece ser adequada para um raciocinio que pre-
tende lidar com enunciados ditos verdadeiros tio bem quanto os ditos falsos,
dado que nio hd complementaridade entre aquilo que ¢ dito ser verdadeiro
com aquilo que ¢ dito ser falso.

A légica de Dunn-Belnap ¢ dada pela estrutura:
E = (S,

onde S ¢ uma linguagem recursivamente formada por simbolos de férmulas
atdmicas, pelo conectivo undrio negagio (—) e pelos conectivos 16gicos bini-
rios disjungdo (V) e conjungio (M), e 4 ¢ umarelagio de consequéncia seman-
tica.

A légica E possui uma semantica com quatro valores estruturados em
um birreticulado conhecido como FOUR. Um reticulado é uma estrutura
(B, <) tal que os elementos do conjunto B sio ordenados pela relagio de
ordem parcial < e todo par z, y € B possui um supremo (L) e um infimo
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(1), definidos por
xMNy=ux sse z <y,

zUy =z sse y < x.

Um birreticulado ¢ uma estrutura algébrica B = (B, <;, <;, —), tal que
(B, <) e (B, <;) sio ambos reticulados, e a inversio —; é uma operagio
undria que satisfaz as cliusulas que seguem. Paratodo x, y € B,

ser <t y,entdo —y <t —¢,

sex <; y,entio —T <; —,

r = —¢—¢X.
A semintica da l6gica E ¢ dada pelo birreticulado
FOUR:<4; Sta Si? —t >7

onded4 = {f, L, T, t}. Representamos FOU R pelo diagrama de Hasse
na Figura 1 abaixo.

IA
_1

L

<
Figural: FOUR

Cada elemento de 4 corresponde a um elemento do conjunto poténcia
©({T, F'}) do conjunto dos valores-de-verdade cléssicos T"e F. Estes quatros
valores-de-verdade foram denominados por Belnap como “situagdes episté-
micas” nas quais o conteddo informacional de uma dada proposigio ¢ ¢ re-
presentado pelo valor dado pela Tabela 1.
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f :={F} se  dito ser somente falso;
1:=0 se o nem dito ser verdadeiro e nem dito ser falso;
T:={F,T} se ditoser verdadeiro e dito ser falso ;

t :={T} se o dito ser somente verdadeiro.

Tabela 1: Valores-de-verdade em termos de situagoes epistémicas.

Note quealeitura dos valores-de-verdade dada pela Tabela[f]resulta em si-
tuagdes nas quais um dado enunciado é considerado como “nem dito ser ver-
dadeiro e nem dito ser falso”, ou ainda, “dito ser verdadeiro e dito ser falso”.
Devemos chamar atengio também para o fato de que os valores f'e t nio sio
os valores cldssicos T' e F'.

A ordem <;de FOUR ¢, assim, conhecida como “ordem légica” porque
os elementos de 4 sio ordenados do “dito ser mais falso” para o “dito ser
mais verdadeiro”. A “ordem da informagio” <;, por sua vez, ¢ geralmente
entendida como a ordem que parte da “falta de informagio” para o “excesso
de informagio™.

Formalmente,

:ngtyssext Qyteyfgxf,

para cada z,y € 4, dado a* = {T'} N a (a parte verdadeira de a) e af =
{F} Na(aparte falsade a); e

r<;yssex C y.

Uma valoragio v* baseada em FOU R é um homomorfismo da lingua-
gem S para os valores-de-verdade estruturados 4, v%: S — 4. A semantica
SEME de E ¢ formada por todas as valoragoes baseadas em F'OU R. Usa-

remos a seguinte abreviatura para a valoragio de um conjunto de férmulas

Esta ordem frequentemente aparece na literatura com o nome de “ordem do conheci-
» 4

mento”, contudo, concordamos com (|6, p. 3] de que o termo “informagio” é mais apropri-
ado por ser mais neutro em relagio aos conceitos de crenga e de verdade.
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I'eS,vHT) = {v*(y):yeT}.
O simbolo = representa a relagio de consequéncia semantica de E, de-

finida como F* C p(S) x S, tal que, paratodoar € SetodoI' C 5,
T E* a sseparatodav? € SEME, npo*(T) <4 vt (a),

onde M;v4(T") é o infimo do conjunto de valores-de-verdades atribuidos as
férmulas de I' em relagdo a ordem <;. Podemos entender a defini¢io de va-
lidade de E* como: a inferéncia I’ E* «v é vilida se, e somente se, a é dito ser
tdo ou mais verdadeiro do que todos os enunciados de I'.

Uma maneira equivalente? de se definir F* é a partir da matriz 14gica
M = (4, F,O), onde 4 ¢ o conjunto de valores definido anteriormente,
F ¢ o conjunto de valores designados corresponde ao bifiltro (primo)* de
FOUR, asaber F = {T,t}, e o conjunto O = {My, L, —¢} contém as
operagdes de F'OU R inversio, infimo e supremo da ordem <, que corres-
pondem as fungdes de verdade de cada conectivo da linguagem S, definidas
abaixo:

vi(=a) = —i ()

1)4(04 AB) = v4(a) My U4(/3)
via Vv B) = vi(a) L vt(B)

A relagio de consequéncia E4 associada a 90t é tal que paratodoo € Se
todoI" C S,

I E* o sse ndo existe v* € SEM™ tal que v*(T) € Fevt(a) €4 — F.

’A equivaléncia entre estas defini¢ées de relagio de consequéncia para E é demonstrada
em [1], Proposi¢io 4.14.
0 bifiltro de FOUR ¢ o subconjunto § C 4, tal que para cada z, y € 4,
iy €EFssexr € Fey € F, e
xMiyeTsser €EFey € 5.
O bifiltro § de FOUR é dito primo se
rliy €Fssexr € Fouy € §, e
rU;y € Fssex € Fouy € 5.
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Como toda relagio de consequéncia tarskiana, 4 respeita as proprieda-
des de Reflexividade, Monotonicidade e Transitividade. Sejam v, 8 € Se
A, T CS,

Reflexividade
- AUu{a} Fta
Monotonicidade
* SeAF*aentio AUT F o
Transitividade
+ Se AF* ave,paratodo B € A, T E* Bentio T F*

Observe que, na relagio de consequéncia F* associada a 90, apenas os
valores que possuem 7', ou seja, os valores que possuem “a verdade”, sio pre-
servados das premissas para a conclusio. Isto evidencia também o fato de que
apenas a ordem ldgica <; determina a relagio de consequéncia de E.

Sustento contudo que uma légica que pretende lidar com o contetdo
informacional dos enunciados, mesmo havendo inconsisténcia ou parciali-
dade, nio deveria eleger somente os enunciados “ditos serem verdadeiros”
em detrimento dos enunciados “ditos serem falsos” como determinantes da
nogio de validade das inferéncias. A semintica de E ¢ definida de tal forma
que os enunciados “ditos serem falsos” nio sio o complemento dos enunci-
ados “ditos serem verdadeiros”, e ambos sio igualmente importantes para o
raciocinio proposto pela légica E. Desta maneira, a nogio de validade de E
deveria também levar em consideragio aquilo que ¢ “dito ser falso”.

Proponho, assim, uma leitura alternativa baseada em
FOU R, em que as definigdes pautadas nos valores-de-verdade déem lugar as
atitudes cognitivas de aceitagio e rejei¢io de um dado contetdo informacio-
nal por uma sociedade de agentes. Isto significa eleger as atitudes cognitivas de
aceitagio e rejei¢do como objetos primitivos da seméntica em detrimento dos
valores-de-verdade. A seguir, apresento algumas 16gicas inspiradas na lgica
de Dunn-Belnap que propoem expressar as diferentes formas de raciocinio
envolvendo o contetido informacional proposicional.
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2. Atitudes cognitivas

Vimos na se¢do anterior que a semintica da légica de Dunn-Belnap E
identifica cada valor-de-verdade com uma situagio epistémica (cf. Tabela 1).
Tal identificagio gera leituras de enunciados que nem sio ditos serem verda-
deiros e nem sio ditos serem falsos e enunciados que sio, a0 mesmo tempo,
ditos serem verdadeiros e serem falsos, apesar da nogdo de validade ser defi-
nida em termos da preservagio daquilo que ¢ apenas dito ser verdadeiro.

Como umaalternativa, propomos uma seméntica formada por umasocie-
dade de agentes que, ao invés de diretamente atribuir valores-de-verdade aos
enunciados, apresentam atitudes cognitivas em relagio ao contetido informa-
cional dos enunciados consultados: as atitudes de aceitagio e rejeigio.

Em E, a atitude cognitiva de um agente pode ser “aceitar” (Y), “nao-
aceitar” (A), “rejeitar” (N) ou “nao-rejeitar” (W) o contetido informacional de
um determinado enunciado ¢. No caso da légica E, as atitudes dos agentes
sdo de aceitar e rejeitar, mas em outros casos, as atitudes poderiam ser votar
contra, dizer que é bom, gostar, etc.

Seja S alinguagem daldgica E e COG o conjunto de atitudes cognitivas,
COG = {Y, A,N, N}, um agente s é um homomorfismo da linguagem .S
em C'OG. Embora os valores-de-verdade deixam de ser objetos primitivos da
semintica, eles podem ser definidos a partir da nogio de atitudes cognitivas.
Apresentamos abaixo a defini¢io candnica dos valores-de-verdade a partir das
atitudes cognitivas. Dado um agente s, C € COG ey € S, “Us:p” lé-
se como “O agente s apresenta a atitude cognitiva C' em relagio a ¢”. Ao
consultar um agente s € SOC sobre o contetido informacional de ¢ € S,
o valor-de-verdade atribuido a ¢ serd:

Podemos também recuperar as atitudes cognitivas a partir dos valores-
de-verdade estruturados de 4 tal como mostra a Tabela 3, onde s € SOC e
pes:
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f:se As:peNs:p
L:ise As:pells:p
T:s5eYs:peNs:p
t:seYs:ipels:p

Tabela 2: Valores-de-verdade em termos de atitudes cognitivas.

Ys:p sse T € s(p) sse s(p) € {T,t}

As:p sse T & s(p

sse s(p

(%)

) sse s
Ns:p sse F € s(y)
()

Ns:p sse F ¢ s(p) sse s(p) € {L,t}

Tabela 3: Atitudes cognitivas em termos de valores-de-verdade

A um contetdo informacional aceito por um agente pode ser atribuido
um valor-de-verdade estruturado que contém 7" e a um conteddo informa-
cional rejeitado algum valor-de-verdade estruturado que contém F'. A um
contetido informacional nio-aceito serd atribuido um valor-de-verdade es-
truturado que nio contém 7" e a um contetdo informacional nio-rejeitado
um valor-de-verdade estruturado que nio contém F'. Note que, em termos
de valores-de-verdade, a semintica cujo objeto primitivo sio atitudes cogni-
tivas ¢ em principio nio-deterministica, ou seja, pode ser atribuido mais de
um valor-de-verdade a um enunciado.

Dada a atitude cognitiva que um dado agente s apresenta em relagio a
um dtomo proposicional da légica E, os enunciados compostos sio interpre-
tados pelas seguintes clausulas recursivas. Seja , 9 € S,

2.1 Ys:—p, seNs:p
2.2 Ns:=p, se Ys:p

2.3 As:—p, seWs:p
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2.4 Ns:—p, se As:p

25 Ys:ip A, seYsipeYs:p
2.6 Ns:p A1, se Ns:pouNs:p
2.7 As:p A, se As:p ou As:p
2.8 Ns:p A1), se Ns:pells:p
29 Ys:p V), seYs:pouYs:p
2.10 Ns:p V), se Ns:pe Ns:p
211 As:p V1, se Asipe As:p
212 Us:p V1, se Us:p ouUs:p

Note que a defini¢io da atitude cognitiva de aceitagio Y em termos de
valores-de-verdade coincide com o bifiltro F de FOU R (cf. Figura 1). Te-
mos, desta forma, que MM = (4,Y,O). Logo, apenas a atitude cognitiva
Y e seu complemento 4 — Y = A definem a nogio de validade de E. Seja
Cs:® = {Cs:p|paratodop € ®},onde C € COGed® C S. A soci-
edade de agentes SOC de E ¢ o conjunto de agentes baseados em 9)1. Para
todoao € SetodoI’ C S:

' E* v sse nio existe s € SOC tal que Ys:I"e As:a.

Dadaarelagio 4 dizemos que o é consequéncia de I' se nenhum agente
da sociedade consultada aceita todas as premissas e nio-aceita a conclusio.

Considerando também a atitude cognitiva de rejei¢io, notamos que N
em termos de valores-de-verdade ¢ o bifiltro (primo) do birreticulado
FOU R™, formado pela ordem informacional <; e ainversa da ordem légica
<; (cf. Figura 2).

A partir de FOU R~ podemos definir alégica E~ = (S, F4~), em que
anogio de validade ¢ definida com base nas atitudes cognitivas de rejei¢io N
e, seu complemento, nio-rejei¢io Ul. A sociedade de agentes SOC™ de E™
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IA
_|

Figura2: FOUR™

¢ o conjunto de agentes baseados na matriz M~ = (4, N, O). Para todo
a€ SetodoI' C S,

' E*™ asse ndo existe s € SOC™ tal que Ws:I"e Ns:ov.

Dada a relagio 4=, dizemos que o é consequéncia de I se no existe um
agente da sociedade consultada que nio-rejeita todas as premissas e rejeita a
conclusio.

Como forma de efetivar que o contetdo informacional rejeitado tenha
a mesma importincia que o contetdo informacional aceito em uma légica
baseadaem FFOU R, adotaremos uma matriz semantica alternativa criada em
[8] e generalizadaem [10]. A chamada matriz simétrica possui dois conjuntos
de valores-de-verdade designados, que correspondem as atitudes cognitivas
de aceitagio e de rejeigio.

Seja a matriz simétrica

M = (4, Y, N, O),

talque, 4 = {f, L, T,t}, Y ={T,t}, N={f, T}e O = {M, U, —¢}.
A aceitagdo earejeigio do contetido informacional por um determinado agen-
te ¢é representado em 9™ respectivamente por Y e N. Noteque T € YN N
e L € 4 —Y UN (cf. Figura 3), logo, é possivel que o conteudo infor-
macional de um enunciado possa ser simultaneamente aceito e rejeitado ou
simultaneamente nem aceito e nem rejeitado por um agente.
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Figura 3: Matriz Simétrica M.

Comparada as matrizes 91 e M, a matriz 9™ pode ser associada a no-
vas definigdes de relagdes de consequéncia seméntica, e consequentemente,
a diferentes l6gicas multivalentes relacionadas a FFOU R, algumas das quais
sdo apresentadas na préxima segio.

3. Como um computador poderia pensar

Dada a matriz " = (4, Y, N, O), definimos uma légica que possui
duas relagoes de consequéncia tarskianas. Tal 16gica segue a proposta de [9,
10] chamada ldgica tarskiana k-dimensional. Uma l6gica tarskiana k-dimen-
sional possui & relagdes de consequéncia tarskianas independentes, onde k€N
e k>1. Umarelagio de consequéncia ¢ dita independente das demais quando
ela ndo pode ser definida a partir de outra relagio de consequéncia presente
na légica k-dimensional.

Neste sentido, definimos a 16gica 2-dimensional E2P associada a 9t*
como:

E2P = (S, KL ET,

onde S ¢éamesmalinguagem de E, SOC™ é asociedade de agente baseado em
M* e as relagdes de consequéncia sio definidas como F! = 4 e/ = E4—,

A légica E2P contém uma relagio de consequéncia tarskiana que lida
com o conteddo informacional aceito (ou nio) e outra que lida com o con-
teudo informacional rejeitado (ou nio). Esta légica parece estar um passo
mais préxima de nosso objetivo, mas nio ¢ claro como ela relaciona a aceita-
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¢do e a rejeigdo dos enunciados.

As relagoes de consequéncia tarskianas, contudo, nio sio as Unicas de-
fini¢des de relagio de consequéncia que podem ser associadas a matriz 9T*.
Shramko e Wansing [9, 10] notam ainda a possibilidade de definir outras re-
lagdes de consequéncia para légicas associadas a matrizes com mais de um
conjunto de valores designados, como ¢ o caso da matriz simétrica:

Aparentemente, a mera multiplicagio de valores semanticos [estruturados]
nio apenas abre espago para a definigio de vérias relagbes de consequéncia,
como também permite a defini¢io de relacbes seménticas que diferem em
importantes aspectos da nog¢io familiar de consequéncia semantica (cf. [10,
p- 208], tradugio livre).

Uma das defini¢des de relagio de consequéncia semintica que pode ser
associada a IN* ¢ o g-entailment —q de quase—, proposto por Malinowski
juntamente com a g-matriz [8]. O raciocinio dado pelo g-entailment esta
relacionado com o raciocinio por hipéteses, amplamente adotado nas cién-
cias empiricas. Um inferéncia do q-entailment é vélida quando se todas as
premissas forem ndo-rejeitadas, a conclusio é aceita, e, caso a conclusio seja
nio-aceita, alguma das premissas deve ser rejeitada. Para todo todoI' C S'e
acs,

I' E? o sse ndo existe um agente s € SOC™ tal que Us:I" e As:a.

Dentre as propriedades da nogao tarskiana de relago de consequéncia, a
Reflexividade nio ¢ garantida pelo g-entailment, pois uma informagio pode
ser nio-aceita e nio-rejeitada pelos agentes de uma dada sociedade.

O g-entailment associada a 9" também nio respeita a propriedade de
Transitividade*. Com efeito, suponha que exista um agente s da sociedade,
tal que Vs:I', Ns:A e As:a. Temos que I' F? §, paratodod € Ae A F4

a. Como existe um agente s que nio-rejeita o conteddo informacional das

4 Originalmente o g-entailment é uma relagio transitiva, mas nio reflexiva, pois é baseado
em uma matriz semantica onde o conjunto de valores aceitos e o conjunto de valores rejeitados

sio disjuntos (Y NN = ).
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proposigoes de I' e ndo-aceita o contetido informacional de «v, por definigio,
temos que I' 77 o

Outra relagio de consequéncia nio-tarskiana possivel de ser definida com
base em IN* ¢ o p-entailment —p de plaunsible— ct. [7]. O raciocinio ex-
presso pelo p-entailment permite que haja um decréscimo de certeza a partir
das premissas para a conclusio. Uma inferéncia na forma de um p-entailment
¢ vilida quando, sendo as premissas aceitas, a conclusio nio ¢ rejeitada. Para

todoI’ C Setodoa € S,
I' EP a sse ndo existe um agente s € SOC™, tal que Ys:I'" e Ns:a.

O p-entailment associada a 9™ nio respeita as propriedades de Reflexivi-
dade e Transitividade. A Reflexividade falha considerando uma situag¢io em
que a ¢ aceito e rejeitado por um agente de uma dada sociedade’.

Assuma que I' FP § paratodo 0 € A e assuma também que A FP .
Suponha que exista um agente s € SOC™ tal que Ys:I', As:A e Ns:a.
Entio, I /7P «, pois s aceita o contetdo informacional das proposi¢oes de I'
e rejeita o conteddo informacional das proposigoes de a.

Considerando as relagdes de consequéncia semintica g- e p-entailment,
definimos a 14gica E* baseada em 901* com quatro relagées de consequéncia
semintica, de acordo com [9, 10]:

E! = (S, E E 9 EP),

De acordo com Shramko e Wansing ([9], p. 140) estas quatro relagdes
de consequéncia podem ser representadas em um birreticulado tais como os
valores-de-verdade de 4. Esta estrutura de relages de consequéncia semén-
tica levam os autores a supor, sem entrar em muitos detalhes, que cada uma
das relagio de consequéncia parecem representar um valor-de-verdade de 4.
Tal ideia, contudo, ¢ problematizada pelos préprios autores, uma vez que as
quatro relagdes de consequéncia no sio independentes e podem ser reduzi-

SOriginalmente o p-entailment é reflexivo, mas nio transitivo, pois é baseado em um ma-
triz semantica cujos valores-de-verdade pertencem ao conjuntos de valores aceitos ou ao con-
junto de valores rejeitados (Y UN = V).
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das a apenas duas, de acordo com o seguinte resultado:

Proposicao 3.1([9], pp. 137-8). Dada a matriz simétrica IN*, se introduzir-
mos em sua estrutura as quatro relagoes de consequéncia seméntica definidas
anteriormente, temos que, Et = B ¢ B9 = EP. E ainda, E (on Ef )£ EP
(on F1)

Demonstragio. O resultado F! = =/ ¢ demonstrado em [5, Proposigio 4].
Em termos de uma sociedade de agentes, ¢ definido para cada agente s um
agente s* tal que Vs™:psse Ys:0; Y 5™ 1o sse Us:p; As™:psse Ns:p; e Ns™
sse As:p. Assuma que I' F! 1) e considere um agente s tal que N's:1). Entio,
As*:1). Desta maneira, para todo v € I' As™:y obtemos As*:I, e assim,
Ns:T, desta forma, I E/ . A demonstragio da reciproca é similar.

O resultado F? = FP demonstrado em [9, Proposi¢io 1] se verifica da
seguinte maneira:

FPCF4. Suponha que A 79 «v. Por defini¢io, existe um agente s tal que
As:A e s:a. Queremos mostrar que A P a, isto €, que existe um agente
' tal que Ys':A e Ns":cv. Tome s’ = s*. Note que Ys*:A e Ns*:a.. Logo,
AP q.

FICEP. Suponha que A 7P «. Por definigio, existe um agente s tal que
Ys:A e Ns:a. Queremos mostrar que A 77 a, isto ¢, que existe um agente
¢, tal que As’:A e Us":cv. Tome s’ = s*. Note que s*: A e As*:cv. Logo,
AR o

A definigio de F (ou, igualmente de FP) nio coincide com F* (ou, igual-
mente, com F/) quando estas estio associadas a 90*, pois a primeira nio ¢é
tarskiana, pois nio ¢ reflexiva nem transitiva e a Gltima ¢é. O

Uma légica que pretende lidar com o contetido informacional, mesmo
havendo inconsisténcia ou parcialidade, nio deveria eleger somente os enun-
ciados “ditos serem verdadeiros” em detrimento dos enunciados “ditos serem
falsos” como determinantes da nogido de validade de uma inferéncia. Além
do raciocinio que se baseia na aceitagio, diferentes tipos de raciocinio podem
emergir a partir de enunciados aceitos e rejeitados, como o raciocinio por hi-
poteses expresso pelo g-entailment, o raciocinio pragmatico do p-entailment
e o raciocinio baseado na preservagio daquilo que nio ¢é rejeitado.
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O primeiro passo dado para definir uma légica que lida com contetidos
informacional foi mudar algumas defini¢es na nogio de consequéncia. Ao
invés de situagdes epistémicas, que coincidem com valores-de-verdade, como
objetos primitivos que definem as inferéncias, damos lugar as atitudes cogni-
tivas de aceitagio e rejei¢io de um dado contetido informacional por agentes.
Seguindo este caminho, adotamos a matriz simétrica que possibilita novas ex-
pressoes do raciocinio légico, incluindo aqueles que dio origem a nogdes de
consequéncia nio-tarskianas.

A matriz 9" permite a defini¢io de relagdes de consequéncia seméin-
tica ndo sé em termos da preservagio da aceitagio ou rejei¢io do contetdo
informacional dos enunciados —caracteristica das relagoes de consequéncia
tarskianas—, mas também em termos da interagio entre as atitudes cogniti-
vas de aceitagio e rejei¢io do contetido informacional dos enunciados.

Apresentamos, a seguir, uma légica cuja relagio de consequéncia semén-
tica associada, o B-entailment, consegue efetivamente expressar os diversos
tipos de raciocinio envolvendo contetidos informacionais aceitos e rejeitados.
Esta relagio de consequéncia generaliza em uma tinica estrutura as relagoes de
consequéncia F¢, F g, By e Fp.

4. A légica EB

Dada a semintica baseada em uma sociedade de agentes que possuem
atitudes cognitivas de aceitagio ou rejei¢io de um dado contetido informaci-
onal dos enunciados consultados, adotaremos uma relagio de consequéncia
semAntica, chamada B-entailment, para definir a légica EB. A defini¢io de
B-entailment ¢ capaz de cobrir todos aspectos relativos a aceitagio e rejei¢do,
incluindo, em particular, os raciocinios expressos pelas quatro nogoes de con-
sequéncia j4 definidas anteriormente de forma a nio confundir F* com 7 ¢
F7 com FP. Chamamos a 16gica associada a um B-entailment de B-l4gica.

Seja EP a B-logica

E” = (S, - | -)

- C p(S)* um B-entailment tal

tal que S ¢ a mesma linguagem de E e -
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que, dado um conjunto de agentes SOC™ baseado na matriz 9*, para todo
A, U CS,

U A
? | g sse ndo existe s € SOC™ talque Ys:I'e As:AeNs: P e Vs: 0.

isto é, uma inferéncia %’% de EB ¢ vilida se, nio existe um agente s €
SOC™ tal que s aceita todas as sentengas de I', nio-aceita todas as senten-
cas de A, rejeita todas as sentengas de @ e nio-rejeita todas as sentengas de

v,

Uma inferéncia na forma do B-entailment ¢é invélida quando,

U A
?*E sseexiste s € SOC™ talque Ys:I'e As:AeNs:P e s:W.

O B-entailment é capaz de expressar diferentes tipos de raciocinio em re-
lagdo a aceitagido e A rejeigio tais como os dados pelas relagdes de consequéncia
Ft, Ft, Fq e Fp, como mostra a Tabela 4 a seguir. SejaI', ¥ C Sep,d € 5,

'Y § sse nioexiste um agente s tal que Yg:I'e Ag:d sse T | g
“|

U Ef o sse ndo existe um agente s tal que U5:W e Ny sse

> 6

W E9§ sse nido existe um agente s tal que Ug:We Ag:d sse ¥ ’ 2
I' BP ¢ sse nido existe um agente s tal que Yg:I"e Ng:¢p sse = | S

Tabela 4: Alguns tipos de raciocinio expressaveis com o uso do B-entailment.

Embora o B-entailment © nio seja uma relagio de consequéncia tarski-
ana, suas duas dimensdes nos permitem observar propriedades relacionadas
a Reflexividade, Monotonicidade e Transitividade.

°[3] define uma relagio de consequéncia similar ao B-entailment denominada biconse-
quence.
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Proposicio 4.1. Para todo o € S e T, A, ¥, TV A" &' W C S, 0
B-entailment respeita as seguintes propriedades:

B-reflexividades

12

(t)

|
|

e 2l

ol

B-monotonicidade

RN

A jo —— | 2=
Se F‘ o A0 T | G

B-transitividades

(t) Se %|%e%|%,mtﬁo%|%
v -
(f) Se %|%e%|q}%a,mmo%|%

Demonstragdo. B-reflexividade (t). Suponha que E*Q. Entio existeum s €
SOC™ tal que Ys:a e As:a. Isto significaque s(a) € YN A = (), 0 que é
um absurdo.

B-reflexividade (f). Suponha que g>|<Z. Entdo existe um s € SOC*
tal que Us:a e Ns:a. Isto significa que s(or) € MN'N = (), o que é um
absurdo. - B

B-monotonicidade. Suponha, por contraposi¢io, que T I\E/"* - ?),/ .
Entio, existe um s € SOC* tal que Ys:I", Ys:I', As: A/, As: A” Ns: ol
Ns:®” Ns: U els:¥". Note que s étal que Ys:I, As: A/, Ns: @' e Us: 0.

/
Logo, v A, .

B-transitividade (). Seja i’% %‘AT Entio, nio existe um agente
s € SOC™ tal que Ys:I', Ys:a, As:A, Ns:®, Ws:W. Também nio existe
um agente s € SOC™ tal que Ys:I', As:A, As:a, Ns:®, Ns:W. Logo,
temos que nio hd s € SOC*, tal que Ys:I', As:A, Ns:®, Us: ¥, e desta
maneira % | 2

e
B-transitividade ( f). A demonstragio é semelhante a da B-transitividade

(t). O
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Os dois aspectos da Reflexividade validos em E® correspondem is for-
mas de raciocinio das relagées de consequéncia tarskiana F! e F/. Por outro
lado h4 outras formas nao validas do B-entailment que expressam outros as-

pectos da Reflexividade como = ‘ —e< ‘ o

Proposicio 4.2. I —f=
2 g*g

Demonstragdo. 1 Suponha que s(a) = T. Entdo, existe s € SOC™ tal que
As:ae Ws:o. Logo, Z*E'

2. Suponha, agora que s(a) = L. Entdo, existe s € SOC* tal que
Ys:aeNs:a. Logo, 24&. O

Os aspectos da Reflexividade nio vélidos coincidem com as formas do
F?e do FP em que a Reflexividade também nio ¢é valida quando associadas a
matriz BE. Além disso, quando = | =¢ valido, a semintica “perde” o valor-
de-verdade T e quando ¢ |2 évilido, a semantica “perde” o valor-de-verdade
1.

Vejamos agora alguns exemplos de inferéncias validas e invalidas de E
comparando-os com EB.

Introducio da Conjuncio: o, 3 F* a A j

Neste caso, hd oito maneiras de expressar a introdugio da conjungio
a/\ [e
’ BB |

usando o B-entailment, mas somente o7 Y sio vali-
b
das. Estas inferéncias expressam, respectivamente, raciocinios das rela-

¢Ges de consequéncia padrio ! e F/ (cf. Tabela 4).

Nio sio validas em EZ, por exemplo, as seguintes formas:
@b | 9B Considere um agente s’ € SOC* tal que As":a, Us":cx e
Ns':B (isto é, s'(a) = T es'(B) € {T,t}). Ainferéncia é invilida
pois Ns":ace s":5 e As’:a A B (pela cldusula recursiva 2.7).

A .
g 218 Considere um agente s € SOC* tal que As":av e Us":x

B
(isto é, s"(a) = L) e Ys":[ (isto é s” () € {T,t}). Ainferéncia é
invalida pois Ys”: 8, s":ave As”:av A B (pela cldusula 2.7).
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By
Contramodelos para T*T\ﬁ o =>|<m >{< podem ser

definidos de forma similar.

Principio de explosdo: o A —~a 74 f3

O principio de explosio ¢ invélido em qualquer forma do B-entailment:

B ar-a an-af
e a>{<=, *E’ ¥ e e a*ﬁ' Mostraremos um contramo-

delo para ——| E Considere um agente s, tal que Y's:a, Ns:a (isto
é,s(a) = T)e As:f. Pelacldusula 2.1, Ys:ave Ys:ma e pela cldusula
2.5, Ys:a A —o. Assim, existe um agente s, tal que, Ys:a A nave
As:f3. Logo, ﬁ*g. Note que o principio de explosio ser invalido
tem a ver com o fato de E? ser uma l6gica relevante.

Principio do terceiro excluido: 3 #* —a Vv a
O principio do terceiro excluido também ¢ sempre invilido na forma
. . —aVa B Bl-aVa _
do B-entailment: 5* s ==, =k e B*—'aVa‘ Mostrare-

mos um contramodelo para £ | 2222 Considere um agente s, tal que
As:a e Ws:a (ouseja, s(a) = L). Pela cliusula 2.3, As:ace As:—a,
e pela cldusula 2.6 As:—a V . Assim, existe um agente s, tal que,

Ns:B e As:ma V a. Logo, E){(LVO‘. Note que o principio do ter-
ceiro excluido ser invilido tem a ver com o fato de EP ser uma légica
relevante.
A seguir propomos um cilculo de sequentes e demonstraremos os resul-
tados de caracterizagio de EZ,

Calculo de sequentes para EZ

Denominamos B-sequentes as expressoes da forma = ‘ S em que -|- é
um simbolo de sequente com quatro posi¢oes e I', ¥, A, @ C & sio con-
juntos finitos de férmulas da linguagem. Seja A = {Aq,..., A\, },n € Ne
V C's:A aabreviatura para “o agente s apresenta a atitude cognitiva C' em re-
lagioa A\j ou...oua\,”. Paratodo s € SOC*, osignificado do B-sequente
% ’ % ¢ dado por:

\/YS:F ou \/AS:A ou \/NSZ(I) ou \/l/ls:\I/.
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Para toda férmula atdmica o € S e quaisquer conjuntos finitos de for-
mulas T, A, @, U, IV, A/, &' ¥’ C S, o sistema de B-sequentes para EB
possui as seguintes regras:

Regras Estruturais:

B-sequentes iniciais

e g i
=l 3
B-enfraquecimento
E|é
rld 1
v ‘1/|AA wea
I'T | 3,3
B-cortes
T A T|Aa UIA T A
a,l"’@ F’cb F|<I> F|<1>,a ¢
VA cute VA curf
T‘6 T|5
Regras Lagicas:
Conjungio
%’@A %|<I>AB E’A’a E‘A’B
o ; r'» Tl
E’ X :>f‘/\ 2|A,o¢/\ﬂ =t A
T ®,ang Tl a
a’ﬂ’qj\é \gr‘%
I a,B,
arBY | A N=f U A A=t
T |<I> a/\B,F|<I>

Manuscrito — Rev. Int. Fil., Campinas, v.40, n.2, pp.99-126, abr.-jun. 2017.



Revisitando a Ldgica de Dunn-Belnap 119

Disjungio
\IJF’% B\III"% O"\Il|é B’\P’é
a, : rle 113
VA V= BRI £
avB L@ r |3
2|A,a, %|<I>A6
I ] a
=V By
U AavB ¢ T _A f
T~ o T!3,avp
Negagio
2|A,a E| A
r's roa
—a. ¥ A f v A t
r 12 a1 ®
a,\Il’é v ‘é
rle . - al'le :>fﬁ
YA o E’
T~ T

Tomemos dois exemplos de derivagdes usando o sistema de B-sequentes

B —an=8  (anB)Vy )
deEY, —ovg| e | @mRE
B

—-— weak

—‘a/\ﬁﬂ

=(aVB) |
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¢ z'nf Q‘B an
6‘ weak a’/g’ weak
) B )
and|_ N=f 7| f ang| N=f -
Y \Vi B Y V =
(anp) vw‘ (a/\ﬂ)vv}
wan - FY (@nB)V Y
| aVvy ! |m
(aAB)W‘ A
(aVy)N(BVY)

*

Escrevemos % | % , para denotar que o B-sequente % | % tem uma deri-
vagio usando as regras apresentadas.

Teorema 4.1 (Corregio). Todo B-sequente derivdvel é valido em EP.
Demonstragdo. Indugio no nimero de regras de B-sequentes aplicadas.

— ing ing
ou ¢ | = .

Caso Base: O B-sequente é da forma —| 2

Porum lado, - ‘ & significa que ndo existe um agente s € SOC tal que Ys:av
e As:a. Logo, - | & ¢vilido. Por outro lado, & | - significa que nio existe um
agente s € SOC tal que Vs:av e Ns:av. Logo, g‘a é valido.

Hipétese Indutiva: Para todo B-sequente ‘% cuja derivagio tenha
| g ¢ vilido.
Passo indutivo: Suponha um B-sequente derivado por £ + 1 aplicagoes

de regras.

até k aplicacoes de regras, temos que -
plicag g que

*
WU AN weak .
T ’ q) q), . Por hipétese

indutiva T ’ 3 € vélido e, por B- monoton1c1dade, T | XY A ¢ valido.
! //

e
e

Caso [weak]. O B-sequente ¢ da forma

* *
v | A 2| A
alld Tl o
g a G
Caso [cutt]. O B-sequente é da forma == . Por hipétese
q rlo p
indutiva \I’F |% %| A(D sdo vélidos, e por B-transitividade(t), temos que
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% | % vélido. O caso [cutg] é similar.

% &

)
p A,aNB =t /\
Caso[:>t ] O B- sequente é da forma %| - . Dadaa

q, sio validos, o que significa que

nio existe um agente s tal que As:ave As: 5 desta forma, pela cliusula recur-

siva 2.7, ndo existe um agente s tal que As: a A B. Logo, 1 Z = a/\'@ ¢ valido.
2| A 3
'l d,a,
C VIO B daforma U2 © . Dadaahipéesei
aso[=¢ V] —sequentee aforma T’W . Dada a hipétese in-

dutiva temos que = Ls25 5.ap ¢ vilido, o que significa que ndo existe um agente
s tal que Ns:avou Ns: 5 desta forma, pela cliusula recursiva 2.10, nio existe
um agente s tal que Ns:a V 3. Logo, % | ﬁ\/ﬂ ¢ valido.
*
v | A
I'id,a

Caso[—~ =t] O B-sequente ¢ da forma %|%

- :>t
. Dada a hipétese
. . | A 4o .. .
indutiva temos que | 3¢ valido. Isto significa que ndo existe um agente
s tal que Ns:a, desta forma, pela cldusula recursiva 2.1, nio existe um agente
. U A 41

s tal que Y's:ma. Logo, i |5 ¢ vilido.

Os outros casos sio demonstrados de forma similar. O
*

Dada uma derivagio arbitrdria de B- sequentes 2 Chamamos de B-
sequente anterior todos B-sequentes da derivagio que geram - L2 5

Para o resultado de completude demonstraremos primeiro que se dado
um B-sequente ¢ vélido, todos os B-sequentes anteriores de derivagio sio
vélidos.

Teorema 4.2 (Teorema de inversdo). Seja I uma regra de derivagio distinta
do B-enfraquecimento. Se a conclusio da aplicagio de I é um B-sequente
vdlido, entdo todos os B-sequentes anteriores a aplicagio de I sio vdlidos.

Demonstragdo. Indugio no nimero de aplicagoes de regras exceto B-enfra-
quecimento.
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Caso Base: O B-sequente % | % ¢ derivado das regras int ou ing, logo
nio hd B-sequentes anteriores a % ‘ % pela aplicagio de uma regra que nio
seja o B-enfraquecimento.

Hipétese Indutiva: Todos os B-sequentes anteriores de um dado B-
sequente valido % ’ %, cuja derivagio tenha até k aplicagoes de regras exceto
o enfraquecimento, sio vélidos.

Passo indutivo: Seja 1 | $ um B-sequente vilido cuja derivagio tenha
k + 1 aplicagoes de regras exceto o B-enfraquecimento.

Caso [cut¢]. O B-sequente vélido possui uma derivagio da forma

*l *//

v |é v
all®d T
VA cut vA
T | % . Como | 3 € vilido, ndo existe um agente s tal que

Ys:I'e As:AeNs:® e Vs:U. Por B-monotonicidade, temos que nio existe
um agente s tal que Ys:a,I'e As:A e Ns:® e Vs:W. Da mesma forma, nio
existe um agente s tal que Ys:I"e As:A, v e Ns:® e Us:W. Logo, % e
v ! % sdo validos e, por hipdtese indutiva, todos seus os B-sequentes ante-

riores sio validos. O caso [cut(] ¢ similar.
Caso[=t A] O B-sequente vélido possui uma derivagio da forma
/

* !
v | A TI|AB
rl e
%’ | = O‘/\'B . Dado que = | B ¢valido, ndo existe um agente

s tal que Ys TFeAs:A,a AN BeNs:Pe Vls W. Pela cldusula recursiva 2.7,
temos que nio existe um agente s tal que As:ov A 3 uma vez que nio existe
um agente s tal que As:av e As:f3. Desta forma, ndo existe um agente s, tal
que Ys:I'e As:A, ave Ns:® e 1s: W, nem existe um agente s tal que Ys:I'e
As:A, BeNs:®eWs:U. Logo, g| A@a e %’|A®’B sdo vilidos e, por hipétese
indutiva, todos seus os B-sequentes anteriores sio vélidos.

Caso[=¢ V] O B-sequente vilido possui uma derivagio da forma

A £ U1 A 4o
T |W . Dado que ‘ Favp & valido, nio existe um agente s, tal

que Ys:I'e As:AeNs:®,a vV 3 e Us: V. Pela cliusula recursiva 2.10, nio
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existe um agente s tal que Ns:a'V 3 se Ns:avou Ns: 3, logo % | q)%“ﬁ évilido,
e por hipétese indutiva todos seus sequentes anteriores sio vélidos.

Caso[— =¢] O B-sequente vélido possui uma derivagio da forma
*

2| A
I'lo,a

—— T =t
v 1A U A 41 - .
=—7|% - Dado que '+ |5 ¢ vilido, ndo existe um agente s, tal que

Ys:ma,'e As:A e Ns:P e VNs:W. Pela cldusula recursiva 2.1, nio existe um
s tal que Ys:—ase Ns:av. Desta forma % | ﬁ é valido.

Os outros casos possuem demonstragdes similares. O
Teorema 4.3 (Completude). Se % | % ¢ um B-sequente vdlido em BB, entio

. . ~ U A
existe uma derivagdo de T ‘ 5

Demonstragdo. Indugio no nimero de conectivos do B-sequente ‘
Caso Base: % | % nio possui conectivos l6gicos. Neste caso, todas férmu-
las sdo varidveis proposicionais. Dado que % | % é vilido, deve haver alguma

varidvel proposicional a tal que @ € ' A, (ou v € & N W), Assim, ‘

— int
pode ser derivado por - |« (ou &|- ) e, eventualmente, aplicagdes
daregrade B -enfraquecimento
Hipétese Indutiva: Seja A im B-sequente vilido que possui até m €
p £ q quep

N ocorréncias de conectivos loglcos. Entio, existe uma *-derivagao de 1= ‘ 3
livre de regras de B-cortes.

O passo indutivo, m + 1, é obtido por casos de acordo com o conectivo
mais externo das férmulas do B-sequente.

Primeiro, suponha que existe uma férmula da forma ~«v € T'. Seja IV

o conjunto de férmulas obtido de I' ao remover todas ocorréncias de v,
*
E| A
Il ®

>€<

e’
| @
o,V TA
podemos derivar % | a por: % | %
série de aplicagdes da regra de B-enfraquecimento.

, onde a linha dupla indica uma
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Pelo teorema de inversio % | ﬁ évilido, e, como este possui no méximo

bl
m conectivos légicos, pela hipdtese indutiva implica que existe uma derivagio
sem o uso de regras de B-cortes. Com a aplicagio da regra [ =], temos

U .
ol ‘ A cuja derivagio € livre de regras do corte. As demonstragoes para os
casos em que uma férmula da forma —a ocorrem em A, @ e ¥ sio similares
a este primeiro caso.

Em segundo lugar, considere uma férmula da forma oo A B € T'. Seja

I' 0 conjunto de férmulas obtido de I ao remover todas ocorréncias de o A
*
v | A
a,B,I7 1 @
— A=
T t
anpg, I’ | o

B. Podemos derivar | % por: T % . Pelo teorema de inversio

ﬁ | % ¢ vélido e como possui no maximo m conectivos légicos, pela hi-
potese indutiva, existe uma derivagio livre de B-cortes. Com a aplica¢io da
regra [A =-¢], temos ﬁ | %. As demonstragoes para os casos da forma
aNBeW,aVpePeaV e Asiosimilares a este segundo caso.

Em terceiro lugar, considere uma férmula da formaa VvV 3 € T'. SejaI” o
conjunto de férmulas obtido de I" ao remover todas ocorréncias de eV 3, po-

>|</ >|<//

v ‘é v 1A
e Brlo
e h V =t

L|é
avBI7 | ®
v

A

. . U A ) T|A . -
demos inferir T ‘ $ por: T | T . Pelo teorema de inversao

v A U A 2 A . ,
a7 |® € B } ) sio vilidos e como a soma de seus conectivos é menor que

m, pela hipétese de indugio, existe uma derivagio livre de B-cortes. Com a
aplicagio daregra [V =>¢], temos ﬁ | % cuja derivagio ¢ livre de regras de
B-cortes. As demonstragoes para os casos da formaa vV g € ¥, a A € @
ea A € A sio similares a este terceiro caso. O

A légica EB inspirada no First Degree Entailment possui associada um
B-entailment, uma relagio de consequéncia que possui quatro posi¢des que
possibilita o raciocinio com informagdes incompletas ou inconsistentes. Ao
adotar o B-entailment como relagio de consequéncia semintica na légica
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E?B, definimos uma l6gica que expressa as diferentes formas de raciocinio em

termos da aceitagio (ou nio) e rejei¢io (ou nio) dos enunciados, sem que a

verdade seja, de alguma forma, privilegiada sobre a falsidade em suas inferén-

cias. Este privilégio ocorre na légica original de Dunn-Belnap E, cuja relagio

de consequéncia tarskiana ¢ definida apenas em termos da preservagio dos

valores-de-verdade que contém a verdade. Acreditamos, com isto, que esta

nova defini¢io de relagio de consequéncia seja mais adequada para um for-

malismo que pretende lidar com contetidos informacionais inconsistentes e

parciais.
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