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ABSTRACT

This paper presents sufficient conditions for asymptotic
and exponential stability of a class of artificial neural net-
works (ANNs) subject to constant or time-varying delay and
polytope-bounded uncertainties.

The proposed approach is based on Lyapunov-Krasovskii
stability theory, and the linear matrix inequalities (LMIs)
technique introducing slack matrices so that convex opti-
mization algorithms can be used.

Three examples with numerical simulations are performed to
demonstrate the effectiveness of the proposed method. The
first example deals with the asymptotic stability analysis,the
second one with the robust stability analysis and the last one
with exponential stability.
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RESUMO

Este artigo apresenta condições suficientes para estabilidade
assintótica e exponencial de uma classe de RNAs (Redes
Neurais Artificiais) sujeitas a influência de retardo no tempo
(constante ou variante) e/ou sujeitas a incertezas paramétri-
cas do tipo politópicas.

A abordagem proposta é baseada na teoria de estabilidade
de Lyapunov-Krasovskii, e utiliza desigualdades matriciais
lineares (LMIs - do inglês,Linear Matrix Inequalities) intro-
duzindo matrizes de relaxação, de modo que os resultados
obtidos podem ser facilmente resolvidos por meio de algorit-
mos de otimização convexa.

Três exemplos com simulações numéricas são usados para
demonstrar a eficiência do método proposto. O primeiro
exemplo analisa a estabilidade assintótica, o segundo a es-
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tabilidade robusta e o último exemplo a estabilidade expo-
nencial.

PALAVRAS-CHAVE : Teoria da Estabilidade de Lyapunov-
Krasovskii, Estabilidade Robusta, Assintótica e Exponen-
cial, Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs - do in-
glês,Linear Matrix Inequalities), Redes Neurais Artificiais
(RNAs), Retardo no Tempo.

1 INTRODUÇÃO

Este artigo aborda o estudo de uma classe de Redes Neu-
rais Artificiais (RNAs), que podem ser vistas como sistemas
dinâmicos. Especificamente, a classe de redes neurais recor-
rentes auto-associativas. Atualmente, é consenso que RNAs
dinâmicas, tem um forte apelo em aplicações relacionadas
a reconhecimento de padrões, problemas de otimização e a
processamento de sinais e imagem.

Desde o trabalho pioneiro Hopfield (1982), o qual mostrou
a relação entre redes neurais recorrentes auto-associativas e
sistemas físicos, uma gama de novos trabalhos apareceram na
literatura. Entretanto, quando RNAs são implementadas ana-
logicamente, pode aparecer entre os canais de comunicação
dos neurônios o retardo no tempo. Sabe-se que o retardo no
tempo pode ocasionar efeitos na dinâmica e no processo de
aprendizagem das RNAs, o que fortalece ainda mais um pro-
blema intrínseco de qualquer sistema dinâmico, que diz res-
peito a quesitos de estabilidade. Os leitores interessadosem
mais detalhes dos efeitos causados pelo retardo no tempo em
RNAs, devem consultar a referência Baldi and Atiya (1994).
Além disso, pode ser observado nos exemplos deste trabalho,
especialmente no primeiro, como a incorporação do retardo
no tempo influência a estabilidade das RNAs, o que pode
causar fenômenos oscilatórios ou instabilidade.

O primeiro estudo da influência do retardo no tempo em
RNAs foi em Marcus and Westervelt (1989), seguido por,
Gopalsamy and He (1994a), que consideraram a introdu-
ção de diferentes retardos no tempo em diferentes canais de
comunicação, e por Joy (1999), no qual foi adicionado ao
modelo também, informação sobre a propagação instantânea
dos sinais.

Com o aumento crescente de estudos nesta área, gerou-se na
literatura dois conceitos sobre estabilidade em RNAs sujei-
tas a influência do retardo no tempo. O primeiro, que não
inclui qualquer informação sobre o tamanho do retardo no
tempo, é conhecido como independente do retardo no tempo:
Marcus and Westervelt (1989), Roska et al. (1992), Roska
et al. (1993), Gopalsamy and He (1994a), Gopalsamy and
He (1994b), Ye et al. (1994), Zhang (1996), Liao and J.Yu
(1998), den Driessche and Zou (1998), Liao and Yu (1998),
Joy (1999), Joy (2000), Arik (2000), Cao (2000), Chen and

Rong (2003) e Wang et al. (2004). O outro conceito, leva
em conta explicitamente o retardo no tempo na formulação
do problema, sendo conhecido como dependente do retardo
no tempo: Wei and Ruan (1999), Zhang et al. (2003), Chen
et al. (2004), Li et al. (2004), Ensari and Arik (2005) e Zeng
et al. (2005). Conseqüentemente, os métodos independen-
tes do retardo no tempo, são adequados para tratarem apenas
sistemas sujeitos a retardo no tempo incomensuráveis. E, por
outro lado, os métodos dependentes do retardo no tempo per-
mitem garantir a estabilidade do sistema, para determinados
valores do retardo no tempo, portanto este método pode ser
mais aplicável.

Com o objetivo de obter métodos menos conservadores e a
necessidade de se obter condições viáveis para se verificar a
estabilidade de RNAs em situações práticas, o uso das LMIs
por suas potencialidades em termos de convexidade, manipu-
lações e introdução de relaxações, tornou-se uma ferramenta
com forte apelo, sendo tema de diversos trabalhos: Liao et al.
(2002a), Liao et al. (2002b), Chen and Rong (2003), Singh
(2004) e em Li et al. (2004).

Tratando-se de sistemas físicos, os quais usualmente sofrem
de incertezas, as quais podem ser causadas por variações dos
parâmetros, erros de modelamento, envelhecimento, ou por
fatores ignorados, etc. O escopo deste trabalho também en-
volve redes neurais artificiais analógicas sujeitas a incertezas
paramétricas do tipo politópicas.

Outro ponto do escopo deste trabalho diz respeito a estabi-
lidade exponencial, que não é apenas um resultado teorica-
mente interessante. Pois, em termos práticos, a taxa expo-
nencial de convergência é usada para determinar a veloci-
dade de cômputos neurais, sujeitas a quaisquer transforma-
ções. Assim, é possível determinar uma estimativa do tempo
em que a RNA leva para se estabilizar, sendo esse um índice
de desempenho.

O objetivo deste artigo, é propor métodos de análise de esta-
bilidade dependentes do retardo no tempo, para uma classe
de RNAs, que podem apresentar parâmetros incertos e esta-
rem sujeitas a retardo no tempo, constante ou variante. Neste
trabalho desenvolvem-se abordagens para a análise da esta-
bilidade assintótica e exponencial. O método proposto, parte
de uma técnica apresentada em Wu et al. (2004), na qual ma-
trizes de parâmetros livres são introduzidas nas LMIs, sem
incluir qualquer dinâmica adicional ao sistema, permitindo
que o método seja pouco conservador.

Finalmente a eficiência do método proposto é verificado por
meio de três exemplos. Neste artigo“T ” sobrescrito repre-
senta transposto,M > 0 (< 0) significa que a matrizM
é definida positiva (negativa) eλmax(·) (λmin(·)) denota o
autovalor máximo (mínimo) do argumento(·).
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2 PRELIMINARES

John Hopfield (1982) mostrou que é possível relacionar redes
neurais artificiais recorrentes com sistemas físicos, por meio
de um “simples” circuito analógico, no qual, cadai-ésimo
neurônio é representado por um circuito linear que consiste
de um resistorRi, um capacitorCi, uma fonte de correnteIi

e uma função de ativação não-linear degi(·). Entre o canal de
comunicação de umj-ésimo neurônio e umi-ésimo neurô-
nio há uma condutânciawji = 1/Rji e os neurônios são
conectados através de uma junção aditiva de corrente. As-
sim, aplicando alei de Kirchoff das correntes nesse circuito,
chega-se a seguinte equação diferencial,

dvi(t)

dt
= −

vi(t)

CiRi

+
1

Ci

n
∑

j=1

wijgi(vi(t)) +
Ii

Ci

,

i = 1, 2, ..., n. (1)

No trabalho pioneiro de Marcus and Westervelt (1989),
introduziu-se um retardo no tempo constanteτ̄ > 0 em (1),
obtendo,

dvi(t)

dt
= −

vi(t)

CiRi

+
1

Ci

n
∑

j=1

wijgi(vi(t − τ̄ )) +
Ii

Ci

,

i = 1, 2, ..., n. (2)

No entanto, ao contrário do sistema descrito em (1), o sis-
tema (2) tem um comportamento dinâmico mais realístico e
complicado, devido a incorporação do retardo no tempo. Em
Joy (1999) um novo termo foi considerado, de forma que,
além do retardo no tempo na propagação dos sinais, o mo-
delo da RNA inclui informação sobre a propagação instantâ-
nea dos sinais, sendo este um modelo mais geral,

dvi(t)

dt
= −

vi(t)

CiRi

+
1

Ci

n
∑

j=1

w0
ijgi(vi(t))

+
1

Ci

n
∑

j=1

w1
ijgi(vi(t − τ̄ )) +

Ii

Ci

, i = 1, 2, ..., n. (3)

Outra dificuldade é que, ao contrário de apresentar um re-
tardo constante, muitas redes neurais na prática podem estar
sujeitas a retardo que varia no tempo. Dessa forma, “vi(t −
τ̄ )” em (3) é reescrito como “vi(t − d(t))”, obtendo-se,

dvi(t)

dt
= −

vi(t)

CiRi

+
1

Ci

n
∑

j=1

w0
ijgi(vi(t))

+
1

Ci

n
∑

j=1

w1
ijgi(vi(t − d(t))) +

Ii

Ci

, i = 1, 2, ..., n.

(4)

Neste trabalho, é considerado que o retardo variante no
tempod(t), seja, diferenciável, positivo e limitado, portanto
que satisfaça as seguintes condições,

0 < d(t) ≤ τ, ḋ(t) ≤ µ < 1, (5)

sendoτ eµ constantes.

Sabendo que, neste artigo são utilizadas abordagens do tipo
LMI. O sistema (4) é reescrito de forma mais apropri-
ada, fazendo as mudanças de variáveis:ai = 1/(RiCi),
i = 1, . . . , n, wij = wij/Ci, i, j = 1, . . . , n e Ii = Ii/Ci,
i = 1, . . . , n.

Assim, a rede neural com retardo variante no tempo comn
neurônios é equivalente a:

dv(t)

dt
= −Av(t)+W0g(v(t))+W1g(v(t−d(t)))+I, (6)

na qual,v(t) = [v1(t), v2(t), . . . , vn(t)]T ∈ R
n é o ve-

tor de estados da rede neural,A = diag(a1, a2, ..., an)
∈ R

n×n é uma matriz diagonal com elementos positi-
vos, ai > 0, W0 = (w0

ij) ∈ R
n×n e W1 = (w1

ij)
∈ R

n×n são pesos de conexão da matriz e os pesos de co-
nexão da matriz com o retardo, respectivamente,g(v(t)) =
[g1(v1(t)), g2(v2(t)), . . . , gn(vn(t))]T ∈ R

n é a função de
ativação dos neurônios comg(0) = 0 e I = [I1, I2, ..., In]T

∈ R
n é um vetor constante.

Outra característica importante sobre a RNA em (6), diz res-
peito a existência e unicidade da solução. Portanto, para que
essa RNA tenha uma solução e que esta seja única, certas
restrições são impostas as suas funções de ativação,g(v(·)).
Para que exista uma solução, é suficiente queg(v(·)) seja
contínua em todos seus argumentos. Entretanto, esta restri-
ção sozinha não garante a unicidade da solução. Portanto,
para que isto aconteça, é imposto queg(·) satisfaça a condi-
ção:

0 ≤
gj(v1) − gj(v2)

v1 − v2
≤ σj , ∀ v1, v2, ∈ R, (7)

com v1, v2 ∈ R, v1 6= v2, σj ∈ R
+, gj(0) = 0,

j = 1, 2, . . . , n. A demonstração dessa afirmação é encon-
trada em Zhang (2003). Além disso, note que a condição em
(7) é Lipschitz.

Hipóteses do tipo setor para funções de ativação são usu-
almente consideradas em trabalhos da literatura, como em:
Roska et al. (1992), Arik (2000), Cao (2000), Chen and Rong
(2003), Zhang et al. (2003), Chen et al. (2004), Li et al.
(2004), Ensari and Arik (2005) e Zeng et al. (2005). Além
disso, para maiores detalhes sobre especificações e desempe-
nho de diferentes funções de ativação, as seguintes referên-
cias são indicadas Morita (1993) e Morita and Amari (1993).
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A seguir, o ponto fixo,v∗, do sistema (6) é deslocado para
a origem, por meio da transformação,x = v − v∗. Como
resultado dessa transformação, é considerado o estudo das
estabilidades assintótica e exponencial de RNAs com ponto
fixo na origem. Sendo, o objeto de estudo1 deste artigo apre-
sentado a seguir,

ẋ(t) = −Ax(t) + W0f(x(t)) + W1f(x(t − d(t))), (8)

sendo quex = [x1, x2, ..., xn]T ∈ R
n é o vetor de es-

tado do sistema transformado, ef(x) = [f1(x1), f2(x2),
..., fn(xn)]T ∈ R

n com fi(xi) = gi(xi + v∗i ) − gi(v
∗
i ),

i = 1, 2, ..., n. Enquanto o retardo no tempo,d(t), é vari-
ante, diferenciável, positivo e limitado.

Portando, considerando o sistema transformado em (8), a
função de ativaçãof(·) é limitada, crescente e satisfaz a se-
guinte condição.

Hipótese (H)A função de ativaçãof(·) é limitada e satisfaz:

0 ≤
fj(x)

x
≤ σj , (9)

sendo,x ∈ R, σj ∈ R
+, fj(0) = 0, j = 1, 2, ..., n. z

Note que a condição anterior é obtida fazendov1 = x + v∗ e
v2 = v∗ na condição em (7).

A seguir, algumas ferramentas matemáticas utilizadas são
apresentadas. Os leitores interessados em mais detalhes so-
bre análise de estabilidade, principalmente considerandosis-
temas sujeitos a retardo no tempo via análise funcional são
encorajados a consultarem as referências Hale and Lunel
(1993) e Gu et al. (2003).

A obtenção dos resultados propostos se fundamenta em uti-
lizar a teoria de estabilidade de Lyapunov-Krasovskii, que
corresponde a extensão do método de Lyapunov para tra-
tar sistemas sujeitos a retardo no tempo. Basicamente, esse
método requer a construção de um funcional de Lyapunov-
Krasovskii que seja limitado e que leve em conta não só a
evolução temporal do sistema em questão, como também seu
histórico temporal.

Neste artigo adota-se o seguinte funcional de Lyapunov-
Krasovskii, quadrático e limitado, selecionado de forma si-
milar como apresentada em Palhares et al. (2005):

1Devido a natureza das RNAs, como sistemas paralelos distribuídos
compostos por unidades de processamento, essas possuem umagrande
quantidade de canais de comunicação, que podem possuir diferentes com-
primentos, que interligam diferentes unidades de processamento. Portanto,
um modelo mais realista para RNAs deve considerar diferentes retardos
no tempo para os diferentes canais de comunicação. Entretanto, apesar da
classe de RNAs considerada como objeto de estudo deste artigo ser sujeita a
um retardo no tempo (d(t) ≤ τ ) igual em todos os canais de comunicação,
os métodos obtidos aqui podem ser facilmente estendidos a RNAs sujeitas a
múltiplos retardos no tempo (di(t) ≤ τi parai = 1, . . . , n).

V (xt) = V1(xt) + V2(xt) + V3(xt), (10)

com

V1(xt) , e2αtxT (t)Px(t),

V2(xt) ,

∫ t

t−d(t)

e2αsxT (s)Qx(s)ds,

V3(xt) ,

∫ 0

−τ

∫ t

t+θ

e2αsẋT (s)Zẋ(s)dsdθ,

sendoP = PT , Q = QT , Z = ZT e α ≥ 0 um escalar. O
escalarα, define se esse funcional será utilizado para obter
métodos de estabilidade assintótica ou exponencial, paraα =
0 estabilidade assintótica eα > 0 estabilidade exponencial.

No funcional (10), o objetivo em considerar o termoV2(xt)
é obter um método que leve em conta um limitante superior
para taxa de variação do retardo no tempo,µ em (5). Entre-
tanto, explicitar na formulação do problema apenas o limi-
tanteµ, não é suficiente para se obter um método dependente
do retardo no tempo. Assim, o motivo de considerar também
o termoV3(xt) é justificado, pois com esse termo é possível
explicitar na formulação do problema o limitante superior do
retardo no tempo,τ em (5).

No entanto, neste artigo é considerada uma forma alternativa
para atender as condições impostas pela teoria de Lyapunov-
Krasovskii2, pois é considerado um funcional quadrático e
limitado. Nesse caso, as condições impostas pela teoria
de Lyapunov-Krasovskii podem ser reformuladas em uma
forma restritiva, como apresentado no próximo Teorema.

Teorema 1 Gu et al. (2003, p. 150). Um sistema sujeito a
retardo no tempo é assintoticamente estável se existir um fun-
cional de Lyapunov-Krasovskii quadrático e limitadoV (xt),
tal que para algumǫ > 0, satisfaz-se

V (xt) ≥ ǫ ‖ x(t) ‖2 (11)

e sua derivada ao longo das trajetória do sistema satisfaz

V̇ (xt) ≤ −ǫ ‖ x(t) ‖2 . (12)

Sendo que,xt corresponde ao valor dex(t) no intervalo
[t − τ, t], paraτ > 0.

Demonstração:Veja Gu et al. (2003, p. 150).

Tendo, como objetivo métodos de análise de estabilidade for-
mulados em termos de LMIs, que sejam pouco conservado-
res. Uma técnica considerada anteriormente em Wu et al.

2O teorema de estabilidade de Lyapunov-Krasovskii pode ser encontrado
em Gu et al. (2003, p. 12).
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(2004), também é utilizada aqui. Nessa técnica, a relação en-
tre o estado no instantet e o estado atrasado, assim como a
dependência explicita do retardo no tempo podem ser intro-
duzidas na análise da estabilidade, considerando a fórmula
de Leibniz-Newton e matrizes de relaxação. Esta estratégiaé
detalhada no próximo Lema, que não é explicitamente apre-
sentado na forma de Lema em Wu et al. (2004).

Lema 1 Para quaisquer matrizesY e T com dimensões
apropriadas, o termo nulo

2
[

xT (t)Y + xT (t − d(t))T
]

×
[

x(t) −

∫ t

t−d(t)

ẋ(s)ds − x(t − d(t))

]

= 0, (13)

é equivalente a

ξT (t)Γξ(t) −

∫ t

t−d(t)

ζT (t)Υζ(t)ds = 0,

com

ξ(t) ,

[

x(t)
x(t − d(t))

]

, ζ(t, s) ,





x(t)
x(t − d(t))

ẋ(s)



 ,

Γ ,

[

Γ11 Γ12

ΓT
12 Γ22

]

=

[

Y + Y T −Y + T T

−Y T + T −T − T T

]

e Υ ,





0 0 −Y
0 0 −T

−Y T −T T 0



 . (14)

♦

O Lema a seguir, é utilizado para que os resultados propostos
possam ser formulados em termos de LMIs.

Lema 2 - Wu et al. (2004) - Para qualquer matriz semi-

definida positivaX =

[

X11 X12

XT
12 X22

]

≥ 0, a seguinte desi-

gualdade se mantém:

τξT (t)Xξ(t) −

∫ t

t−d(t)

ξT (t)Xξ(t)ds ≥ 0, (15)

comξ(t) = [xT (t) xT (t − d(t))]T . ♦

Finalmente, a definição a seguir apresenta a propriedade de
estabilidade exponencial.

Definição 1 Considere os escalaresα > 0 e ̺(α) > 0, tais
que:

‖ x(t) ‖≤ ̺(α)e−αt

(

sup
−τ≤θ≤0

‖ x(θ) ‖

)

, ∀t > 0 (16)

o sistema (8) é exponencialmente estável, sendoα chamado
de grau de estabilidade exponencial. �

3 RESULTADOS PRINCIPAIS

Nesta seção, são propostos métodos de analise das esta-
bilidades assintótica e exponencial para RNAs descritas
como em (8) sujeitas a retardo variante no tempo e/ou a
incertezas paramétricas do tipo politópicas. Um dos passos
principais é adicionar o termo nulo apresentado no Lema 1
na derivada do funcional de Lyapunov-Krasovskii, para
se obter condições dependentes do retardo. O primeiro
resultado, i.e., estabilidade assintótica, é apresentadono
teorema a seguir, o qual pode ser facilmente verificado por
meio de ferramentas computacionais baseadas em LMIs.

Teorema 2 Dados os escalaresτ > 0 e µ < 1, limitan-
tes para o valor do retardo no tempo e sua taxa de varia-
ção, respectivamente, e suponha que a hipótese(H) seja sa-
tisfeita. O sistema (8) é assintoticamente estável se existi-
rem matrizes simétricas definidas positivasP , Q e Z, X =
[

X11 X12

XT
12 X22

]

≥ 0, e quaisquer matrizesY e T de dimen-

sões apropriadas, tais que as LMIs abaixo sejam satisfeitas:

Ξ =

[

φ11 + Y + Y T φ12 − Y + T T τ(−A + ΣσW T

0
)Z

φT

12
− Y T + T φ22 − T − T T τΣσW T

1
Z

τZ(−A + W0Σσ) τZW1Σσ −τZ

]

,

Ξ < 0 (17)

e

Ψ =





X11 X12 −Y
XT

12 X22 −T
−Y T −T T Z



 ≥ 0, (18)

comφ11 = (−A+ΣσWT
0 )P +P (−A+W0Σσ)+Q+τX11,

φ12 = PW1Σσ + τX12, φ22 = −(1− µ)Q + τX22 eΣσ =
diag(σi), parai, . . . , n, sendoσi limitantes superiores em
(9). �

Demonstração:Veja apêndice, seção A.1.

O segundo resultado obtido, diz respeito a um método de
análise de estabilidade exponencial para RNAs sujeitas a re-
tardo no tempo. Sendo este, apresentado a seguir.

Teorema 3 Dados os escalaresτ > 0 e µ < 1, limitantes
para o tamanho do retardo no tempo e sua taxa de variação,
respectivamente,α > 0, grau de estabilidade exponencial e
suponha que a hipótese(H) seja satisfeita. O sistema (8)
é exponencialmente estável se existirem matrizes simétricas

definidas positivasP , Q e Z, X =

[

X11 X12

XT
12 X22

]

≥ 0 e

matrizes com dimensões apropriadas,Y e T tais que a LMI
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em (18) e a LMI abaixo sejam verificadas:

Ξ̄ =

[

φ̂11 + Y + Y T φ̂12 − Y + T T τ(−A + ΣσW T

0
)Z

φ̂T

12
− Y T + T φ̂22 − T − T T τΣσW T

1
Z

τZ(−A + W0Σσ) τZW1Σσ −τZ

]

,

Ξ̄ < 0 (19)

comφ̂11 =2αP+(−A+ΣσWT
0 )P+P (−A+W0Σσ)+Q+τX11,

φ̂12 =PW1Σσ+τX12, φ̂22 =−e−2ατ (1−µ)Q
+ τX22 eΣσ = diag(σi), parai, . . . , n, sendoσi limitantes
superiores em (9). �

Demonstração:Veja apêndice, seção A.2.

Por fim, sendo a última contribuição deste artigo, é mostrado
como os Teoremas 2 e 3 podem ser estendidos para o caso de
análise de estabilidade robusta quando as matrizes do sistema
não são exatamente conhecidas.

Neste caso, é considerado que as incertezas do modelo per-
tencem a um domínio politópico. Suponha que as matrizes
do sistema (8) são reunidas na matriz:

S ,
[

A W0 W1

]

. (20)

Então, as matrizes do sistema incerto em (8) pertencem a um
domínio politópicoP :

P ,

{

S(γ) ∈ R
n×3n : S(γ) =

N
∑

i=1

γiSi;

γi ≥ 0, i = 1, . . .N ;

N
∑

i=1

γi = 1

}

, (21)

sendo queSi, i = 1, . . . , N , denotam os vértices do politopo.

Então, por meio do conceito de estabilidade quadrática, am-
plamente utilizado na literatura, que garante a estabilidade
do sistema para todo domínio de incerteza independente de
qualquer tipo de variação dos parâmetros incertos. Esse mé-
todo é fundamentado em garantir a estabilidade do sistema
em todo domínio de incerteza baseado na escolha de um fun-
cional de Lyapunov-Krasovskii fixo.

Contudo, pode-se apresentar o teorema a seguir que estabe-
lece condições suficientes para estabilidade robusta de RNAs
com retardo no tempo e incertezas no modelo, extensão do
Teorema 2 para sistemas incertos.

Teorema 4 Considere o sistema incerto (8) comS(γ) ∈ P .
Dados os escalaresτ > 0 e µ < 1, limitantes para os va-
lores dos retardos no tempo e suas taxas de variações, res-
pectivamente, e suponha que a hipótese(H) seja satisfeita.
O sistema incerto é robustamente estável se existirem matri-
zes simétricas definidas positivasP , Q eZ, matriz simétrica

semi-definida positivaX em (2), e quaisquer matrizesY eT
de dimensões apropriadas, tais que as LMIs (17) e (18) sejam
satisfeitas,∀ i = 1, . . . , N , comA, W0, W1 tendo o índice
subscritoi, i = 1, . . . , N . �

De maneira similar, o Teorema 3 pode ser estendidos para
tratar sistemas incertos sujeitos a retardo no tempo. Simples-
mente verificando as condições LMIs no Teorema 3, para to-
dos osN vertices do politopoP .

4 ESTUDO DE CASOS

Nesta seção, três exemplos numéricos são estudados a fim de
evidenciar as potencialidades dos métodos propostos.

Exemplo 1 Babcock and Westervelt (1987) estudaram uma
RNA de dois neurônios com dois retardos no tempo:

{

dx1

dt
= −x1(t) + a1tanh[x2(t − τ1)]

dx2

dt
= −x2(t) + a2tanh[x1(t − τ2)]

(22)

sendo quea1, a2, τ1 e τ2 são constantes positivas.

Em Babcock and Westervelt (1987) foi mostrado que quando
a1a2 < −1 eτ1 + τ2 é limitado por um determinado valor, a
origem do sistema (22) é estável. Quando a soma dos atrasos
se incrementa até um valor crítico, a origem se torna instável
e a rede oscila em um ciclo limite.

Wei and Ruan (1999) confirmaram a análise apresentada em
Babcock and Westervelt (1987) e mostraram que a RNA é
estável considerando, e.g.,a1 = 2, a2 = −1.5 e τ1 + τ2 <
0.8.

Considerando um caso ligeiramente modificado comτ1 e τ2

variantes no tempo, i.eτ1 = d1(t) e τ2 = d2(t). E além
disso, impondod1(t) = d2(t) ≤ τ e ḋ1(t) = ḋ2(t) ≤ µ.
Então, escolhendoa1 = 2 e a2 = −1.5, pode-se obter o
maior retardo no tempoτ , considerando a rede neural (8),
com as seguintes matrizes,

A =

[

1 0
0 1

]

, W0 = 0,

W1 =

[

0 2
−1.5 0

]

, Σσ =

[

1 0
0 1

]

.

Aplicando o Teorema 2 obtém-se os resultados apresentados
na Tabela 1. Note que parad1(t) = d2(t) = τ , i.e., com taxa
de variaçãoµ = 0, obtém-se o retardo no tempo máximo
τ = 0.4283. A Tabela 1 apresenta também os resultados para
o retardo máximo, se eventualmente, o retardo for variante no
tempo.

A figura 1 ilustra quando a bifurcação de Hopf ocorre. Note
que é muito próximo ao valor encontrado para o retardo no
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Tabela 1: Máximos retardos no tempo permissíveis (Exem-
plo 1).

µ 0 0.5 0.9
τ 0.4283 0.2891 0.2886
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Figura 1: Diagrama de bifurcação parax1 e x2, respectiva-
mente, fazendoτ como parâmetro de controle, comµ = 0.
A linha vertical marcaτ = 0.4283.

tempo máximo admitido, i.e.,τ = 0.4283, o que sugere que
o método apresentado é bastante eficiente.

Exemplo 2 Este exemplo trata da análise da estabilidade ro-
busta para uma rede neural (8) sujeita a incertezas paramétri-
cas com 64 vértices, que pode ser representada pelas matri-
zes:

A(1) =

[

2 0
0 2.87

]

, A(2) =

[

4 0
0 2.87

]

,

A(3) =

[

2 0
0 2.93

]

, A(4) =

[

4 0
0 2.93

]

,

W
(1)
0 =

[

0.4 0
0 1.98

]

, W
(2)
0 =

[

1.6 0
0 1.98

]

,

W
(3)
0 =

[

0.4 0
0 2.2

]

, W
(4)
0 =

[

1.6 0
0 2.2

]

,

W
(1)
1 = −

[

1.1 0
1 1.3

]

, W
(2)
1 = −

[

0.9 0
1 1.3

]

,

W
(3)
1 = −

[

1.1 0
1 0.7

]

, W
(4)
1 = −

[

0.9 0
1 0.7

]

,

eΣσ =

[

1 0
0 1

]

.

Aplicando o Teorema 4 para a análise da estabilidade robusta
obtém-se o retardo no tempo máximo, como mostrado na

Tabela 2.

Tabela 2: Máximos retardos no tempo obtidos para o Exem-
plo 2.

µ 0 0.5 0.9
τ 1.0152 0.8820 0.7799

Exemplo 3 Este exemplo considera a mesma RNA estudada
no exemplo 1. Aplicando o Teorema 3 obtém-se os resulta-
dos apresentados nas Tabelas 3, 4 e 5 que mostram os graus
de decaimento exponencial,α, para um determinado limi-
tante superior para o retardo no tempoτ . Sendo que, as Ta-
belas 3, 4 e 5 foram obtidas para a taxa de variação do retardo
µ = 0, µ = 0.5 eµ = 0.9, respectivamente.

Nas figuras a seguir, Figuras 2-5, são apresentadas as res-
postas temporais da rede para os decaimentos exponenciais
apresentados na Tabela 3.

Tabela 3: Graus de estabilidade exponencial,α, para os re-
tardos no tempo comµ = 0 (Exemplo 3).

τ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.4283
α 0.68 0.37 0.16 0.02 0.00006

Tabela 4: Graus de estabilidade exponencial,α, para os re-
tardos no tempo comµ = 0.5 (Exemplo 3).

τ 0.1 0.2 0.2891
α 0.67 0.34 0.0001

Tabela 5: Graus de estabilidade exponencial,α, para os re-
tardos no tempo comµ = 0.9 (Exemplo 3).

τ 0.1 0.2 0.2886
α 0.67 0.34 0.0003
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tica e exponencial em uma classe de RNAs (Redes Neurais
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Figura 2: Resposta temporal da RNA comτ = 0.1 (traço
contínuo) e decaimento exponencial comα = 0.68 (ponti-
lhado) paraµ = 0.
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Figura 3: Resposta temporal da RNA comτ = 0.2 (traço
contínuo) e decaimento exponencial comα = 0.37 (ponti-
lhado) paraµ = 0.

Artificiais) sujeitas a influência de retardo no tempo (cons-
tante ou variante) e/ou incertezas paramétricas do tipo po-
litópicas. Condições suficientes, dependentes do retardo no
tempo, foram obtidas em termos de LMIs.

Os resultados obtidos nos exemplos sugerem que os méto-
dos propostos são eficientes e que é possível encontrar uma
boa aproximação para o máximo retardo no tempo que ga-
rante a estabilidade assintótica, além do grau de decaimento
exponencial da solução, o qual pode ser utilizado como uma
estimativa do tempo de acomodação de RNAs.

Em questões práticas, os métodos desenvolvidos poderão ser
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Figura 4: Resposta temporal da RNA comτ = 0.3 (traço
contínuo) e decaimento exponencial comα = 0.16 (ponti-
lhado) paraµ = 0.
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Figura 5: Resposta temporal da RNA comτ = 0.4 (traço
contínuo) e decaimento exponencial comα = 0.02 (ponti-
lhado) paraµ = 0.

aplicados para avaliar a influência do retardo no tempo e/ou
de incertezas paramétricas em uma classe de RNAs imple-
mentadas analogicamente, ou considerando um quesito de
projeto, os métodos propostos poderão auxiliar um projetista
a escolher uma determinada classe de amplificadores opera-
cionais, ou até mesmo, a implementar RNAs com parâmetros
ajustáveis.

A APÊNDICE

Neste apêndice são apresentadas as demonstrações dos teo-
remas propostos.
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A.1 Demonstração do Teorema 2

Demonstração: Considere o funcional do tipo Lyapunov-
Krasovskii em (10) comα = 0, P > 0, Q > 0 e Z > 0,
então a condição (11) no Teorema 1 é atendida.

Agora, derivando o funcional em (10) comα = 0, em relação
as trajetórias da RNA em (8), obtém-se:

V̇ (xt) = V̇1(xt) + V̇2(xt) + V̇3(xt), (23)

com

V̇1(xt) = xT (t)P ẋ(t) + ẋT (t)Px(t)

= xT (t)P [−Ax(t) + W0f(x(t)) + W1f(x(t − d(t)))]

+ [−Ax(t) + W0f(x(t)) + W1f(x(t − d(t)))]T Px(t)

= xT (t)P [−Ax(t) + W0f(x(t)) + W1f(x(t − d(t)))]

+ [−xT (t)A + fT (x(t))WT
0 + fT (x(t − d(t)))WT

1 ]Px(t)

= −xT (t)[PA + AP ]x(t) + fT (x(t))WT
0 Px(t)

+ xT (t)PW0f(x(t)) + 2xT (t)PW1f(x(t − d(t)))

≤ −xT (t)[PA + AP ]x(t) + xT (t)ΣσWT
0 Px(t)

+ xT (t)PW0Σσx(t) + 2xT (t)PW1Σσx(t − d(t))

= xT (t)[−PA − AP + ΣσWT
0 P + PW0Σσ]x(t)

+ 2xT (t)(PW1Σσx(t − d(t)),

(24)

V̇2(xt) = −(1−ḋ(t))xT (t−d(t))Qx(t−d(t))+xT (t)Qx(t)

≤ −(1 − µ)xT (t − d(t))Qx(t − d(t)) + xT (t)Qx(t),
(25)

V̇3(xt) = τẋT (t)Zẋ(t) −

∫ t

t−τ

ẋT (s)Zẋ(s)ds

= τ [−Ax(t) + W0f(x(t)) + W1f(x(t − d(t)))]T

× Z[−Ax(t) + W0f(x(t)) + W1f(x(t − d(t)))]

−

∫ t

t−τ

ẋT (s)Zẋ(s)ds

= τ [−xT (t)A + fT (x(t))WT
0 + fT (x(t − d(t)))WT

1 ]

× Z[−Ax(t) + W0f(x(t)) + W1f(x(t − d(t)))]

−

∫ t

t−τ

ẋT (s)Zẋ(s)ds

≤ τ [−xT (t)A + xT (t)ΣσWT
0 + xT (t − d(t))ΣσWT

1 ]

× Z[−Ax(t) + W0Σσx(t) + W1Σσx(t − d(t))]

−

∫ t

t−τ

ẋT (s)Zẋ(s)ds

= τ [xT (t)(−A + ΣσWT
0 ) + xT (t − d(t))ΣσWT

1 ]

× Z[(−A + W0Σσ)x(t) + W1Σσx(t − d(t))]

−

∫ t

t−τ

ẋT (s)Zẋ(s)ds

≤ xT (t)τ(−A + ΣσWT
0 )Z(−A + W0Σσ)x(t)

+ xT (t)τ(−A + ΣσWT
0 )Z(W1Σσ)x(t − d(t))

+ xT (t − d(t))τ(ΣσWT
1 )Z(−A + W0Σσ)x(t)

+ xT (t − d(t))τ(ΣσWT
1 )Z(W1Σσ)x(t − d(t))

−

∫ t

t−d(t)

ẋT (s)Zẋ(s)ds,

que é equivalente a:

V̇3(xt) ≤ ξT (t)Ωξ(t) −

∫ t

t−d(t)

ẋT (s)Zẋ(s)ds, (26)

comξ(t) definido no Lema 1 e

Ω =

[

Ω11 Ω12

ΩT
12 Ω22

]

,







Ω11 = τ(−A + ΣσWT
0 )Z(−A + W0Σσ),

Ω12 = τ(−A + ΣσWT
0 )Z(W1Σσ),

Ω22 = τ(ΣσWT
1 )Z(W1Σσ).

(27)

Adicionando em (23) o termo nulo apresentado no Lema 1,
e qualquer matriz semi-definida positiva como no Lema 2,
obtém-se:

V̇ (xt) ≤ V̇1(xt) + V̇2(xt) + V̇3(xt)
+2[xT (t)Y + xT (t − d(t))T ]

×

[

x(t) −

∫ t

t−d(t)

ẋ(s)ds − x(t − d(t))

]

+τξT (t)Xξ(t) −

∫ t

t−d(t)

ξT (t)Xξ(t)ds.

(28)
SubstituindoV̇1(xt), V̇2(xt) e V̇3(xt) em (28) por seus limi-
tantes dados em (24), (25) e (26), respectivamente, resulta
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em:

V̇ (xt) ≤ xT [−PA − AP + ΣσWT
0 P + PW0Σσ]x(t)

+ 2xT (t)PW1Σσx(t − d(t))

− (1 − µ)xT (t − d(t))Qx(t − d(t)) + xT (t)Qx(t)

+ ξT (t)Ωξ(t) −

∫ t

t−τ

ẋT (s)Zẋ(s)ds

+ 2[xT (t)Y + xT (t − d(t))T ]

×

[

x(t) −

∫ t

t−d(t)

ẋ(s)ds − x(t − d(t))

]

+ τξT (t)Xξ(t) −

∫ t

t−d(t)

ξT (t)Xξ(t)ds.

(29)

Logo, reescrevendo a desigualdade anterior na forma quadrá-
tica, obtém-se:

V̇ (xt) ≤ ξT (t)Ξ̃ξ(t) −

∫ t

t−d(t)

ζT (t, s)Ψζ(t, s)ds. (30)

sendoζ(t, s) eΨ definidos no Lema 1 e

Ξ̃ =

[

φ11 + Ω11 + Γ11 φ12 + Ω12 + Γ12

φT
12 + ΩT

12 + ΓT
12 φ22 + Ω22 + Γ22

]

(31)

comφ11 = −PA−AP +ΣσWT
0 P +PW0Σσ +Q+ τX11,

φ12 = PW1Σσ +τX12, φ22 = −(1−µ)Q+τX22. Γ11, Γ12

eΓ22 são definidos em (14) eΩ11, Ω12, Ω22 são definidos em
(27).

SeΞ̃ < 0, Ψ ≥ 0, garante que a condição (12) no Teorema
1 seja atendida. Finalmente, aplicando o complemento
de Schur emΞ̃ obtém-seΞ em (17). Portanto, a origem
do sistema (8) é assintoticamente estável se as LMIs em
definidas no Teorema 2 forem satisfeitas. �

A.2 Demonstração do Teorema 3

O seguinte lema é utilizado na seguinte demonstração.

Lema 3 Para quaisquer vetoresa, b ∈ R
n, a seguinte desi-

gualdade
2aT b ≤ aT Xa + bT X−1b,

é assegurada, se somente seX > 0.

Demonstração: Considere o funcional do tipo Lyapunov-
Krasovskii em (10) comα > 0, P > 0, Q > 0 e Z > 0,
então a condição (11) no Teorema 1 é atendida.

Agora derivando o funcional em (10) comα > 0, em relação
as trajetórias da RNA em (8), obtém-se:

V̇ (xt) = V̇1(xt) + V̇2(xt) + V̇3(xt). (32)

com

V̇1(xt) = 2α e2αtxT (t)Px(t)

+ e2αtẋT (t)Px(t) + e2αtxT (t)P ẋ(t)

= e2αt[xT (t)2αPx(t) + ẋT (t)Px(t) + xT (t)P ẋ(t)]

= e2αt[xT (t)2αPx(t)

+ [−xT (t)A + fT (x(t))WT
0 + fT (x(t − d(t)))WT

1 ]Px(t)

+ xT (t)P [−Ax(t) + W0f(x(t)) + W1f(x(t − d(t)))]]

= e2αt[xT (t)2αPx(t)

− xT (t)PAx(t) − xT (t)APx(t)

+ fT (x(t))WT
0 Px(t) + xT (t)PW0f(x(t))

+ 2xT (t)PW1f(x(t − d(t)))]

≤ e2αtxT (t)[2αP − PA − AP ]x(t)

+ xT (t)ΣσWT
0 Px(t) + xT (t)PW0Σσx(t)

+ 2xT (t)PW1Σσx(t − d(t))

= e2αt{xT (t)[2αP −PA−AP +ΣσWT
0 P +PW0Σσ]x(t)

+ 2xT (t)PW1Σσx(t − d(t))},

(33)

V̇2(xt) = −e2α(t−d(t))(1− ḋ(t))xT (t−d(t))Qx(t−d(t))

+ e2αt xT (t)Qx(t)

≤ −e2α(t−τ)(1 − ḋ(t))xT (t − d(t))Qx(t − d(t))

+ e2αt xT (t)Qx(t)

= −e2αte−2ατ (1 − ḋ(t))xT (t − d(t))Qx(t − d(t))

+ e2αt xT (t)Qx(t)

= e2αt{−e−2ατ(1 − ḋ)xT (t − d(t))Qx(t − d(t))

+ xT (t)Qx(t)}

≤ e2αt{−e−2ατ (1 − µ)xT (t − d(t))Qx(t − d(t))

+ xT (t)Qx(t)},

(34)
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V̇3(xt) = τ e2αt ẋT (t)Zẋ(t) −

∫ t

t−τ

e2αt ẋT (s)Zẋ(s)ds

= τ e2αt[−Ax(t) + W0f(x(t)) + W1f(x(t − d(t)))]T

× Z[−Ax(t) + W0f(x(t)) + W1f(x(t − d(t)))]

−

∫ t

t−τ

e2αt ẋT (s)Zẋ(s)ds

= τ e2αt[xT (t)(−A + ΣσWT
0 ) + xT (t − d(t))ΣσWT

1 ]

× Z[(−A + W0Σσ)x(t) + W1Σσx(t − d(t))]

−

∫ t

t−τ

e2αt ẋT (s)Zẋ(s)ds

≤ e2αt

{

ξT (t)Ωξ(t) −

∫ t

t−d(t)

ẋT (s)Zẋ(s)ds

}

, (35)

sendo queξ(t) é definido no Lema 1 eΩ é definido em (27).
SubstituindoV̇1(xt), V̇2(xt) e V̇3(xt) em (32) por (33), (34)
e (35), respectivamente, obtém-se

V̇ (xt) ≤ e2αt{xT (t)[2αP − PA − AP + ΣσWT
0 P

+ PW0Σσ]x(t) + 2xT (t)PW1Σσx(t − d(t))}

+e2αt{−e−2ατ (1−µ)xT (t−d(t))Qx(t−d(t))+xT (t)Qx(t)}

+ e2αt{ξT (t)Ωξ(t) −

∫ t

t−d(t)

ẋT (s)Zẋ(s)ds}

= e2αt{xT (t)[2αP − PA − AP + ΣσWT
0 P

+ PW0Σσ + Q]x(t) + 2xT (t)PW1Σσx(t − d(t))

− e−2ατ (1 − µ)xT (t − d(t))Qx(t − d(t))

+ ξT (t)Ωξ(t) −

∫ t

t−d(t)

ẋT (s)Zẋ(s)ds}

V̇ (xt) ≤ e2αtΠ,

(36)

com

Π , xT (t)[2αP−PA−AP+ΣσWT
0 P+PW0Σσ+Q]x(t)

+ 2xT (t)PW1Σσx(t − d(t))

− e−2ατ (1 − µ)xT (t − d(t))Qx(t − d(t))

+ ξT (t)Ωξ(t) −

∫ t

t−d(t)

ẋT (s)Zẋ(s)ds. (37)

Adicionando em (37) o termo nulo no Lema 1 e qualquer
matriz semi-definida positiva como no Lema 2, segue que:

Π ≤ xT (t)[2αP−PA−AP+ΣσWT
0 P+PW0Σσ+Q]x(t)

+ 2xT (t)PW1Σσx(t − d(t))

− e−2ατ (1 − µ)xT (t − d(t))Qx(t − d(t))

+ ξT (t)Ωξ(t) −

∫ t

t−d(t)

ẋT (s)Zẋ(s)ds

+ 2[xT (t)Y + xT (t − d(t))T ]

×

[

x(t) −

∫ t

t−d(t)

ẋ(s)ds − x(t − d(t))

]

+ τξT (t)Xξ(t) −

∫ t

t−d(t)

ξT (t)Xξ(t)ds

= ξT (t) Ξ̂ ξ(t) −

∫ t

t−d(t)

ζT (t, s) Ψ ζ(t, s)ds. (38)

comζ(t, s) eΨ definidos no Lema 1 e

Ξ̂ =

[

φ̂11 + Ω11 + Γ11 φ̂12 + Ω12 + Γ12

φ̂T
12 + ΩT

12 + ΓT
12 φ̂22 + Ω22 + Γ22

]

(39)

sendoφ̂11 = 2αP −PA−AP +ΣσWT
0 P +PW0Σσ +Q+

τX11, φ̂12 = PW1Σσ + τX12, φ̂22 = −e−2ατ(1 − µ)Q +
τX22. Γ11, Γ12 eΓ22 são definidos em (14) eΩ11, Ω12, Ω22

são definidos em (27).

Então substituindo (38) em (36):

V̇ (xt) ≤ e2αt

{

ξT (t)Ξ̂ξ(t) −

∫ t

t−d(t)

ζT (t, s)Ψζ(t, s)ds

}

.

(40)
SeΞ̂ < 0, Ψ ≥ 0, garante que a condição (12) no Teorema 1
seja atendida. Note que, aplicando o complemento de Schur
emΞ̂ obtém-sēΞ em (19).

Conseqüentemente, segue que

V (xt) ≤ V (xt0), ∀ t ≥ 0,

sendoV (xt0) = V (xt)|t=0. Considerando (10), pode-se no-
tar que

V (xt) ≤ e2αtλmax(P ) ‖ x(t) ‖2

+ λmax(Q)

∫ t

t−d(t)

e2αs ‖ x(s) ‖2 ds

+ λmax(Z)

∫ 0

−τ

∫ t

t+θ

e2αs ‖ ẋ(s) ‖2 dsdθ. (41)
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Além disso, note que

∫ 0

−τ

∫ t

t+θ

e2αs ‖ ẋ(s) ‖2 dsdθ

=

∫ t

t−τ

∫ s−t

−τ

e2αs ‖ ẋ(s) ‖2 dθds

≤ τ

∫ t

t−τ

e2αs ‖ ẋ(s) ‖2 ds. (42)

Então, considerando (42), (41) pode ser reescrito da seguinte
forma

V (xt) ≤ e2αtλmax(P ) ‖ x(t) ‖2

+ λmax(Q)

∫ t

t−d(t)

e2αs ‖ x(s) ‖2 ds

+ τλmax(Z)

∫ t

t−τ

e2αs ‖ ẋ(s) ‖2 ds. (43)

Agora, fazendot = 0 em (43), utilizando o Lema 3, consi-
derando(8) e a hipótese (H), pode-se deduzir que

V (xt0) ≤ λmax(P ) ‖ x(0) ‖2

+ λmax(Q)

∫ 0

−d(0)

e2αs ‖ x(s) ‖2 ds

+ τλmax(Z)

∫ 0

−τ

e2αs[λmax(−A + W0Σσ)x(s)

+ λmax(W1Σσ)x(s − d(s))]T

× [λmax(−A+W0Σσ)x(s)+λmax(W1Σσ)x(s− d(s))]ds

≤ λmax(P ) ‖ φ ‖2 +λmax(Q) ‖ φ ‖2

∫ 0

−d(0)

e2αsds

+ 2τλmax(Z)[λ2
max(−A + W0Σσ)

+ λ2
max(W1Σσ)] ‖ φ ‖2

∫ 0

−τ

e2αsds

≤ λmax(P ) ‖ φ ‖2 +λmax(Q) ‖ φ ‖2

(

1 − e−2ατ

2α

)

+ 2τλmax(Z)[λ2
max(−A + W0Σσ)

+ λ2
max(W1Σσ)] ‖ φ ‖2

(

1 − e−2ατ

2α

)

, (44)

sendo que,‖ φ ‖, sup−τ≤θ≤0 ‖x(θ)‖.

Por outro lado, tem-se

V (xt) ≥ e2αtxT (t)Px(t) ≥ e2αtλmin(P )‖x(t)‖2. (45)

Portanto, pode-se concluir deV (xt) ≤ V (xt0), utilizando
(44) e (45), que

‖x(t)‖ ≤ ̺(α)e−αt ‖ φ ‖, ∀t > 0

com

̺(α) ,

√

η

λmin(P )
,

η = λmax(P ) + λmax(Q)

(

1 − e−2ατ

2α

)

+ 2τλmax(Z)λ2
max(−A + W0Σσ)

(

1 − e−2ατ

2α

)

+ 2τλmax(Z)λ2
max(W1Σσ)

(

1 − e−2ατ

2α

)

Então, da Definição 1, o sistema (8) é exponencialmente es-
tável. �
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