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This paper presents sufficient conditions for asymptotiequality, Neural Networks, Time-Delay.

and exponential stability of a class of artificial neural-net

works (ANNSs) subject to constant or time-varying delay an

polytope-bounded uncertainties. %ESUMO

The proposed approach is based on Lyapunov—Krasost?t? a,rtigo apresenta chdig(”)es suficientes para estatslid
stability theory, and the linear matrix inequalities (LMIs assintotica e .ex_pone_nclzlal de_ uma c_Iasse de RNAs (Redes
technique introducing slack matrices so that convex Opt{\_Ieurals Artificiais) sujeitas a influéncia de retardo no temp
mization algorithms can be used. (constante ou variante) e/ou sujeitas a incertezas patamét
cas do tipo politépicas.
Three examples with numerical simulations are performed to 3 . .
demonstrate the effectiveness of the proposed method. TheAPordagem proposta € baseada na teoria de estabilidade
first example deals with the asymptotic stability analytis, de Lyapunov-Krasovskii, e utiliza desigualdades matiscia

second one with the robust stability analysis and the last ofjn€ares (LMIs - do ingléd.inear Matrix Inequalitieintro-
with exponential stability. duzindo matrizes de relaxacdo, de modo que o0s resultados

obtidos podem ser facilmente resolvidos por meio de algorit
mos de otimizacao convexa.

Artigo submetido em 28/04/2006
la. Revisdo em 02/05/2007

52 Revisio em 24/09/2007 Trés exemplos com simulagées numéricas sao usados para

3a. Revisio em 29/02/2008 demonstrar a eficiéncia do método proposto. O primeiro
Aceito sob recomendago do Editor Associado exemplo analisa a estabilidade assintotica, o segundo a es-
Prof. Liu Hsu
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tabilidade robusta e o ultimo exemplo a estabilidade exp&ong (2003) e Wang et al. (2004). O outro conceito, leva
nencial. em conta explicitamente o retardo no tempo na formulacdo
do problema, sendo conhecido como dependente do retardo
PALAVRAS-CHAVE : Teoria da Estabilidade de Lyapunov-,q tempo: Wei and Ruan (1999), Zhang et al. (2003), Chen
Krasovskii, Estabilidade Robusta, Assintética e Exponens g). (2004), Li et al. (2004), Ensari and Arik (2005) e Zeng
cial, Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs - do in-gt 1. (2005). Conseqiientemente, os métodos independen-
glés,Linear Matrix Inequalitie}, Redes Neurais Artificiais g (o retardo no tempo, sdo adequados para tratarem apenas

(RNAs), Retardo no Tempo. sistemas sujeitos a retardo no tempo incomensuraveisr E, po
outro lado, os métodos dependentes do retardo no tempo per-
1 |NTRODUQAO mitem garantir a estabilidade do sistema, para determiado

valores do retardo no tempo, portanto este método pode ser
Este artigo aborda o estudo de uma classe de Redes Neais aplicavel.
rais Artificiais (RNASs), que podem ser vistas como sistemas o i
dinamicos. Especificamente, a classe de redes neurais re€®™ 0 .ObJe'“VO de obter metodos mqnos_conservador§§ ea
rentes auto-associativas. Atualmente, é consenso que RN}@Sessidade de se obter condicSes viaveis para se verificar a
dinamicas, tem um forte apelo em aplicagdes relacionad@gtabilidade de RNAs em situacdes praticas, 0 uso das LMIs

a reconhecimento de padrdes, problemas de otimizagéo BY Suas potencialidades em termos de convexidade, manipu-
processamento de sinais e imagem. lagGes e introducdo de relaxagGes, tornou-se uma ferrament

com forte apelo, sendo tema de diversos trabalhos: Liao et al
Desde o trabalho pioneiro Hopfield (1982), o qual mostro(2002a), Liao et al. (2002b), Chen and Rong (2003), Singh
a relacdo entre redes neurais recorrentes auto-assasiativ(2004) e em Li et al. (2004).
sistemas fisicos, uma gama de novos trabalhos apareceram na ) ) )
literatura. Entretanto, quando RNAs s&o implementadas andatando-se de sistemas fisicos, os quais usualmentersofre
logicamente, pode aparecer entre os canais de comunicaf§dncertezas, as quais podem ser causadas por variagoes dos
dos neurdnios o retardo no tempo. Sabe-se que o retardoRf§@metros, erros de modelamento, envelhecimento, ou por
tempo pode ocasionar efeitos na dinamica e no processofatores ignorados, etc. O escopo deste trabalho tambem en-
aprendizagem das RNAs, o que fortalece ainda mais um pi§ive redgs neurqis artifi_ciai.s analogicas sujeitas aiezas
blema intrinseco de qualquer sistema dinamico, que diz rég@ramétricas do tipo politopicas.

peito a quesitos de estabilidade. Os leitores interessados . . .
: . Qutro ponto do escopo deste trabalho diz respeito a estabi-
mais detalhes dos efeitos causados pelo retardo no tempo €

L . . idade ex onencial, qgue ndo é apenas um resultado teorica-
RNAs, devem consultar a referéncia Baldi and Atiya (1994). >XP que. P "
Lo ente interessante. Pois, em termos praticos, a taxa expo-
Além disso, pode ser observado nos exemplos deste trabalhg, . T . )
. s . ~ ehcial de convergéncia € usada para determinar a veloci-
especialmente no primeiro, como a incorporacéo do retardg R . - .
P o ade de coOmputos neurais, sujeitas a quaisquer transforma-
no tempo influéncia a estabilidade das RNAs, o que pode - . . S
N G ) - ¢coes. Assim, é possivel determinar uma estimativa do tempo
causar fendbmenos oscilatérios ou instabilidade.

em gue a RNA leva para se estabilizar, sendo esse um indice

O primeiro estudo da influéncia do retardo no tempo effie desempenho.
RNAs foi em Marcus and Westervelt (1989), seguido por,

Gopalsamy and He (1994a), que consideraram a introd%).-ObJet'VO deste artigo, é propor métodos de analise de esta-

~ . . - Dili nden retardo n m ra uma cl
¢do de diferentes retardos no tempo em diferentes canalsgdedade dependentes do retardo no tempo, para uma classe

T A e RNAs, que podem apresentar parametros incertos e esta-
comunicacao, e por Joy (1999), no qual foi adicionado ao T )
rem sujeitas a retardo no tempo, constante ou variantee Nest

modelo também, informagé&o sobre a propagacgéo instantané -
& propagag ifahalho desenvolvem-se abordagens para a analise da esta-

dos sinais. bilidade assintética e exponencial. O método propostde par

Com o aumento crescente de estudos nesta area, gerou-séfhdma técnica apresentada em Wu et al. (2004), na qual ma-

literatura dois conceitos sobre estabilidade em RNAs -sujdfiZ€s de parametros livres sdo introduzidas nas LMIs, sem

tas a influéncia do retardo no tempo. O primeiro, que ngBcluir qL,Januer dinamica adicional ao sistema, permiind

inclui qualquer informac&o sobre o tamanho do retardo rf§#€ 0 método seja pouco conservador.

tempo, é conhecido como independente do retardo no tem&o: S . A
inalmente a eficiéncia do método proposto é verificado por

Marcus and Westervelt (1989), Roska et al. (1992), Roska . ~ o .

et al. (1993), Gopalsamy and He (1994a), Gopalsamy aeio de trés exemplos. Neste artigf6” sobrescrito repre-

. senta transpostdy/ > 0 (< 0) significa que a matria/
He (1994b), Ye et al. (1994), Zhang (1996), Liao and J.YU definida positiva (Negativa) Bnax (-) (min () denota o

(1998), den Driessche and Zou (1998), Liao and Yu (1998§’utovalor maximo (minimo) do argumerto
Joy (1999), Joy (2000), Arik (2000), Cao (2000), Chen an 9 '
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2 PRELIMINARES Neste trabalho, é considerado que o retardo variante no
tempod(t), seja, diferenciavel, positivo e limitado, portanto

John Hopfield (1982) mostrou que € possivel relacionar redgge satisfaca as seguintes condicdes,

neurais artificiais recorrentes com sistemas fisicos, o m .

de um “simples” circuito analégico, no qual, cadésimo 0<d(t) <, d(t) <pu<1, (5)

neurdnio é representado por um circuito linear que consiste

de um resistoRz;, um capacitor’;, uma fonte de correntg sendor e . constantes.

e uma funcéo de ativacao ndo-lineagge). Entre o canal de . ~ . .
¢ ¢ bele) Sabendo que, neste artigo séo utilizadas abordagens do tipo

comunicacao de untésimo neurdnio e urirésimo neuro- ) , . . .
¢ o LMI. O sistema (4) é reescrito de forma mais apropri-

nio h4 uma condutancia,;; = 1/R;; e 0S neurdnios séo L
. . ~ iy da, fazendo as mudancas de variaveis:= 1/(R;C;),
conectados através de uma juncéo aditiva de corrente. As- & @S /(BiCi)

sim, aplicando 4ei de Kirchoff das correntes nesse circuito,’ - i’ omwy = wi/Ciy iy j =1, neli = L/Cy,
chega-se a seguinte equacéo diferencial, PE L

Assim, a rede neural com retardo variante no tempo aom

dvi(t)  wt) 1< I; neurdnios é equivalente a:
a C.R, + C jzlwwgz(vz(t)) + Ci, ] (t>
- v
i=1,2,....n (1) o = A&+ Wog(u(t) +Wig(o(t—d(1)) +1, (6)
No trabalho pioneiro de Marcus and Westervelt (1989 qual,v(t) = [vi(t),v2(t),...,va(t)]T € R™ é o ve-
introduziu-se um retardo no tempo constante 0 em (1), tor de estados da rede neurdl, = diag(a1,as, ..., an)
obtendo, € R™*™ é uma matriz diagonal com elementos positi-
vos, a; > 0, Wy = (w;) € RV™ e W, = (wj;)
dv; (1) vilt) 1 & B I; € R™*" s&o pesos de conex&o da matriz e os pesos de co-
i OR + o Zwijgi(vi(t -7))+ Ik nex&o da matriz com o retardo, respectivamegte(t)) =
A Z (91 (01.(1)), 92(v2(1)), ... gu(va (1))]7 € R™ € @ fungao de

i=1,2,..,n. (2) ativacdo dos neurdnioscomi0) =0el = [I1, I, ..., I,]"
€ R™ é um vetor constante.
No entanto, ao contrario do sistema descrito em (1), o sis-
tema (2) tem um comportamento dindmico mais realistico@utra caracteristica importante sobre a RNA em (6), diz res-
complicado, devido a incorporacao do retardo no tempo. ERito a existéncia e unicidade da solugdo. Portanto, pa&ra qu
Joy (1999) um novo termo foi considerado, de forma qu&€ssa RNA tenha uma solugéo e que esta seja Unica, certas
além do retardo no tempo na propagacio dos sinais, o nigstricdes sdo impostas as suas fungbes de ativagdo)).

delo da RNA inclui informagc&o sobre a propagacao instant®ara que exista uma solucéo, é suficiente gug-)) seja
nea dos SinaiS, sendo este um modelo mais geraL continua em todos seus argumentos. Entretanto, esta restri

¢do sozinha ndo garante a unicidade da solucdo. Portanto,

dv; (t) vi(t) 1 &, para que isto acontega, é imposto gie satisfaca a condi-
@~ R TG 2 e () cao:
LN~ IO 9;(v1) = g;(v2)
+azwmgz‘(w(t—7))+57 i=12..,n (3) 0< =L~ T2 <5, Vo, €R, (7)
[ j=1 [ V1 — V2

. , L. comuvy,va € R, v1 # vg, 05 € RY, ¢;(0) = 0,
Outra dificuldade é que, ao contrario de apresentar um re-_ 1,2,....n. A demonstracio dessa afirmacéo é encon-

tardo constante, muitas redes neurais ha pratica podem e%tgda em Zhang (2003). Além disso, note que a condicio em
sujeitas a retardo que varia no tempo. Dessa formgt “ (7) é Lipschitz '

7)" em (3) é reescrito comov;(t — d(t))", obtendo-se,
Hipoteses do tipo setor para funcfes de ativacdo sao usu-

dvi(t)  wi(t) 1 < o almente consideradas em trabalhos da literatura, como em:
@ - orte Z w;;9i(vi(1)) Roska et al. (1992), Arik (2000), Cao (2000), Chen and Rong
=1 (2003), Zhang et al. (2003), Chen et al. (2004), Li et al.
1 - e L (2004), Ensari and Arik (2005) e Zeng et al. (2005). Além
+ C; Zl wijgi(vit — d(t))) + . 1=12..,n disso, para maiores detalhes sobre especificacdes e desempe
]:

nho de diferentes funcdes de ativacdo, as seguintes referén
(4)  cias sdo indicadas Morita (1993) e Morita and Amari (1993).
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A seguir, o ponto fixop*, do sistema (6) é deslocado para
a origem, por meio da transformacéo~= v — v*. Como V(xy) = Vi(ag) + Valay) + Va(ay), (10)
resultado dessa transformacao, é considerado o estudo das
estabilidades assintotica e exponencial de RNAs com porﬁBm
fixo na origem. Sendo, o objeto de estudeste artigo apre-

A 2at,T
sentado a seguir, Vi(zy) £ 2T (t) Px(t),

ot
#(t) = —Aa(t) + Wof (a(t)) + Wi (a(t — A1), (8) %@”Aldmgmﬂ“W“W&
sendo quer = [z1,79,...,7,])T € R™ é o vetor de es- A [0 s - .
tado do sistema trlanSQformado,féx) = [fi(z1), fa(z2), Va(ze) = /_T /t+9 e** it (s) Zi(s)dsdo,

oy ()] € R™ com fi(zi) = gi(zi + vf) — gi(v]),
i = 1,2,..,n. Enquanto o retardo no tempdyt), € vari- sendoP = PT,Q = QT,Z = Z* ea > 0 um escalar. O
ante, diferenciavel, positivo e limitado. escalary, define se esse funcional seré utilizado para obter
métodos de estabilidade assintética ou exponencialppara

~ L o . 0 %stabilidade assintéticace> 0 estabilidade exponencial.
funcdo de ativacag(-) € limitada, crescente e satisfaz a se-

guinte condic&o. No funcional (10), o objetivo em considerar o teri¥igz;)

€ obter um método que leve em conta um limitante superior
para taxa de variacdo do retardo no tempem (5). Entre-
tanto, explicitar na formulacdo do problema apenas o limi-

Hipotese (H)A funcéo de ativacad(-) é limitada e satisfaz:

fi(x) tanteu, ndo é suficiente para se obter um método dependente
0< < 75 ) do retardo no tem i i i e
m po. Assim, o motivo de considerar também
sendog €R,0; € RY, £;(0)=0,j =1,2,...n R o termoVs(z;) € justificado, pois com esse termo é possivel
) J 1 J ] - ] — g Ly ey .

explicitar na formulagéo do problema o limitante superior d
Note que a condigado anterior é obtida fazende-  +v* e  retardo no tempao; em (5).
vy = v* na condicdo em (7). ] ] .
No entanto, neste artigo € considerada uma forma alteanativ
A seguir, algumas ferramentas matematicas utilizadas sfiara atender as condigdes impostas pela teoria de Lyapunov-
apresentadas. Os leitores interessados em mais detathesgasovskif, pois é considerado um funcional quadréatico e
bre andlise de estabilidade, principalmente considersisdo limitado. Nesse caso, as condi¢des impostas pela teoria
temas sujeitos a retardo no tempo via andlise funcional séle Lyapunov-Krasovskii podem ser reformuladas em uma
encorajados a consultarem as referéncias Hale and Lufi@ma restritiva, como apresentado no proximo Teorema.
(1993) e Gu et al. (2003).
. Teorema 1 Gu et al. (2003, p. 150). Um sistema sujeito a
A obtencdo dos resultados propostos se fundamenta em Wirardo no tempo é assintoticamente estavel se existir o fu

lizar a teoria de estabilidade de Lyapunov-Krasovskii, QUgonal de Lyapunov-Krasovskii quadratico e limitadéa, ),
corresponde a extensdao do método de Lyapunov para tférque para algum > 0, satisfaz-se

tar sistemas sujeitos a retardo no tempo. Basicamente, esse
método requer a construcdo de um funcional de Lyapunov- Vieg) > el z(t) ||? (11)
Krasovskii que seja limitado e que leve em conta ndo s6 a
evolugao temporal do sistema em questdo, como também gesua derivada ao longo das trajetdria do sistema satisfaz
histdrico temporal. .

, _ , V(ze) < — | z(t) || - (12)
Neste artigo adota-se o seguinte funcional de Lyapunov-
Krasovskii, quadratico e limitado, selecionado de forma sSendo quey; corresponde ao valor de(t) no intervalo
milar como apresentada em Palhares et al. (2005): [t — 7, t], parar > 0.

IDevido a natureza das RNAs, como sistemas paralelos distaib
comppstos por unl(jades de prpces~samento, essas possue}granda Demonstragéo:Veja Gu et al. (2003, p. 150)_
quantidade de canais de comunicacéo, que podem possuantife com-
primentos, que interligam diferentes unidades de prooess@. Portanto, .. , - -
um modelo mais realista para RNAs deve considerar difesergtardos Tendo, como Objet'VO métodos de ana_'l'se de estabilidaee for
no tempo para os diferentes canais de comunicacio. Entretmesar da mulados em termos de LMIs, que sejam pouco conservado-
classe de RNAs considerada como objeto de estudo destesetigujeitaa res. Uma técnica considerada anteriormente em Wu et al.
um retardo no tempai(¢) < 7) igual em todos os canais de comunicagéo
0s métodos obtidos aqui podem ser facilmente estendidosha Bjeitas a 20 teorema de estabilidade de Lyapunov-Krasovskii podersemgrado
mlltiplos retardos no tempa{(¢t) < 7; parai = 1,...,n). em Gu et al. (2003, p. 12).
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(2004), também é utilizada aqui. Nessa técnica, arelagio éh RESULTADOS PRINCIPAIS

tre 0 estado no instantee o estado atrasado, assim como a

dependéncia explicita do retardo no tempo podem ser intrJesta secéo, sdo propostos metodos de analise das esta-
duzidas na analise da estabilidade, considerando a formtiiidades assintética e exponencial para RNAs descritas
de Leibniz-Newton e matrizes de relaxacéo. Esta estraéégi&Omo em (8) sujeitas a retardo variante no tempo e/ou a
detalhada no préximo Lema, que nao é explicitamente apri@certezas paramétricas do tipo politopicas. Um dos passos

sentado na forma de Lema em Wu et al. (2004).

Lema 1 Para quaisquer matrize§” e T' com dimensdes
apropriadas, o termo nulo

2 [2" ()Y + 2T (t — d(t))T] x

[w(ﬁ) - /td(t) x(s)ds — x(t — d(t))} =0, (13)
€ equivalente a
oren - [ orna=o
com
x(t)
A l’(t) A
2| | s 2 | e -dw) |,
gy )
a | T T Y+Yr —y+4+17
= [ I'T, To ] - [ ~YT4+T -T-717 ]
0 0 -Y
e Y| 0 0 -T (14)
YT 1T 0
O

O Lema a seguir, € utilizado para que os resultados propostos

possam ser formulados em termos de LMIs.

principais € adicionar o termo nulo apresentado no Lema 1
na derivada do funcional de Lyapunov-Krasovskii, para
se obter condicBes dependentes do retardo. O primeiro
resultado, i.e., estabilidade assintética, € apresentado
teorema a seguir, o qual pode ser facilmente verificado por
meio de ferramentas computacionais baseadas em LMIs.

Teorema 2 Dados os escalares > 0 e u < 1, limitan-

tes para o valor do retardo no tempo e sua taxa de varia-

¢ao, respectivamente, e suponha que a hipdteseseja sa-

tisfeita. O sistema (8) é assintoticamente estavel sei-exist

rem matrizes simétricas definidas positivasQ e Z, X =

[ X1 X2
XL Xoo

sOes apropriadas, tais que as LMIs abaixo sejam satisfeitas

} > 0, e quaisquer matrizes e 7' de dimen-

p11+Y +YT G- Y+TT r(—A+S.WJ)Z
= = T, - YT +T oo — T =TT S, Wlz ,
TZ(—A+ WpXs) TZW13, —77Z
=<0 (17)
e
X1 X2 Y
U = XlT2 Xoo =T | 20, (18)
-y 1T 7

comeiy = (—A+S, W) P+P(—A+WoX,)+Q+7X11,

Lema 2 - Wu et al. (2004) - Para qualquer matriz semi-¢12 = PW1Xs +7X12, o2 = —(1 = p)Q +7X22 €3, =

X1
Xty

X12

definid itivaX =
efinida positiv { Xoy

gualdade se mantém:

€T (1) XE(t) — /

t—d(t)

} > 0, a seguinte desi-

t

¢H(t)X¢E(t)ds >0, (15)

come(t) = [e7(t) 2T (¢ — d(t)))". 0

diag(o;), parai,...,n, sendoc; limitantes superiores em
9). [ ]

Demonstracao:Veja apéndice, secédo A.1.

O segundo resultado obtido, diz respeito a um método de
analise de estabilidade exponencial para RNAs sujeitas a re
tardo no tempo. Sendo este, apresentado a seguir.

Finalmente, a definicdo a seguir apresenta a propriedade de

estabilidade exponencial.

Definico 1 Considere os escalares> 0 e p(«) > 0, tais
que:

| 2(t) I1< o(a)e" (

o sistema (8) é exponencialmente estavel, sendoamado
de grau de estabilidade exponencial. ¢

sup
—7<60<0

| z(0) |> , Vvt >0 (16)

Revista Controle & Automag&o/Vol.19 no.2/Abril, Maio e Jun

Teorema 3 Dados os escalares > 0 e 4 < 1, limitantes
para o tamanho do retardo no tempo e sua taxa de variagao,
respectivamentey > 0, grau de estabilidade exponencial e
suponha que a hip6tegél) seja satisfeita. O sistema (8)
€ exponencialmente estavel se existirem matrizes siragtric
definidas positivad, Q e Z, X = { XlTl X1z } >0e

X&Q XbQ
matrizes com dimensfes apropriadés T tais que a LMI

ho 2008 119



em (18) e a LMI abaixo sejam verificadas: semi-definida positiv& em (2), e quaisquer matrizése T'
de dimens0@es apropriadas, tais que as LMIs (17) e (18) sejam

= 4§1T1 tY+ YT o — Y+T; T(—A+ EGTWOT)Z satisfeitasy 7 = 1,..., N, comA, Wy, W; tendo o indice
== 1o =Y +T ¢22 —T =T TS W Z ey 5 —
TZ%iA + Woks) TZW1E, 7TZ1 , SUbSC”tOZ' = 1’ Y N. n
=<0 (19

De maneira similar, o Teorema 3 pode ser estendidos para
comag =2 PH—A+S, W) P+P(—A+Wo X, HQ+7 X1,  tratar sistemas incertos sujeitos a retardo no tempo. 8snpl

h12=PW1Ss4+7X12, oo =—€297(1—1)Q mente verificando as condi¢des LMIs no Teorema 3, para to-
+ 7X9 %, = diag(o;), parai, . .., n, sendar; limitantes  dos osN vertices do politopd.
superiores em (9). |

4 ESTUDO DE CASOS

Demonstracao:Veja apéndice, secédo A.2. . . . . )
Nesta secéo, trés exemplos numéricos sédo estudados a fim de

Por fim, sendo a Gltima contribuicdo deste artigo, € mostragwidenciar as potencialidades dos métodos propostos.

como os Teoremas 2 e 3 podem ser estendidos para o caso de

analise de estabilidade robusta quando as matrizes dmaisté=xemplo 1 Babcock and Westervelt (1987) estudaram uma
n3o sio exatamente conhecidas. RNA de dois neur6nios com dois retardos no tempo:

= —x1(t) + artanh[zy(t — 11)]

= —x2(t) + astanh[z(t — 12)] (22)

. . dzy
Neste caso, é considerado que as incertezas do modelo per- { £
tencem a um dominio politdpico. Suponha que as matrizes dt

do sistema (8) s&o reunidas na matriz: sendo que;, a2, 71 € 7> S0 constantes positivas.

SE[A W, Wi]. (20) Em Babcock and Westervelt (1987) foi mostrado que quando
ai1as < —1 et + 7 é limitado por um determinado valor, a
Entdo, as matrizes do sistema incerto em (8) pertencem a @iyem do sistema (22) é estavel. Quando a soma dos atrasos
dominio politépicoP: se incrementa até um valor critico, a origem se torna inkstave
e a rede oscila em um ciclo limite.

N
Pi {8(7) € R : S(y) = Z%Si; Wei and Ruan (1999) confirmaram a andlise apresentada em
i=1 Babcock and Westervelt (1987) e mostraram que a RNA é

N estavel considerando, e.gy, = 2, a2, = —1.5e7 + 7 <
v >0,i=1,...N; Z%—zl , (21) oas.
=1

Considerando um caso ligeiramente modificado epm
variantes no tempo, i.ey = di(t) e » = da(t). E além
Entdo, por meio do conceito de estabilidade quadratica, aqu-ssf)' impondaiy (t) = d(f) < 7 edi(t) = da(t) < p.
plamente utilizado na literatura, que garante a estakidida=nta0: escolhendo, = 2 eay = —1.5, pode-se obter o
do sistema para todo dominio de incerteza independentegI°r retardo no tempo, considerando a rede neural (8),
qualquer tipo de variacdo dos parametros incertos. Esse rfi@M as seguintes matrizes,

sendo qué;,i = 1,..., N, denotam os veértices do politopo.

todo é fundamentado em garantir a estabilidade do sistema 1 0

em todo dominio de incerteza baseado na escolha de um funA4 = [ 0 1 } , Wo=0,

cional de Lyapunov-Krasovskii fixo. 0 ) Lo
Contudo, pode-se apresentar o teorema a seguir que estabe- W = [ -15 0 ] » Yo = [ 0 1 ] '

lece condig¢des suficientes para estabilidade robusta dsRNA

com retardo no tempo e incertezas no modelo, extens&o fAgjicando o Teorema 2 obtém-se os resultados apresentados
Teorema 2 para sistemas incertos. na Tabela 1. Note que pada(t) = do(t) = 7, i.e., com taxa

de variacaqu = 0, obtém-se o retardo no tempo méaximo
Teorema 4 Considere o sistema incerto (8) cdity) € P. » — (.4283. A Tabela 1 apresenta também os resultados para

Dados os escalares> 0 e u < 1, limitantes para 0s va- g retardo maximo, se eventualmente, o retardo for variante n
lores dos retardos no tempo e suas taxas de variagoes, kggipo.

pectivamente, e suponha que a hipotgde seja satisfeita.
O sistema incerto € robustamente estavel se existirem-matkifigura 1 ilustra quando a bifurcacdo de Hopf ocorre. Note
zes simétricas definidas positivEBs(Q e Z, matriz simétrica que é muito préximo ao valor encontrado para o retardo no
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. o Tabela 2.
Tabela 1: Maximos retardos no tempo permissiveis (Exem-

plo 1).
1 0 05 09 Tabela 2;: Maximos retardos no tempo obtidos para o Exem-
7 | 0.4283] 0.2891| 0.2886 plo 2.
] 0 0.5 0.9
7 | 1.0152| 0.8820| 0.7799

Exemplo 3 Este exemplo considera a mesma RNA estudada
no exemplo 1. Aplicando o Teorema 3 obtém-se os resulta-
o1 oz 03 o4 o5 o6 07 08 09 1 dos apresentados nas Tabelas 3, 4 e 5 que mostram os graus
’ de decaimento exponencial, para um determinado limi-

15 tante superior para o retardo no tempoSendo que, as Ta-
belas 3, 4 e 5 foram obtidas para a taxa de variagcdo do retardo
w=0,u=0.5epn=0.9, respectivamente.

Nas figuras a seguir, Figuras 2-5, sdo apresentadas as res-
postas temporais da rede para os decaimentos exponenciais
apresentados na Tabela 3.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
7

Figura 1: Diagrama de bifurcacdo parae x, respectiva- Tabela 3: Graus de estabilidade exponenciabara os re-
mente, fazende como parametro de controle, cgm= 0. tardos no tempo com = 0 (Exemplo 3).
A linha vertical marcar = 0.4283. -1 011 021 03] 04

a | 0.68| 0.37| 0.16 | 0.02

0.4283
0.00006

tempo méximo admitido, i.er; = 0.4283, o que sugere que

0 método apresentado € bastante eficiente.

Exemplo 2 Este exemplo trata da andlise da estabilidade rél’_abela 4. Graus de estabilidade exponenciapara os re-
g : : rdos no tempo com = 0.5 (Exemplo 3).

busta para uma rede neural (8) sujeita a incertezas parame%

cas com 64 veértices, que pode ser representada pelas matri- 7]101)02]0.2891
zes: «a | 0.67| 0.34| 0.0001
A [0 2.87}’14 {o 2.87 |’
Tabela 5: Graus de estabilidade exponenciahara os re-
A® |2 0 Aw |40 tardos no tempo com = 0.9 (Exemplo 3)
0 293 | 0 293 | po com = 0. PI0 9.
] 7| 0.1 | 0.2 | 0.2886
v |04 0 2 |16 0
Wy = [ 0 1.8 | Wy™ = [ 0 1.8 | «a | 0.67| 0.34| 0.0003
(3) 04 O 4 | 16 O
W= 9 22| Wo'= [ 0 22|
w® — L1 0 w® — _ 0.9 0 5 AGRADECIMENTOS
! |1 13 ] ! 1 13 ]
- (11 0 ] W 09 0 Este trabalho recebeu o apoio das agéncias CNPg, CAPES e
o107 vt 1 07 ]’ FAPEMIG.
o 10 -
€2 =19 1 | 6 CONCLUSAO

Aplicando o Teorema 4 para a andlise da estabilidade robustaste artigo discutiu-se o problema de estabilidade &ssint
obtém-se o retardo no tempo maximo, como mostrado tiga e exponencial em uma classe de RNAs (Redes Neurais
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15 20 25

tempo

15 20 25

Figura 2: Resposta temporal da RNA com= 0.1 (traco
continuo) e decaimento exponencial cam= 0.68 (ponti-
Ihado) parau = 0.

15

Figura 3: Resposta temporal da RNA com= 0.2 (trago
continuo) e decaimento exponencial cam= 0.37 (ponti-
Ihado) para: = 0.

tempo

Figura 4: Resposta temporal da RNA cam= 0.3 (traco
continuo) e decaimento exponencial cam= 0.16 (ponti-
Ihado) parau = 0.

15

L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

tempo

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
tempo

Figura 5: Resposta temporal da RNA com= 0.4 (trago
continuo) e decaimento exponencial cam= 0.02 (ponti-
Ihado) para: = 0.

Artificiais) sujeitas a influéncia de retardo no tempo (congsplicados para avaliar a influéncia do retardo no tempo e/ou
tante ou variante) e/ou incertezas paramétricas do tipo e incertezas paramétricas em uma classe de RNAs imple-
litépicas. Condlgpes suficientes, dependentes do retardo pentadas analogicamente, ou considerando um quesito de
tempo, foram obtidas em termos de LMIs. projeto, os métodos propostos poderéo auxiliar um pregetis

. 4 escolher uma determinada classe de amplificadores opera-
Os resultados obtidos nos exemplos sugerem que 0s méfo-" . . . A

e X . clonais, ou até mesmo, aimplementar RNAs com parametros

dos propostos séo eficientes e que é possivel encontrar uma . eis
boa aproximacédo para 0 maximo retardo no tempo que ga- '
rante a estabilidade assintética, além do grau de decament .
exponencial da solucéo, o qual pode ser utilizado como urda  APENDICE

estimativa do tempo de acomodacédo de RNAs. o
Neste apéndice sdo apresentadas as demonstracdes dos teo-

Em questfes praticas, os métodos desenvolvidos poderdoregnas propostos.
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A.1 Demonstracdo do Teorema 2

Demonstracdo: Considere o funcional do tipo Lyapunov-
Krasovskii em (10) conx = 0, P > 0,Q > 0e Z > 0, T T T T
entdo a condicdo (11) no Teorema 1 é atendida. =7l (O)(=A+ BNy ) +a7 (T —d(t) 5 Wi ]

Z[(—A+ WoXe)x(t) + WiX,x(t — d(t))]
Agora, derivando o funcional em (10) cam= 0, em relagéo

t
as trajetorias da RNA em (8), obtém-se: - / T (s)Zi(s)ds
t—7
Vi) = Vize) + Va(ze) + Va(ze), (23) < 2T ()7 (—A+ oW Z(— A+ WoS, )t
com +al (O r(—A+Z,Wy)

Vi(ze) = o7 (t) Pi(t) + 27 (t) Pa(t)

)
Z(Wi, ) (pd@)
) |
— o (t) Pl Ax(t) + Wof(@(t)) + W1 f(x
[

(=
(
2 (t = d(t) 7 (S W) Z(— A+ WoEo)a(t
2T (t — d(t) (S W) Z(W1 )z (t — d(t)

(¢t~ ae)) t
L) + Wo S (a(0) + W (ot — d)]T Pl L
= TP As(t) + Wo (o) + WS (alt — (1)

LA+ W + 17l d) WPt

= —a"(t)[PA+ APx(t) + [T (x(t))Wy Px(t) o
+ wT(t)PWof(w(t)) + 2T (OPW f(e(t - d(r)))  GUe € equivalentea
< —aT(t)[PA+ AP)x(t) + 27 ()2, W Px(t)
+ 2T () PWo X (t) + 227 (t) PW  Spx(t — d(t))
=27 (t)[-PA - AP + S, W{ P 4+ PW,%,]x(t)
+ 22T () (PW S, x(t — d(t)),

Va(zr) < €T (H)0£(t) — /t d(t)JbT(s)ch(s)ds, (26)

(24) comé(t) definidono Lema 1e

Vo(z,) = —(1=d(t)2" (¢=d(t) Qu(t—d(t))+a™ (t)Qx(1)

=T AN~ ) 4O, B
12 22
V1 =7(—A+ S, WD Z(—A+ WoX,),
. Vo = 7(—A+ S, W Z(W1%,), (27)
Va(zy) = 7T () Za(t) — /ti T (5)Zi(s)ds Qa2 = 7(Z, W) Z(W1%,).
= 7[=Ax(t) + Wo f(x(t)) + Wif(z(t — d(t)))]
2= Ax(t) + Wo f((t) + Wi f(2(t — d(1)))] Adicionando em (23) o termo nulo apresentado no Lema 1,
B toop . e qualquer matriz semi-definida positiva como no Lema 2,
/ 7 (5)Z&(s)ds obtém-se:
t—7 .
= r[=a" (O A+ fT (@)W + 1 ((t - d(t) W]

Z]-Aa(t) + Wof (@(t)) + Wi f(a(t - d(1)))] Voo < Then < a4 (o
-/ _ A7 (s) 2 (3)ds +2 (OF + 270 d(1)7)
< [T (1) A+ 2T (OZ,WT + 2 (¢ — d(t)S, W) Xz (t) - /t gy s =t = d(t))]
2 A0+ WoSBan(t) W Eeelt = o) +reT (BXE(L) — / wxeds.
t—d(t)

t
—/ T (s)Zi(s)ds (28)
T SubstituindoV; (z;), Va(z;) e Va(z,) em (28) por seus limi-
tantes dados em (24), (25) e (26), respectivamente, resulta
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em:

V(zy) <2T[-PA— AP+ S,WIP + PW,%
+ 22T () PW1 S, 2 (t — d(t))

= (L= pa®(t = d(t)Qz(t — d(t)) + 2™ (t)Qux(t)

<0060 [ a0z (s)ds
a1

ola(t)

+ 20T ()Y + 2T (t -

X [x(t) - /td(t) x(s)ds — x(t — d(t))}

e xew - [ € xends
29)

Logo, reescrevendo a desigualdade anterior na forma quadra [~z (1) A + fT (x())WT + f7 (x(t —

tica, obtém-se:

t
V(w) < ET(1)ZEE®1) — / " ¢T(t, s)W((L, s)ds.  (30)
t—d(t
sendo((t, s) e ¥ definidosnoLema le
& _ ¢11 + Q11 + T d12+ Q12 + T2 (31)
- JrQ +F P22 + Qoo + oo

comepy; = —PA— AP+ S, WIP+PWoE, +Q+7X11,
pr12 = PW1E,+7X12, 020 = —(1—p)Q+7X22. T'11, 12
el'2s sdo definidos em (14)@11, 212, 22 s80 definidos em
(27).

SeZ < 0, ¥ > 0, garante que a condi¢do (12) no Teorema
i Finalmente, aplicando o complemento
de Schur ent obtém-se= em (17). Portanto, a origem

1 seja atendida.

Agora derivando o funcional em (10) caim> 0, em relagéo
as trajetérias da RNA em (8), obtém-se:

V(1) = Viwe) + Va(we) + Va(w). (32)

com

Vi(zy) = 20 22T (t) Pa(t)

+ 23T () Pa(t) + et a” (t) Pa(t)
zT(t)2aPx(t) + &7 (t)Pa(t) + T (t) Pi(t)]
2ot T (1) 2aPa(t)

— eQat[

a(0) W1 Pa(t)
+ ol ()P[—Ax(t) + Wof ((t) + Wi f(a(t — d(t)))]
= 22T (t)2aPx(t)

— 2T (t)PAx(t) — x7 (t) APx(t)

+ fT(x@)W{E Px(t) + 2T (t)PWo f (z(t))
22T (1) PW, f(a(t — d(1)))]
< T (t)[2aP — PA — AP)z(t)

2T (S, W Pa(t) + 27 (t) PWoX,a(t)
+ 22T () PW, Spx(t — d(t))
= 2T (t)[2aP — PA— AP+, W{ P+ PWyX,)x(t)
+ 22T (1) PW 1 Spx(t — d(t))},
(33)

do sistema (8) € assintoticamente estavel se as LMIs em

definidas no Teorema 2 forem satisfeitas. O

A.2 Demonstracdo do Teorema 3

O seguinte lema é utilizado na seguinte demonstracao.

Lema 3 Para quaisquer vetoresb € R"™, a seguinte desi-
gualdade

20T < a"Xa+bT X 10,

€ assegurada, se somenteXse- 0.

Demonstracao: Considere o funcional do tipo Lyapunov-

Krasovskii em (10) cor > 0, P > 0,Q > 0eZ > 0,
entdo a condigdo (11) no Teorema 1 é atendida.
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V2($t) =

—e2ali= d<t>>(1 d(t)z” (t—d(t))Qxz(t—d(t))
)

2at T t Ql’(t)

< _ 2a(t T)( ( ))$T(t

d(t))Q(t — d(t))

e 2T (1)Qu(t)

—62%—2“( d(t))a” (t — d(t)Qu(t — d(t))
+e* 2T (H)Qx(t)

="~ 6’2‘"( —d)z" (t — d(1))Qu(t — d(t))
+a’ (H)Qux(t)}

SeQ“t{—€_2M( pat (t = d(t))Qu(t — d(t))
+aT (H)Qu(1)},

(34)
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Va(z,) = 7 €2 &7 (t) Zi(t) — /t et i1 (s)Zi(s)ds

= 7 e[~ Ax(t) + Wo f(x(t)) + Wi f(a(t — d(1)))]"
Z[=Aw(t) + Wo f(x(t)) + Wif(x(t — d(t)))]

t
- / e?t i1 (s) Zi(s)ds
t—r

2T () (—A+ S, W) + 27 (t — d(t)S, W]
Z[(—A+ WoXe)z(t) + WiSea(t — d(t))]

t
- / et i1 (s) Zi(s)ds
t—T

. e2ozt[

< 2ot {fT(t)Qﬁ(ﬁ) _/td(t) ng(s)ZJb(s)ds}, (35)

sendo qué(t) € definido no Lema 18 € definido em (27).
SubstituindoVy (x;), Va(z:) € V3(z:) em (32) por (33), (34)
e (35), respectivamente, obtém-se

V(zy) < 22T (t)[2aP — PA— AP + S,WI'P
+ PWoE,Ja(t) + 227 (t) PWi S,x(t — d(t))}
+€2at{7€ 2047( ) ( ( ))Q:C(t d( )) (t)Q‘T( )}

2T (HOL(t) — / i () Zik(s)ds)
t—d(t)
=2 2T (t)[2aP — PA— AP + S, W{ P
+ PWoE, + Qla(t) 4 227 () PW1 S, (t — d(t))
— e (1 — e (¢ — d(£))Qu(t — d(1)
+TW0s0 - [ () Zi(s)ds)
t—d(t)

V(zt) < eI,
(36)

com

T2 27 (t)2aP—PA-AP+X,WT P+PWoX,+Qz(t)
+ 22T () PW1 S,z (t — d(t))

— e (1= pla’ (t - d(t))Qu(t — d(1))

+ T (1)Q(t) — /t an i (s)Zi(s)ds. (37)
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Adicionando em (37) o termo nulo no Lema 1 e qualquer
matriz semi-definida positiva como no Lema 2, segue que:

I < 27 (t)[2aP—PA—AP+X, W] P+PWyX,+Q]x(t)
+ 22T () PW1 S, 2 (t — d(t))
—e 2T (1 = p)a (t —d(1))Qu(t — d(t))
+§ﬁmaw—/ i (s) Zii(s)ds
t—d(t)
d(t))T]

+ 22T ()Y + 2T (t -

x |x(t) — z(s)ds — x(t — d

[(t) [ #ois <t>>]

1T (1) XE(t) / €7 (1) XE(t)ds
t—d(t)

t
— T Eelr) - / CT(t,$) W C(t,s)ds.  (38)
t—d(t)

com((t,s) e U definidosnoLemale

—_
(—
— =

sendopy; = 2aP — PA— AP+ X, W P+ PWS,+Q +
TX11, p12 = PWiS, + 7X12, 2o = —e —207(1 — )@ +
7X99. 111, "2 €199 sao definidos em (14)@11, 12, Qoo
séo definidos em (27).

<Z§12 + Q2+ To
@22 + Qoo 4+ T'an

qu + Qi+

o+ 0L, + 17, (39)

Entéo substituindo (38) em (36):

V() < e {ST(t)éé(t) - / o ¢T(t, s)W((t, s)ds

R (40)
Se= < 0, ¥ > 0, garante que a condi¢do (12) no Teorema 1
seja atendida. Note que, aplicando o complemento de Schur
em= obtém-s& em (19).

Consequentemente, segue que

V(.Z‘t) S V(l‘to), Vit Z 0,

sendoV (z49) = V(x¢)|t=0. Considerando (10), pode-se no-

tar que

V(ze) < Anaa(P) || 2(t) ||

+ Amaz (Q) / t

t—d(t)

0 t
+ Amaz(Z) / / e || i(s) ||? dsdf. (41)
—7 Jt+0
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Além disso, note que

0 t
/ / e || &(s) ||* dsdf
—7 Jt+6
t s—t
:/ / e || 2(s) ||* dods
t—1 J—1

t
<r [ e ) P ds @2)
t—r

Entdo, considerando (42), (41) pode ser reescrito da geguin

forma
V(ze) < €2 Npau(P) || 2(t) |7
t

+ )\max(Q)/ e || x(s) ||* ds

t—d(t)

+ TAmaz(Z) /t e || &(s) ||* ds. (43)

-7

Agora, fazenda = 0 em (43), utilizando o Lema 3, consi-

derandq8) e a hipotese (H), pode-se deduzir que

V(zt0) < Amaz(P) || 2(0) H2
0

+ Amaz(Q) /

—d(0)

e || a(s) ||* ds

0

+ PAman(Z) / A an(—A + WoE, )a(s)

-7

+ Amaz (W1 S0 )z (s — d(s))]”
X [Amaz (—A+WoZ0)2(8) + Amae (W1E5)2(s — d(s))]ds

0
i (P) [0 2 2@ 01 [ o
—d(0)
+ 27 Amaz (Z) Mg (—A + WoXo)

0
) o |

eQans
) 5 1— 672047
< Amaz(P) 16 I° +Amaa(@) 617 | —5—
+ 2T Amaz (Z2) N2, 0 (A + WoE,)

W) e (A
mazx 140 ¢|| 20 ) (44)

sendo quel| ¢ || = sup_,<p<o [|l2(9)].

Por outro lado, tem-se

Viay) > eQO‘t:ET(t)Px(t) > 2 Npnin (P)||z(t)||?. (45)

Portanto, pode-se concluir dé(z;) < V(z40), utilizando

(44) e (45), que
()]

< ola)e ol V>0

126 Revista Controle & Automac&o/Vol.19 no.2/Abril, Maio e

com
o) 2\ 5y
1— 672047
n= )\maz(P) + )\maz(Q) (T)

1— —2aT1
+ 27 Amaz (Z)N2,,, (— A + WoSs) (§7a>

5 1— 672047
+ 27 A maz (Z2) A5 0w (W1 E0) o
Entdo, da Definicdo 1, o sistema (8) € exponencialmente es-
tavel. 0
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