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Das velocidades as fluxoes

Marco Panza

o
RESUMO

O De methodis de Newton (escrito em 1671) é o resultado da revisio de umtratado que ele deixara inacaba-
do por volta de outubro e novembro de 1666 (The october 1666 tract on fluzions, assim intitulado por
Whiteside). Nesse periodo, Newton j& havia obtido os principais resultados que seriam expostos cinco
anos mais tarde no De methodis, que todos consideram a melhor apresentacao da sua teoria das fluxdes.
Todavia, o préprio termo “fluxiio” nio ocorre no The october 1666 tract on fluzions, onde o que estd em
questio sio os movimentos ou as velocidades. Do ponto de vista estrito do formalismo matemaético, a
mudanga das velocidades (pontuais) para as fluxdes nio é muito relevante: os métodos matematicos do
De methodis sdo essencialmente os mesmos do The October 1666 tract on fluzions. Mas a mudanga
terminolégica é, creio eu, o indicio de uma maneira distinta de compreender esses métodos e os objetos
aos quais eles se aplicam. Newton diz isso de maneira bastante explicita em uma passagem crucial logo
no inicio do Demethodis, ao advertir que o termo “tempo” ali empregado nio se refere ao tempo formaliter
spectatum, mas a “outra quantidade” por meio “de cuja fluxdo o tempo é expresso e mensurado”. Neste
artigo, comento essa passagem crucial e procuro esclarecer as diferencas essenciais entre a nogio de
velocidade de 1666 e a de fluxdo introduzida em 1671. Isso também me permitira discutir o papel de
Newton na origem da analise do século xvr11.

Paravras-cuave « Newton. Teoria das fluxdes. Historia da analise matemaética. Analise e sintese.
Histéria da mecanica racional.

INTRODUGAO

Os principais resultados, para o que mais tarde veio a constituir-se na teoria das fluxées,
foram obtidos por Newton entre o final de 1663 e 0 outono de 1666. A maioria das ano-
tagdes desse periodo foram conservadas e estido publicadas no primeiro volume da edi-
cdo preparada por Whiteside dos manuscritos matematicos de Newton (MP, 1).* Flas
permitem reconstruir a evolucio das ideias de Newton nos primeiros anos de suas pes-
quisas matematicas e de seus progressivos feitos (cf. Panza, 2005).

1 Todas as referéncias a essa edi¢do dos manuscritos matematicos de Newton, intitulada The mathematical papers
of Isaac Newton (cf. Whiteside, 1967-1981), serio feitas por meio da abreviagio MP seguida do nimero do volume e
das paginas.
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O termo “fluxdo” nio aparece em nenhuma dessas anotagdes. Newton o utilizou
pela primeira vez no De methodis, um tratado composto provavelmente no inverno de
1670-1671 (MP, 3, p. 3-372), e que nio foi publicado durante a sua vida, s6 foi publica-
do em 1736 (cf. Newton, 1736). O termo “fluxdo” desempenhara nesse tratado e nas
exposicdes finais da teoria de Newton o mesmo papel que outros termos tais como
“movimento”, “determinagio do movimento” e “velocidade” desempenharam, mutatis
mutandis, em seus primeiros apontamentos.

Embora a estrutura essencial e o contetido do De methodis sejam o resultado da
reelaboracio de um inacabado tratado anterior elaborado no outono de 1666 — atual-
mente conhecido, gragas a Whiteside, como The October 1666 tract on fluwions (MP, 1,
p- 400-48) —, aintroducio do termo “fluxdo” ocorreu simultaneamente a uma impor-
tante mudanca conceitual na compreensio de Newton sobre seus préprios feitos ma-
tematicos. Procurarei sustentar que essa mudanca representa um passo crucial para o
surgimento da analise, quando concebida como uma teoria matematica autonoma.

Na secdo 1, farei uma distingao entre trés sentidos em que se pode empregar o
termo “anélise” nos contextos histéricos em que a matematica foi praticada pelos an-
tigos e pelos primeiros modernos. Terei assim a oportunidade de oferecer mais escla-
recimentos sobre a minha compreensio da origem da analise concebida como uma
teoria matematica autonoma. Trata-se do que sugiro chamar de “analise euleriana”,
uma expressio que espero esclarecer comparando-a com a “analise aristotélica” e a
“anélise vieteana”.

Na secdo 2, com base na disting¢éo introduzida na se¢éo anterior, compararei os
sentidos do termo “analise” no De analysis (um manuscrito composto provavelmente
em 1669) e no De methodis e sustentarei que o que, nesse tltimo tratado, Newton cha-
ma de “campo da analise” é algo muito mais amplo do que o dominio de aplicagio das
técnicas analiticas expostas no primeiro tratado.

Na segéo 5, argumentarei em favor da principal tese deste artigo, a saber, que o
campo da anélise de Newton é, de fato, o niicleo original da analise euleriana. O prop6-
sito central do meu argumento sera sustentar que Newton concebeu as fluxdes como
quantidades abstratas relacionadas a outras quantidades chamadas “fluentes”, ao passo
que o que antes fora chamado “movimento”, “determinacio do movimento” ou “velo-
cidade” eram compreendidas como as (componentes escalares das) velocidades pon-
tuais dos movimentos realizados por magnitudes geométricas particulares, especifi-
camente por segmentos de linhas.

Para tornar mais claro esse propésito, nas segoes 3e 4, reconstruirei alguns ar-
gumentos e resultados dos estudos de Newton sobre o movimento que remontam aos
anos 1664,-1666. Assim, poderemos acompanhar a evolucdo das suas ideias a esse res-
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peito, evolucio essa que culminou com o The October 1666 tract on fluzions e compara-
las com o novo enfoque inaugurado pelo De methodis.

Especificamente na secdo 3, considerarei um teorema cuja prova estd baseada
emum vinculo intrinseco entre, de um lado, os problemas das tangentes e das normais
e, de outro lado, o problema das areas sob linhas curvilineas representadas por um
sistema de coordenadas cartesianas. Essa prova manifesta uma ideia crucial que, des-
de entdo, Newton jamais abandonara, qual seja, considerar as magnitudes geométri-
cas envolvidas no problema como magnitudes geradas por movimentos cujas veloci-
dades pontuais sdo dependentes entre si. Mas é possivel avaliar a relevancia desse
teorema também ao relaciond-lo a uma proposigéio registrada em outra anotacao, se-
gundo a qual — desde que esses movimentos sejam retilineos e as relagdes entre os
segmentos por eles produzidos sejam dadas por uma equacao polinomial na qual esses
segmentos sio descritos como as coordenadas cartesianas de uma curva — o problema
de determinar a razio entre as (componentes escalares de) suas velocidades é equiva-
lente ao problema de determinar as tangentes e as normais dessa curva. Segue-se que,
para curvas dessa espécie particular, os tltimos problemas e o problema das areas es-
tdo ambos relacionados a problemas relevantes acerca do movimento.

Na secéo 4, descreverei o modo como Newton se defronta com a questao de ge-
neralizar para qualquer tipo de curva a relacio pressuposta no problema precedente.
A solucio (afirmativa) sera alcancada em meio a suas pesquisas sobre o método das
tangentes de Roberval. Newton conseguiu unificar esse método numa proposicdo tni-
ca e geral (a proposi¢do 6 do The October 1666 tract of fluxions) acerca da trajetoria do
ponto de intersecdo de duas curvas inflexiveis que se movem separadamente. Essa é
amodalidade de composicido do movimento a qual podem ser reduzidas todas as outras
modalidades envolvidas no método de Roberval. O teorema de Newton fornece, assim,
uma regra recursiva passivel de aplicagido quando se pretende tracar tangentes a qual-
quer curva descrita por um movimento composto. A luz dessa proposicéo, a conexéo
entre os problemas das tangentes, normais e areas e os problemas concernentes ao
movimento — conexdo cuja ocorréncia Newton havia mostrado em linhas que fossem
expressas, relativamente a um sistema de coordenadas cartesianas, por uma equagio
polinomial — parece ser um caso particular de uma conexdo mais fundamental e geral.
Essa ¢ a base da teoria das fluxdes de Newton. Essa teoria emergiu como tal quando
Newton, no De methodis, substituiu os movimentos das linhas por variagées dos fluen-
tes —esses tltimos compreendidos, conforme ja se disse, como quantidades abstratas.

Por fim, na secdo 6, enunciarei algumas conclusdes retiradas da discussio feita
em termos muito gerais dos nexos dessa teoria com a filosofia natural de Newton.
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1 A ANALISE

O termo “andlise” é altamente polissémico. A fim de compreender a questio que al-
mejo levantar, é preciso distinguir trés diferentes sentidos nos quais esse termo ¢ ha-
bitualmente empregado pelos historiadores da matematica. Esses sentidos refletem
trés diferentes modos como ele ou seus cognatos foram empregados até o séc. xviir.
Os trés sentidos, obviamente, ndo exaurem o espectro de significados que o termo ad-
mitiu e continua a admitir na matematica e em areas afins.

No primeiro desses sentidos, analise refere-se a um padrio de argumentacio
amplamente utilizado entre os gregos, os arabes e os primeiros matematicos moder-
nos — especialmente, os gedmetras —, na maioria das vezes (embora nem sempre) no
contexto da aplicacdo de um método bipartido, chamado de “método de analise e sin-
tese”. Para evitar confusées, chamemos esse padrio de argumentacio de “analise aris-
totélica”. Ndo falta justificacdo para essa denominagio, uma vez que em diferentes cir-
cunstancias Aristételes empregou Gvoldo1g e seus cognatos nesse sentido.*

A analise aristotélica é o padrao comum de qualquer argumento que se baseia na
consideracio de algo que nio estd atualmente disponivel como se ele estivesse dispo-
nivel. O exemplo mais nitido de Aristoteles na Etica a Nicomaco, no capitulo 5 do livro 3
¢ a deliberacio, a qual ¢ um modo de argumentacio em que se procede retrospectiva-
mente a partir da circunstancia imaginada almejada na diregio da circunstancia atual,
a fim de tragar uma trajetéria para obter a primeira mediante uma operacio realizada
sobre a segunda.

A descrigio classica feita por Pappus do método de anélise e sintese e sua distin-
cdo entre a analise teorematica e a analise problematica (Mathematical collection, Livro
7,cap.1-2) referem-se claramente  analise aristotélica. De acordo com Pappus, a ané-
lise teorematica aplica-se quando o objetivo é provar uma certa proposigio. Ela con-
siste em deduzir da proposicdo a ser provada um principio aceito ou um teorema de-
monstrado, ou ainda a negacdo tanto do primeiro quanto do segundo. Uma analise
problematica, ao contrario, aplica-se quando é apresentado um problema geométrico
que exige a construcgdo de um objeto geométrico que satisfaca determinadas condigdes
espaciais relativas a outros objetos dados.? Inicia-se o trabalho supondo que o proble-

2 Por exemplo, nos Analiticos posteriores, 78a 6-8, 84a 8, 88b 15-20; Refutagdes sofisitcas, 175a 26-28; Metafisica,
1063b 15-19; Etica a Nicomaco, 1112b 20-24,. Para uma discussio dessas passagens e uma reconstrugio da concepgio
aristotélica da analise, cf. Panza, 1997, p. 370-83, 395.

3 Um exemplo disso é o seguinte: suponha que duas retas, dois pontos sobre elas e um terceiro ponto fora delas sio
dados (em posigdo); encontrar uma reta tragada a partir desse Gltimo ponto que intersecta as duas outras dadas e as
corta—juntamente com os dois pontos dados sobre elas — em dois segmentos que mantém uma dada razio entre si.
Esse é o problema considerado por Apolonio em De rationis sectione.
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ma esta resolvido e representando sua solucio por meio de um diagrama no qual estdo
incluidos tanto os objetos dados quanto os objetos que se busca encontrar. Entdo, racio-
cinando sobre o diagrama e, na medida do possivel, estendendo o raciocinio as cons-
trugdes autorizadas, isola-se uma configuragio de objetos dados e suas propriedades
conhecidas. Combase nessas informacdes, os objetos procurados podem ser construi-
dos e, consequentemente, o problema, solucionado.4

Tanto a analise teorematica quanto a analise problematica de Pappus sio redu-
¢oes. Uma analise teorematica no sentido de Pappus pode fornecer ipso facto uma pro-
va (por redugio ao absurdo), mas apenas se o resultado da dedugéo for a negacio de um
principio aceito ou de um teorema provado. Exceto nesses casos, tanto a analise teore-
matica quanto a problematica, conforme a descri¢do de Pappus, sdo argumentos preli-
minares que evocam um outro argumento conclusivo, geralmente chamado “sintese”:
uma analise teoremética evoca uma prova valida; uma analise problematica, uma cons-
trucdo admissivel.

As anélises teorematica e problematica de Pappus sio, sem sombra de duvida,
formas da analise aristotélica. Mas elas ndo sdo as inicas formas possiveis assumidas
pela anélise aristotélica na matematica classica, medieval e moderna. Outra forma re-
levante da analise aristotélica ocorre quando se enfrenta um certo problema geomé-
trico que consiste na construcio de um objeto geométrico que satisfaca determinadas
condicdes puramente quantitativas.3 A analise, nesse caso, tem por objetivo transfor-
mar essa condigdo em outra equivalente, mas diferente, capaz de sugerir um modo de
construir o objeto que se procura encontrar.® Também nesse caso, a analise é uma re-

4, Para ser um pouco mais preciso, considere-se que o problema relevante seja uma configuragao Cg] constituida por
um sistema de objetos geométricos Og assumidos como dados (no exemplo mencionado na nota 3, as duas retas e os
trés pontos dados), um montante de dados D (no exemplo, a razio dada) e uma caracterizagio de alguns objetos Og;
aserem construidos com base em O}g e em D (no exemplo, areta a ser encontrada ou, melhor, os pontos nos quais ela
intersecta as duas outras retas dadas). A anélise tem inicio com a suposicio de que o problema esta resolvido. Isso é
idéntico a supor como dados alguns objetos que satisfazem 0,. A configuragao Cg,? pode ser, entdo, representada pelo
diagrama no qual sio representados tanto os objetos incluidos em Og quanto os objetos que satisfazem 0,. Namedida
em que esses tltimos objetos nio sdo admitidos como dados e que a solugio é somente suposta, a elaboragio daquele
diagrama nio pode ser realizada mediante a aplicacdo das clausulas construtivas autorizadas, mas ¢ realizada com
uma relativa liberdade, com o propésito de representar as relagdes espaciais relevantes entre os objetos relevantes
e refletir os dados. Por meio de raciocinios sobre ele e, provavelmente, da sua extensao as construgdes autorizadas,
isola-se a subconfiguracao Cg, com base na qual os objetos que satisfazem O, podem ser construidos.

5 Um exemplo é o classico problema de encontrar o segmento que constitui a média proporcional entre dois outros
segmentos dados.

6 Para ser um pouco mais preciso, considere-se que o problema relevante sejauma configuragio Cg”? constituida por
um sistema de quantidades dadas Q}g (no exemplo mencionado na nota 4., os dois segmentos dados) e uma caracteri-
zagio de algumas outras quantidades (), a serem determinadas (isto é, calculadas ou construidas) com base em Og (no
exemplo, 0 segmento médio proporcional a ser encontrado). Nesse caso, a analise nio demanda qualquer diagrama
e, ao invés de isolar a subconfiguragio Cg deC_ ,, transforma a tltima em uma nova configuragéo (", , constituida por
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ducdo. Mas agoratrata-se dareducio de um problema dado aum problema novo e equi-
valente, embora ainda distinto (cf. Panza, 2008).

Essa ultima forma da analise aristotélica também pode ser aplicada quando os
problemas relevantes nio foram formulados na linguagem simbdlica introduzida por
Viete e Descartes e em seu correspondente formalismo. A possibilidade de apelar a
algum teorema central inserido nos Elementos (especialmente, nos livros 2, 5 e 6) é
suficiente para permitir as requeridas transformagoes.? Mas essa forma de analise aris-
totélica aplica-se também a problemas formulados por meio de equagdes em que se
emprega aquele formalismo. Nesse caso, o problema consiste nas transformacdes apro-
priadas dessas equacoes de acordo com as regras do formalismo. Ha muitos exemplos
desse tipo de analise aristotélica nos Zeteticorum libri de Viete (Viete, 1591; Freguglia,
2008). A razio disso é que, ap6s Viete, tornou-se bastante usual empregar o termo
“anélise” para referir-se ao formalismo ou 4 familia de técnicas dependentes dessas
transformacdes — e ndo mais ao padrio de argumentacdo. A fim de evitar qualquer
ambiguidade, chamemos esse formalismo de “analise vieteana”.

Com esse significado, o termo “analise” foi frequentemente empregado pelos
primeiros matematicos modernos como sinénimo de “algebra”, outro termo altamente
polissémico. Por motivo de simplicidade, ndo utilizarei esse tltimo termo neste arti-
go. Utilizarei apenas o adjetivo “algébrico” em um sentido moderno, afim de estabele-
cer uma oposicio com “transcendente”.

Ateoria das fluxdes de Newton e o calculo diferencial de Leibniz sio amplamen-
te dependentes da analise vieteana, que ocorre em ambos os casos sob a forma por ela
assumida em A geometria de Descartes (1637). Ambos podem mesmo ser encarados
como extensdes proprias desse tipo de analise. O desenvolvimento da teoria newtoniana
e do calculo leibniziano ocorreu concomitantemente a outras extensdes da anélise
vieteana, as quais eram parcialmente independentes entre si, como, por exemplo, os

um sistema de quantidades dadas Q'g que podem ser determinadas com base nas quantidades incluidas em Qg, euma
nova caracterizagio Q°, da mesma quantidade caracterizada por Q, (no exemplo, possivelmente a condigio
a:x=x:y=y:b étransformada no sistema de proporgdes a:x=2:y e x:y =y :b que fornece os sintomas de duas
parabolas cuja intersec¢do determina o segmento procurado).

7 Outro belo exemplo dessa possibilidade encontra-se no tratado de Thabit ibn Qurra sobre a “reparagio dos pro-
blemas algébricos por meio de demonstragdes geométricas” (cf. Luckey, 194.1; uma tradugio francesa do tratado de
Thabit é fornecida pela conjungio das trés citagdes inseridas em Al-Khwirizm, 2007, p. 33-4. 37-8, 41). A primei-
ra das trés equagdes de segunda ordem de Al-Khwérizm é aqui compreendida como o problema de encontrar o
segmento x tal que S (a, 2) + R (a, %) = S (b), onde a e b sdo segmentos dados, S (x) and S (b) sdo os quadrados
construidos sobre eles e R (a,%) é o retangulo construido sobre a e x. O apelo a proposicio 2.6 dos Elementos é
suficiente para permitir que Thabit transforme esse problema no problema de determinar o segmento x tal que
S(b) +S(a/2) = Sx +a/2), que pode ser facilmente solucionado usando o teorema de Pitagoras.

514 sc1ENTLE $tudia, Sdo Paulo, v. 8, n. 4, p. 509-4.6, 2010



DAS VELOCIDADES AS FLUXOES

desenvolvimentos relacionados as expansées de séries exponenciais. A nocéo crucial
de fungdo emergiu desse processo e assumiu um lugar central na matematica. Em seu
Introductio in analysin infinitorum (Euler, 1748), Euler inaugurou um programa fun-
dacional destinado a reformular qualquer teoria matematica em termos da estrutura
geral de uma teoria das fungées, aqui compreendidas como expressdes apropriadas de
quantidades abstratas (cf. Panza, 2007). A parte seguinte deste artigo sera dedicada ao
esclarecimento preliminar dessa nogéo de quantidade abstrata mediante a reconstru-
cdo do percurso intelectual que conduziu Newton a elaboracdo da nocgio de fluxdo a ela
associada. Por enquanto, é suficiente declarar que, na primeira metade do século xvr1r,
o termo “anélise” e seus cognatos passaram a ser empregados por uma teoria das fun-
coes—aqui concebidas como quantidades abstratas —, bem como por suas segmentacoes
internas e por seus desdobramentos. A fim de evitar ambiguidades, chamemos essa
teoria de “andlise euleriana”. Sera precisamente a essa forma de analise que pretendo
fazer referéncia quando afirmo que a mudanca conceitual que se seguiu a introducéo
do termo “fluxdo” no De methodis foi um passo crucial na origem da anélise, compreen-
dida como uma teoria matematica autbnoma.

2 Do De analysis Ao De methodis®

Em junho de 1669, Isaac Barrow, entio professor lucasiano de matematica em Cam-
bridge, acrescentou a sua correspondéncia em resposta a Collins, que lhe havia an-
teriormente enviado uma cépia do Logarithmotechnia de Mercator (1668), as seguin-
tes observacoes:

Um amigo meu daqui, que possui um especial talento para estas coisas, apresen-
tou-me outro dia algumas anotacdes onde ele havia estabelecido métodos para
calcular a dimensio de magnitudes como aquelas que o Sr. Mercator emprega
para a hipérbole — embora ainda mais gerais — bem como para resolver equa-
¢des, que suponho poder lhe interessar (MP, 1, p. 13; MP, 2, p. 166n; Westfall,
1980, p. 243).

8 Para os aspectos factuais das informagdes contidas nessa se¢io, ver Westfall (1980) e o aparato critico dos volumes
2 e 3 da Correspondence. (Todas as referéncias a edigio de Turnbull das correspondéncias de Newton, intitulada The
correspondence Isaac Newton (cf. Turnbull, 1959-1977), serdo feitas por meio da abreviagio Correspondence seguida
do namero do volume e das paginas.)
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Dez dias mais tarde, Barrow enviou a Collins uma amostra daquele especial ta-
lento: um pequeno tratado hoje conhecido como De analysis per Aiquationes numero
terminorum infinitas (MP, 2, p. 206-47). Collins encarregou-se de fazer uma cépia des-
se tratado e de coloca-la em circulagéo. A partir dai, o jovem Newton e alguns dos seus
primeiros resultados tornaram-se conhecidos na comunidade cientifica inglesa, ain-
da que ele nio houvesse permitido a publicacdo do De analysis até 1711, quando esse ja
se tornara apenas uma peca de valor histérico (cf. Newton, 171 1), com o exclusivo pro-
posito de sustentar sua pretensdo de prioridade em meio a famosa querela com Leibniz.

Em virtude de haver circulado entre os mais préoximos de Collins, o De analysis é
frequentemente considerado a primeira apresentagio publica da teoria das fluxdes de
Newton. Todavia, isso nio é totalmente verdade. Esse tratado é uma espécie de instant
book que Newton escreveu apenas para expor alguns de seus resultados; justamente
aqueles equivalentes ou similares aos de Mercator.

Logo em seguida a apresentagio de duas regras (MP, 2, p. 206-10) para quadrar
curvas expressas por equac¢des da forma

¥ = ax” +ba* + cx¥ + etc. (1)

onde A, L, v, ... sdo expoentes racionais e “etc.” significa que os membros do lado di-
reito sdo uma soma finita ou infinita, Newton dedica a principal parte desse tratado a
exemplificacio detalhada da terceira regra:

Se o valor de y ou de algum de seus termos for mais composto do que os anterio-
res, ele deve ser reduzido aos termos mais simples por meio de operagdes reali-
zadas com as letras do mesmo modo que os aritméticos obtém nimeros decimais
por meio de divisio, extracdo de raizes e resolugio de equacgoes (MP, 2, p.211-3;

para os exemplos, ver p. 212-4.2).

Dito de modo mais explicito, Newton supde que curvas sio expressas por meio
de equacgdes algébricas F (x, y) = o de diferentes formas e mostra como operar com es-
sas equagdes de tal modo a transformar todas elas em equagdes da forma (1), aplicando
as expressoes literais os procedimentos derivados, por generalizacio ou extenséo in-
finitaria, das regras aritméticas usuais dos calculos numéricos.

Por fim, ele considera as curvas mecanicas, tais como a cicloide, e mostra como
expressar também essas curvas por meio de equagdes (infinitarias) da forma (1), lan-
cando mio de alguns estratagemas adequados, mas peculiares.

O termo “anélise” e seus cognatos é bastante raro no tratado de Newton (MP, 2,
p.206,222,240¢€ 242) e, quando ocorre, sempre faz referéncia ou diz respeito a anali-
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se vieteana.? E possivel que se diga, entretanto, que o De analysis inclui varios exem-
plos de analises aristotélicas operacionadas por meio da anélise vieteana. Elas permi-
tem exprimir diferentes familias de curvas algébricas e de certas curvas transcenden-
tes por meio de equagdes da forma (1). Desse modo, é possivel aplicar a essas curvas a
seguinte regra da quadratura:

a
A+1

y=art 5>AY)=——x" A e 2) = A(p) + AQ),

onde “2 (w)” denota a area delimitada pela curva da ordenada ortogonal cartesiana w,

X
que, em termos modernos, corresponde a Jw(t)dt, supondo que w (0) = 0.
0

Esse ¢ apenas um pequeno fragmento da enorme quantidade de resultados que
Newton obteve entre 1663 e 1666. Mesmo assim, com base apenas na reduzida
amostragem da sua competéncia contida no De analysis e em algumas outras rapidas
anotagdes que foram provavelmente apresentadas a Barrow, Newton foi nomeado pro-
fessor lucasiano de matematica da Universidade de Cambridge, em 29 de outubro de
1669, substituindo o préprio Barrow.

A partir de entdo, embora interessado em outros assuntos, tais como filosofia
natural, espectro de cores e alquimia, Newton nio podia mais deixar de atender aos
apelos de Barrow e Collins para que preparasse acréscimos a edicdo latina da Algebra
de Kinckhuysen (1661), que Mercator havia recentemente traduzido para o holandés.
Em 11 de julho de 1670, Newton estava convencido de que havia finalizado seu trabalho
e o enviou a Collins. Mas Collins teve a péssima ideia de remeté-lo de volta a Newton
com a solicitacdo de que fossem acrescidos mais esclarecimentos sobre as raizes de
bin6émios. Ele jamais receberia de volta nem os esclarecimentos solicitados nem a ver-
sdo original dos acréscimos feitos por Newton.

Em 27 de setembro de 1669, Newton comunicou a Collins que decidira substituir
seus acréscimos por um novo tratado, que de fato escrevera, mas que nio seria finalizado
antes de 1683 (MP, 5, p. 54-532). Ele se manteve, entfo, em siléncio até 20 de julho de
1670, quando envia uma correspondéncia a Collins, onde consta a seguinte observagéo:

9 Cf., por exemplo, a seguinte passagem: “e qualquer que seja a analise comum executada por meio de equagdes
compostas a partir de um namero finito de termos (quando isso é possivel), esse método [o método da quadratura
previamente exposto] pode sempre ser executado por meio de equagdes infinitas; por conseguinte, jamais hesito
em aplicar-lhe o nome de anélise” [ “Et quicquid Vulgaris Analysis per &quationes ex finito terminorum numero constan -
tes (quando id sit possibile) perficit, hac per equationes infinitas semper perficiat: Ut nil dubitaverim nomen Analysis etiam
huic tribuere”] (MP, 2, p. 240).
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No ultimo inverno, (...) em parte incitado pelo Dr. Barrow, cheguei a um novo
método para discutir as séries infinitas e planejava ilustra-lo com tais proble-
mas; quanto mais problemas (talvez alguns deles) eu conseguisse ai incluir tanto
mais aceitavel tornar-se-ia a prépria invencio de trabalhar com tais séries. Mas
(...) néo tenho tido tempo livre para retornar a esses pensamentos, e receio que
nio o terei antes do inverno. Mas, visto que vocé me informa que nio preciso ter
nenhuma pressa, espero ter humor para conclui-los antes da impressio da in-
troducdo, porque se devo ajudar a preencher a sua pagina de rosto, tenho que
anexar algo de que eu possa me orgulhar e que possa ser tdo convincente para o

mestre quanto outras coisas seriam para o aprendiz (Correspondence, 1, p. 66;

MP, 2, p. 288; MP, 3, p. 5, 32 nota; Westfall, 1980, 268).

Esse algo “que possa ser tdo convincente para o mestre” que Newton estava pla-
nejando como um anexo a Algebra de Kinckhuysen era justamente o De methodis; um
tratado bastante distinto do De analysis, no qual ele planejava expor sua prépria teoria
inovadora e todas as suas extensoes. Esse tratado inicia-se com as seguintes palavras:

Observando que a maioria dos gedmetras atualmente, ao negligenciar quase to-
talmente os métodos sintéticos dos antigos, dedica-se ao desenvolvimento da
analise e, com sua ajuda, supera uma quantidade tdo grande de dificuldades for-
midaveis que eles parecem eliminar tudo que seja distinto do problema de qua-
drar as curvas e alguns tépicos da mesma natureza ainda nio elucidados, julguei
adequado, a fim de beneficiar os iniciantes, redigir este pequeno tratado, onde
eu poderia de uma s6 vez alargar as fronteiras do campo da anélise e contribuir

para o progresso da doutrina das curvas (MP, 3, p. 33).*°

Embora parega relutante em admitir que “negligenciar quase totalmente os mé-
todos sintéticos dos antigos” seja sinal de progresso, Newton claramente inscreve seus
proprios resultados no “campo da anélise”. Todavia, parece-me que ele ndo estd mais
falando da analise vieteana, como no De analysis; seu objetivo ndo é mais mostrar como
o problema das quadraturas pode ser solucionado por meio da identificacdo das séries
aptas a exprimir qualquer curva algébrica e algumas curvas mecanicas, com base em
uma transformacdo prévia. De fato, os mesmos métodos expostos no De analysis sio

10 “Animadyertenti plerosque Geometras, posthabitd fere Veterum synthetic methodo, Analytice excolende plurimum
incumbere, et ejus ope tot tantasque difficultates superasse ut pene omnia extra curvarum quadraturas et similia quadam
nondum penitis enodata videantur exhausisse: placuit sequentia quibus campi analytici terminos expandere juxta ac
curvarum doctrinam promovere possem in gratiam discentium breviter compingere” (MP, 3, p. 32).
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também expostos no De methodis, e esta presente em ambos um novo método bastante
poderoso e congénere aos demais — o assim chamado método do paralelogramo de
Newton. Mas esses métodos sio agora encarados como nada mais que uma etapa preli-
minar relativa apenas a alguns modis computandi (MP, 3, p- 70). Em seguida a exposi-
cdo desses métodos, Newton escreve:

Resta agora, na tarefa de ilustrar essa arte analitica, expor alguns problemas tipi-
cos, que serdo tio especiais quanto a natureza das curvas que se apresentario (MP,

3, p. 71).11

Assim, é provavel que a “arte analitica” ndo consista, para Newton, meramente
em algumas técnicas apropriadas a serem empregadas na preparacio da solugio de
determinados problemas, mas ela estd estreitamente relacionada aos préprios pro-
blemas e, por conseguinte, também as suas solucdes. Desse modo, ela assume uma
forma peculiar que, pelo menos, ndo é mais nem a anélise vieteana, nem a aristotélica.

Essa extensio do “campo da analise” nio é independente de uma reducio apro-
priada desses problemas a outros. Mas essa redugio nio ¢ mais a mera redugio de uma
determinada configuracio de quantidades dadas e ndo-dadas a uma nova configuraciao
mais manipulavel. A redugio converte-se em uma transformacio da prépria natureza
desses problemas.

De fato, ocorre uma dupla redugio. Primeiro, problemas relativos as curvas séo
reduzidos a problemas relativos ao movimento. Segundo, problemas relativos ao mo-
vimento sdo reduzidos a problemas relativos as fluxdes. A primeira reducéo ja estava
em funcionamento no The October 1666 tract. Com efeito, a teoria exposta nesse tratado
¢ uma teoria do movimento e das velocidades, destinada ao uso na solugéo de proble-
mas geométricos; o seu objetivo ¢ mostrar como solucionar problemas geométricos
pormeio do movimento. A tltima reducio, entretanto, nio possui antecedentes e com-
porta a novidade essencial do De methodis que desejo enfatizar. Vamos esclarecer esse
ponto. Eis como Newton descreve a primeira redugéo:

Mas, antes de tudo, devo observar que todas as dificuldades desse tipo podem ser
reduzidas aos dois problemas a seguir, que me sejam concedidos propor a res-
peito do espago percorrido por qualquer movimento local acelerado ou retarda-

do como quer que seja:

11 “Jam restat ut in illustrationuis hujus Artis Analyticz tradam aliquot Problematum specimina qualia prasertim natura
curvarum ministrabit” (MP, 3, p. 70).
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1 Dada a distancia do espago continuamente (isto é, em qualquer tempo), encon-
trar a velocidade do movimento em qualquer tempo indicado.
2 Dada avelocidade do movimento continuamente, encontrar o comprimento do

espaco descrito em qualquer tempo indicado (MP, 3, p. 71).*?

Nao héa duvida de que, nos termos acima, Newton formula ambos os problemas
de uma maneira mais geral do que o havia feito no The October 1666 tract. Nesse tratado,
com efeito, os problemas foram assim formulados nas proposicoes 7 e 8:

7 Dada uma equacgio que exprime essa relagio entre duas ou mais linhas =, y, z
etc., descritas ao mesmo tempo por dois ou mais corpos méveis, 4, B, C, etc.: a
relacio entre suas velocidades p, q, r etc. pode ser encontrada, a saber: (...)13

8 Se dois corposA4 & B, em virtude de suas velocidades p & g, descrevem as linhas
x & y e, sendo dada uma equacido que exprime a relagio entre uma das linhas »
e arazdo q : p dos seus respectivos movimentos q & p, encontrar a outra linha y
(MP, 1, p. 402-3).

Parece haver uma diferenca bastante relevante entre esses enunciados e aqueles
do De methodis: na medida em que evita supor que os espagos descritos estio entre si
em uma relacio expressa pela equagio polinomial (cf. nota 13), Newton parece trans-
formar dois problemas concernentes a transformacio de equagdes polinomiais — isto
¢, dois problemas algébricos pertinentes a analise vieteana — em dois problemas ge-
nuinamente geométrico-mecanicos. Considerando-se comparativamente as propo-

12 “Sed imprimis observandum venit quod hujusmodi difficultates possunt omnes ad hac duo tantium problemata reduci
que circa spatium motu locali utcunque accelerato vel retardato descriptum proponere licebit. 1. Spatij longitudine continuo
(sive ad omne tempus) data, celeritatem motis ad tempus propositum invenire. 2. Celeritate mots continuo datd longitudinem
descripti spatyj ad tempus propositum invenire” (MP, 3, p. 70).

13 Newton supde que a relacio entre 2, ¥, z, etc. € expressa por uma equacio polinomial. Os pontos de sustentagio
representam assim a descrigdo (de fato, trés descri¢des equivalentes, mas diferentes) do bem conhecido algoritmo
que, no caso mais simples de duas varidveis, permite passar de

ZZ Af—j,jxi_jyj =0

i=0 j=0

para

D= DA, Xy Yy A X Y g =0,

i=0 j=0 i=0 j=0
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si¢oes 1-6 do The October 1666 tract (MP, 1, p. 400-2) e a segunda redugiio que Newton
realiza no Demethodis, surge, entretanto, uma imagem bastante distinta. Antes de con-
siderar essa segunda reducio e para compreender seuverdadeiro significado, é neces-
sario considerar com mais atencio essas proposicoes.

Elas se destinam a fornecer uma teoria geral da composic¢io de movimentos, que
¢ completamente independente da possibilidade de expressar a relacido dos espacos
descritos por meio de equagdes algébricas. Quando considerados a luz dessa teoria, os
algoritmos exigidos nas proposicdes 7 e 8 subsequentes revelam-se ferramentas lo-
cais destinadas a certas situacdes particulares nas quais se pretende determinar, com
base nessa teoria, as razdes e rela¢oes apropriadas. O objetivo das duas préximas se-
coes é reconstruir os aspectos essenciais dessa teoria e a evolucgio dos pensamentos de
Newton que o conduziram até ela.

3 Os MOVIMENTOS E A GEOMETRIA

O mais antigo registro do recurso feito por Newton aos movimentos e a suas proprie-
dades para provar teoremas e resolver problemas geométricos ocorre em uma nota com-
posta no verdo de 1664, (cf. MP, 1, p. 219-33; para a datacdo dessa nota, cf. Panza, 2005,
p- 183—4), em decorréncia de sua leitura da segunda edigdo em latim da 4 geometria de
Descartes (Descartes, 1659-1661).

Nareferida edigio, o texto de Des-
cartes foi acrescido de muitos comenté-

rios, ensaios sobre questdes afins e U NV
notas. Em meio a esse material suple- P
mentar, hd uma carta de van Heuraet
(Descartes, 1659-1661, v. 1, p. 517-20),
onde é exposto um importante teorema
sobre quadraturas e retificagdes: se @
AML (conforme a figura 1) e END sio tais
que, para qualquer ponto P tomado so-
bre seu eixo comum EH, suas ordenadas
PM e PN sao tragcadas de acordo com a se-
guinte proporcao: M *T
.
E, : D
A FO PGQ

sc1ENTLE $tudia, Sdo Paulo, v. 8, n. 4, p. 509-4.6, 2010 521

e

L



Marco Panza
PM : MG =K : PN, (2)

onde MG é a normal a AML em M, e K é um segmento qualquer constante, entéo o
trapezoide ABDNC é igual ao retangulo construido sobre K e qualquer outro segmento
igual ao arco AML.

Nessa nota, Newton aplica uma versio ligeiramente modificada desse teorema:
se PM e PN sio tais que

PM :PG=K:PN, 3)

onde PG é asubnormal aAML em M, o trapez6ide ABDNC ¢é igual ao retangulo construido
sobre K e BL.

O teorema de van Heuraet permite retificar uma curva sob a condigio de que as
areas de alguma outra curva sejam conhecidas. A versido modificada de Newton permi-
te quadrar uma curva sob a condigio de que a normal ou a tangente de alguma curva
relacionada seja conhecida. Dito de uma maneira mais geral, essa versio estabelece
um nexo entre o problema das tangentes e o problema das quadraturas.

Os dois teoremas podem ser provados do mesmo modo, mediante uma simples
aplicacdo do método dos indivisiveis. Suponha-se que OQ = I] é uma porcio indivisivel
da base AB e note-se que

v
PM:MG=1I]:IT e PM:PG=1I]:]T.
Entdo, comparem-se essas propor- & 1€
¢Oes com as proporgdes (2) e (3), respecti- u
vamente, a fim de concluir que . - +B
R {IJ, PN) = QVUO = R (IT, K)
e R(J, PN) = QVUO = R (JT, K). ey -9 .

onde, para qualquer par de segmentos o e N
B, R (o, B) é um retangulo construido so-

bre esses mesmos segmentos. Finalmente,
somam-se todos os retingulos tais como

R T, K) e R(T. K) e seguem-se os teore-

mas. E essencialmente desse modo que van W
Heuart prova seu teorema.

Figura 2
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O argumento de Newton para provar o segundo teorema (MP, 1, p. 222-9) é bas-
tante diferente. Ele se refere auma outra figura (conferir figura 2), na qual o segmento
K é identificado como a base constante DB = AQ do retangulo DBCE e as ordenadas PM e
PN das curvas YV e ZW sio, do mesmo modo que antes, tais que a propor¢io (3) perma-
nece, supondo que PG é a subnormal a YV relativa a M. Entio, ele observa:'4

supondo que a linha PN move-se sempre sobre a mesma superficie no mesmo
[intervalo de] tempo, o seu movimento aumentara a partir de QL na mesma pro-
porgdo em que o seu comprimento decrescera e alinha DB mover-se-4a uniforme-
mente a partir de EC, de tal modo que o espago ECDB = NPQL (MP, 1, p. 228—9).15

A afirmacio “o seu movimento aumentara a partir de )L na mesma proporgio
em que o seu comprimento decrescera” deixa claro que Newton compreende aqui mo-
vimento como uma quantidade escalar, isto é, como (componentes escalares de) velo-
cidades pontuais. Ele parece admitir como estabelecido aquilo que era o principal ob-
jeto dos argumentos anteriores baseados em indivisiveis, qual seja, a igualdade dos
elementos do retangulo ECBD e do trapezéide NPQL. Ele recorre, entio, aos movimen-
tos para fornecer o que se assume como pressuposto naquele argumento, a saber, que
as igualdades dos elementos implica a igualdade da totalidade das figuras. Ao invés de
apelar a uma soma infinita de elementos indivisiveis ou infinitamente pequenos, ele
considera as figuras como produzidas pelo movimento (no sentido usual do termo) e
pressupde que as relacdes dessas figuras dependem das relacdes das velocidades pon-
tuais desses movimentos.

Esse estilo de argumento raramente sera repetido nas tltimas anotagées de
Newton. Mas a ideia central jamais sera abandonada: considerar as magnitudes geo-
métricas relacionadas como magnitudes geradas por movimentos cujas velocidades
pontuais dependem mutuamente e variam de acordo com uma taxa apropriada corres-
pondente as relagées geométricas entre aquelas magnitudes.

Como esse exemplo bem demonstra, Newton utiliza o termo “movimento”
[motion] e seus cognatos — na maioria das vezes, “mover-se” (to moyve) —em dois senti-
dos diferentes: para referir-se aos movimentos de pontos e linhas no sentido comum
desse termo, mas também para referir-se a “determinacgio” pontual desses movimen-

14, Para uniformizar, alterei as letras empregadas por Newton para referir-se aos pontos no diagrama.

15 Note-se que ECBD é o retangulo construido sobre AQ = K e que a diferenga das ordenadas QE e PM é relativa aos
pontos limites do trapezoide NPQL. Segue-se que a igualdade ECBD = NPQL expressa, com respeito as curvas repre-
sentadas na figura 2, o mesmo resultado que, com respeito as curvas representadas na figura 1, é expresso pela
pretensio de que o trapezoide ABDNC é igual ao retangulo construido sobre K e BL.
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tos. O termo “determinacio”, quando relacionado a movimentos, ja havia sido empre-
gado por Descartes, Fermat e Hobbes, em diversos sentidos (Descartes, 1637, p. 17-8;
1644, 2, p-55-8,1647, 2, p. 41 € 99; Adam & Tannery, 1897-1910, cartas Xcvi, cXI, CCXX,
CCXXX, CCXXXTV, DXXI), € Newton o utilizara em diferentes ocasides (cf. MP, 1, p- 372,
para a primeira ocorréncia). Quando os movimentos sio retilineos, a sua determina-
cdo, no sentido de Newton, reduz-se ao componente escalar da velocidade pontual,
visto que seu componente direcional é constante e ndo ha necessidade de leva-lo em
consideracgdo. Mas as coisas se passam de um modo muito diferente quando esses mo-
vimentos nio sio retilineos.

Por enquanto, consideremos apenas o caso mais simples, o caso dos movimen-
tos retilineos. Retornarei ao caso dos movimentos curvilineos na segio 4.

Sejamx ey dois segmentos varidveis produzidos no mesmo tempo por dois pon-
tos que se movem segundo um movimento retilineo. A relagio desses segmentos em
qualquer instante de tempo depende (dos componentes escalares) das velocidades
pontuais desses movimentos. Mas também a reciproca é verdadeira: para que esses
segmentos possam ser relacionados de uma determinada maneira, as (componentes
escalares das) velocidades pontuais desses movimentos tém que satisfazer algumas
condigdes relevantes. E muito natural, portanto, que surjam os dois problemas:

(1) dada arelagiio entre x e ¥, buscar as (componentes escalares das) velocida-
des pontuais dos movimentos que os produziram;

(2) dadas as (componentes escalares das) velocidades pontuais, buscar a rela-
cidoentrexey.

Esses sdo justamente os dois problemas que Newton enuncia no De methodis.
Mas por que eles sdo relevantes para a solugio de problemas geométricos relativos
a curvas?

Uma primeira resposta encontramos em uma pequena nota provavelmente
redigida no comego do outono de 1665 (MP, 1, p. 343-7), onde esses problemas sdo
enunciados e o primeiro deles é resolvido, para o caso particular quando ambas as re-
lacoes, aquela dos segmentos e aquela entre (os componentes escalares das) suasvelo-
cidades pontuais, sio expressas por equagdes polinomiais de duas variaveis. A seguir,
o que Newton escreve:

da C C C

Figura3
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1 Se dois corposc, d descrevem as retas ac, bd no mesmo tempo (chamando ac = ,
bd = ¥, p = movimento de ¢, g = movimento de d), e se tenho uma equacao expri-
mindo arelagdo de ac = x e bd = ¥, cujos termos sio todos igualados a zero, multi-
plico cada termo da equacio por tantas vezes py ou p/x quantas forem as dimen-
sOes que 4 possui na equagio; e também por tantas vezes gv ou q/y quantas forem
as dimensdes que y possui na equacio. A soma desses produtos é uma equagio
que expressa a relacio dos movimentos deced. (...)

2 Se uma equacio expressando a relagdo dos movimentos dos corpos for dada, é
mais dificil e, por vezes, geometricamente impossivel encontrar assim a relagio

dos espacos descritos por esses movimentos (MP, 1, p. 344.).

O algoritmo descrito na primeira proposicio é o conhecido algoritmo direto, que
nos conduz de qualquer equacido polinomial

ZZAH..,-X"”Y’ =0 (4)
para aigualdade

z Z (i - j)Ai—j,jxiijilyj

i=0 j=0

iiinij’jxi—jyj—l (5)

i=0 j=0

Q|

Esse ¢ um caso particular do algoritmo descrito na proposicdo 7 do The October 1666
tract. (cf. anota13). Se o interpretamos segundo o formalismo do célculo diferencial,
conforme o conhecemos atualmente, esse algoritmo permite-nos passar de qualquer
equacio polinomial P (z, y) = o para a igualdade

oP
4__ox
p P
ay
Mas, nesse estagio de suas pesquisas, Newton ndo dispunha de nenhuma nocio com-
pacta e geral equivalente as derivadas parciais de um polindmio. Esse algoritmo é para
ele, portanto, apenas uma regra de transformacgio de um polinémio P (z,y) em uma
razdo entre polinomios associados, com o objetivo de exprimir a razio apropriada q/p
(dos componentes escalares) dasvelocidades pontuais dos movimentos retilineos pro-
duzidos pelos segmentos x e y.
Em uma nota escrita aproximadamente um ano antes (cf. MP, 1, p. 236-8), Newton
afirmara que o produto de y e a razdo dos polinémios que constitui o lado direito da
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igualdade (5) —também descrito como o resultado de uma transformacio apropriada
de uma equacio do tipo (4,) —fornece, em relacio a um sistema cartesiano de coorde-
nadas ortogonais, a subnormal sobre o eixo x no ponto genérico (x,y) da curva repre-
sentada pela equacdo. A partir dessa afirmacio e da igualdade (5), segue-se que

q _sn[P(sy)]
» y (6)
onde sn [P(x, )] é justamente essa subnormal.

Embora ndo enuncie explicitamente essa igualdade nas anotagdes feitas no ou-
tono de 1665, nessa época, Newton certamente estava consciente dela. Quando com-
parada aos resultados acerca do vinculo entre o problema das tangentes ou das nor-
mais e o problema das quadraturas que Newton obteve alguns meses antes ao modificar
o teorema de van Heuraet, essaigualdade oferece um modo de conectar esses dois pro-
blemas genéricos aos problemas das velocidades, nos casos em que temos curvas refe-
ridas a um sistema de coordenadas cartesianas e expressas por equacdes polinomiais.

Suponha-se que x e ¥ sdo as coordenadas ortogonais cartesianas de uma curva e
que elas estdo entre si em uma certa relacio R. Se essarelagio é expressa por uma equa-
¢iio polinomial P (x,y) = 0, segue-se da igualdade (6) que o problema das tangentes e
das normais pode ser solucionado transitando dessa relacdo para a razio q/p de acordo
com a igualdade (5) e reescrevendo o lado direito dessa igualdade em termos que in-
cluem somente uma das duas variaveis x e y. Além disso, se for estabelecido que AP = w,
PM=yePN =z (como na figura 1 ou na figura 2),a partir da igualdade (6), segue-se que
a condi¢iio (3) transforma-se em z=Kq/p. De acordo com a versido newtoniana do
teorema de van Heuraet, o problema de quadrar a curva de coordenadas cartesianasx e
z pode ser solucionado transitando de uma relagdo R*, que vincula essas coordenadas
umas as outras, para uma equacio polinomial P (z, y) = 0 tal que q/p = 2/K. Se for assim,
o trapézio delimitado por essa curva, descrito entre as abcissas x = € e x =x é de fato
igual a K‘yk —yér‘ (cf. anotais).

Atnica dificuldade que possivelmente surgiria para a solugio do primeiro des-
ses problemas, quando R é expresso pela equacio polinomial P (z,y) = 0, é escrever o
lado direito da igualdade (5) em termos de apenas uma das duas variaveis z e y. Se a
relagio R* for dada de algum modo, a dificuldade que possivelmente surgiria para a
solugio do ultimo problema é encontrar um polindmio adequado P (z, ¥), com a con-
dicdo de que haja alguma solucao (o que nio €, obviamente, assegurado em gera]).

Os dois problemas classicos relativos as curvas — o problema das tangentes ou
normais e o problema das quadraturas — sdo assim reduzidos, sob adequadas condi-
coes restritivas, aos problemas relativos as velocidades pontuais dos movimentos
retilineos que, por sua vez, sdo equivalentes aos problemas algoritmos pertencentes
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ao campo da analise vieteana. Mas, na hipé6tese de que essas condig¢des ndo sejam sa-
tisfeitas, estariam o problema das tangentes e das normais e o problema das quadra-
turas, de algum modo, também relacionados aos problemas relativos as velocidades
pontuais dos movimentos retilineos?

Para responder a essa questdo, é importante saber como obter a igualdade (6).
Haveria Newton tomado de duas maneiras distintas dois algoritmos coincidentes (o
algoritmo das tangentes ou normais e os algoritmos da velocidade)? Ou haveria ele
compreendido—com base em argumentos mecanico-geométricos, independentemen-
te de qualquer equacdo — que, em geral, a razdo entre as (componentes escalares das)
velocidades pontuais dos movimentos produtores dos segmentos y e x ¢ igual a razio
entre a subnormal sobre o eixo x e a ordenada da curva tracada pelas coordenadas
cartesianas ortogonais x e y? Se essa ultima possibilidade for o caso, entdo Newton
sabia, no outono de 1665, que a conexio entre os problemas das tangentes, normais e
quadraturas e os problemas concernidos as velocidades pontuais dos movimentos
retilineos — manifesta pela equagéo (6) juntamente com a sua versido do teorema de
van Heuraet — nio depende do modo como as curvas relevantes possam ser expressas
emum sistema de coordenadas cartesianas. Se a primeira possibilidade for o caso, entdo
ele ndo poderia deixar de perguntar se essa conexido também ocorre quando as curvas,
embora referenciadas a um sistema de coordenadas como o anterior, nio podem ser
expressas por meio de uma equacdo polinomial.
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Nio hé evidéncias diretas para decidir em favor de nenhuma dessas duas possi-
bilidades. Mesmo assim, é talvez importante observar que, em nas Geometrical lectu-
res,proferidas em 1670, Barrow provou um teorema equivalente a generalizacdo daigual -
dade (6) para qualquer curva referenciada a um sistema de coordenadas ortogonais
cartesianas. Na lecture 111, ele observou que qualquer curva pode ser concebida como o
resultado da composicdo de dois movimentos: o movimento de az deslocando-se
paralelamente da posicio AZ, de tal modo que seu ponto a se move ao longo de uma
linha reta perpendicular AY, e o movimento de um ponto m, que se move sobre a pri-
meira linha, de tal modo que descreve a curva (cf. Barrow, 1670, p. 28-9; Child, 1916,
p- 49—51).1l6 Em seguida, nalecture v (art. x1), ele provou que a razio entre as (Compo—
nentes escalares das) velocidades pontuais desses movimentos em um ponto qualquer
M da curva é igual a razdo dos segmentos PM e TP, contanto que TM seja a tangente da
curva no ponto M (cf. Barrow, 1670, p. 32-3; Child, 1913, p. 55-7). Nanotacio de Newton,
esupondo que alinharetaTP é o eixow, eAP = x,PM = y, obtém-se areducdo aigualdade:

, (7)

onde stg [v] é a subtangente da curva relativa 2 ordenada y sobre o eixo x. Se as coorde-
nadas siio ortogonais e sn [y] é a subnormal dessa mesma curva sobre esse mesmo eixo
%, essa igualdade é equivalente a

sn,[y]

4= : (8)
p y
que é uma generalizacio da igualdade (6).
E possivel que, na Universidade de Cambridge ou em outro lugar,'? Newton te-
nha acompanhado um curso em que Barrow provou esse resultado. Se assim for, ele
nio somente estava ciente de que a igualdade (6) é apenas um caso particular de uma

igualdade muito mais geral (8), mas ele também conhecia um modo simples de provar
esta ultima igualdade. Na versio impressa do curso de Barrow, esse teorema é provado

16 Para simplificar, indiquei os pontos fixos e méveis com letras maitisculas e minasculas, respectivamente.

17 Child sugeriu que Newton acompanhou as Geometrical Lectures que Barrow ministrou no Gresham College entre
1663 € 1664.. Mas isso ndo é de modo algum liquido e certo. A respeito das relagdes entre Barrow e Newton, antes de
1669, e a possibilidade de que o tltimo tenha acompanhado as aulas do primeiro, ver MP, 1, p. 10-1, nota.
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do seguinte modo. Se for considerada como fixa, a tangente TM também resulta da com-
posicdo de dois movimentos: o mesmo movimento da reta az do qual resultaa curvae o
movimento do ponto ¢ que se desloca uniformemente sobre areta az partindode T'e de
tal modo que alcanga a posicido M quando az alcanca a posigdo LN. A trajetéria de um
movimento composto, tal como esses que descrevem tanto a curva, como a sua tangen-
te, depende somente da razio entre as (componentes escalares das) velocidades pon-
tuais dos movimentos que o compdem, e essa trajetéria serd uma linha reta se e so-
mente se essa razio for constante (cf. Barrow, 1670, p. 28; Child, 1913, p. 49—50). Dai
pode-se supor que, sem qualquer prejuizo para a generalidade do resultado, os movi-
mentos de az e t sdo uniformes. Sendo isso suposto, considerem-se duas posicoes de
az: aposicdo L*N* em um dos lados de LN, tal que o ponto m alcanga a posicdo O* loca-
lizada entre a posigio K* do ponto t e o ponto G* situado onde az (na posigio L*N*)
corta PM; e a posigio L**N** no outro lado de LN, tal que o ponto m alcanca a posicdo
O** que se encontra além da posicido K** do pontot que esta, por sua vez, além do ponto
G** situado onde az (na posicio L**N**) corta PM. Admita-se também que essas posi-
cdes sejam tais que a concavidade da curva nio se altera e que nio ha extremos entre
elas.*® Quando a reta az encontra-se na primeira dessas posigdes, a (componente es-
calar da) velocidade pontual do movimento de m é menor do que a do movimento do
ponto t também ao longo dela, visto que a primeira velocidade estd aumentando en-
quanto a ultima é uniforme, e o espago O*G* percorrido por m em um determinado
intervalo de tempo'? ¢ menor do que o espago K*G* percorrido port no mesmo inter-
valo de tempo. Por uma razio anéloga (considerando os movimentos como progredin-
do em direcées opostas),*® quando a reta az encontra-se na segunda posicio, a (com-
ponente escalar da) velocidade pontual do movimento de m ao longo dela é maior do
que aquela do movimento do ponto ¢t também ao longo da mesma reta. Segue-se que,
quando az encontra-se na posicdo LN, essas velocidades sdo iguais, o que é suficiente

1
para provar o teorema.2

18 Naverdade, Barrow nao explicitou essa condigéo restritiva. Mas ela é claramente requerida pelo seuargumento e,
consequentemente, esse argumento nio se aplica se M é um extremo ou um ponto de inflexéo.

19 Barrow visivelmente considera esse tempo como sendo “representado” pelo segmento G*M.

20 Essa condigdo estd implicita na identificagdo feita por Barrow entre o tempo relevante e o segmento MG** (na
verdade, ao introduzir as condi¢des para a segunda parte do argumento, Barrow assume que MG** seja o tempo, em
vez de meramente representa-lo) que é agora descrito na dire¢io oposta de G*M (cf. nota 19).

21 A razdo constante entre as (componentes escalares das) velocidades pontuais dos movimentos de az e de ¢ sobre
essa ultima reta ¢, de fato, igual a razdo entre PM e TP, de tal modo que, se as (componentes escalares das) velocida-
des pontuais de m e M forem iguais a razio constante de t, a razdo entre as (componentes escalares das) velocidades
pontuais dos movimentos de az em sobre a iltima reta, quando esse tiltimo ponto esta em M, é também igual a razio
entre PM e TP.
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4 NEWTON E O METODO DAS TANGENTES DE ROBERVAL

Emboranio se encontre qualquer prova similar entre as anotagdes de Newton, hd muitas
afinidades entre os argumentos de Barrow e 0o modo como Newton conseguiu mostrar
que a igualdade (6) nada mais é que um caso particular de um resultado muito mais
geral. Todavia, Newton vai muito mais longe que Barrow, uma vez que estabelece uma
conexio intrinseca entre o problema das tangentes e alguns problemas importantes
relativos aos movimentos (retilineos ounio) e suas velocidades pontuais, mesmo quan-
do as curvas relevantes nio estdo referenciadas a qualquer sistema de coordenadas
cartesianas. [sso torna-se possivel quando Newton toma ciéncia do método das tan-
gentes de Roberval (cf. Wolfson, 2001; Panza, 2005).

Em 1665, esse método ja era conhecido na Franga por alguns matematicos (cf.
Auger, 1962, p. 58-77; Hara, 1965; Pedersen, 1968, 1980, p. 20-3), mas ainda nio havia
sido apresentado em nenhum texto publicado.** Isso aconteceu somente em 1693, quan-
doveio aptblicoumtratado redigido porum discipulo de Roberval, Frangois de Bonneau,
Sieur de Verdus (Roberval, 1693). Certamente, esse tratado teve a sua origem em notas
registradas durante os cursos ministrados por Roberval. Embora Newton nunca mencio-
ne esse tratado nem o nome de Roberval, o contetido de algumas de suas anotacées nao
deixam davidas de que ele tinha de algum modo adquirido familiaridade com o método
ali empregado.23 Eis aqui o modo como Verdus apresenta o seu principe d invention:

em qualquer espécie de linhas curvas, a tangente em qualquer de seus pontos é
alinha da dire¢do do movimento que o mével que a descreve realiza nesse pon-
to. De tal modo que, compondo os movimentos de diversos modos e obtendo o

conhecimento da direcido do movimento composto em qualquer um dos pontos

22 Um método similar foi, entretanto, empregado por Torricelli para encontrar a tangente de um problema (cf.
Torricelli, 1644, p. 119-21).

23 Nao ha qualquer evidéncia que nos informe o modo pelo qual esse método chegou ao conhecimento de Newton.
Ele era conhecido por Barrow, que se refere a ele em uma carta a Collins como um “método para encontrar as tan-
gentes das curvas por meio da composi¢do de movimentos” (Rigaud, 1841, p. 34) que havia sido mencionado por
Mersenne e Torricelli. Isso sugere que Barrow tomou contato com ele por intermédio da mencao feitapor Mersenne
em seu Cogitata physico mathematica (cf. Mersenne, 1644, p. 115-6). Mas também € possivel que ele o conheceu de
algum outro modo; por exemplo, por meio de Hobbes, que convivera com Verdus (cf. Skinner, 1966) e que se en-
contrara com o préprio Roberval em 1642 (cf. Auger, 1962, p. 72). E altamente plausivel que Barrow mencionou esse
método emum de seus cursos. A terceira de suas Geometrical Lectures é, com efeito, inteiramente dedicada a compo-
sicdo de movimentos, que, em seguida, ¢ utilizada para investigar as tangentes, conforme teremos oportunidade de
ver. E possivel que Newton esteve presente 14, aprendeu as ideias fundamentais desse método e alguns de seus
exemplos paradigmaticos (entre as anotagdes de Newton, ocorrem muitos exemplos também presentes no tratado
de Verdus) e, depois disso, trabalhou em cima dele por si proprio.
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de uma linha curva, conheceremos desse mesmo modo sua tangente (Roberval,
1693, p. 70).

O problema enfrentado por esse principio € que ele nao deixa claro como a com-
posicdo de movimentos deve ser exatamente compreendida. De fato, no tratado de Ver-
dus sdo considerados pelo menos trés tipos diferentes de composicio de movimentos:

(1) Um ponto esté sujeito aum movimento composto se se desloca em re-
lacdo a um sistema de referéncia que, por sua vez, se desloca em rela-
¢do a outro sistema de referéncia.

(2) Um ponto esta sujeito a um movimento composto se for o ponto de
intersecdo de duas curvas inflexiveis e desloca-se a medida que essas
curvas se deslocam separadamente uma da outra.

(3) Um ponto esta sujeito a um movimento composto se se desloca na
medida em que suas respectivas distancias de dois polos fixos, repre-
sentados por dois segmentos gerados por dois movimentos distintos,
alteram-se ao mesmo tempo.

O tratado de Verdus expde o método em sua generalidade de um modo bastante
vago e, em seguida, inclui diferentes exemplos, sendo cada qual relativo a uma ou mais
dessas modalidades de composicido. Em cada um dos exemplos, indica-se o modo de
encontrar a direcdo pontual do movimento composto, supondo que sejam conhecidos
tanto os componentes escalares quanto os direcionais das velocidades pontuais dos
dois movimentos que o compdem. Essas modalidades nio sio, entretanto, explicita-
mente distinguidas entre si, bem como nenhum procedimento ou construgio geral esta
associado a cada uma delas.

O primeiro caso é aquele dos movimentos que produzem uma cicloide e uma es-
piral, desde que esses movimentos sejam descritos, respectivamente, como o movi-
mento de um ponto sobre uma roda que se desloca por rota¢io sobre uma reta (confor-
me a figura 5); esse € 0 movimento de um ponto em rotacio sobre um plano em
translagio) e como o movimento de um ponto que se desloca sobre uma régua em rota-
¢ido (conforme a figura 6).No primeiro desses dois exemplos, o segundo movimento é
retilineo. No segundo, ndo o é. Quando ele é retilineo, a situacdo é bastante simples: a
velocidade do ponto que se desloca de acordo com o movimento composto resulta da
aplicagiio da regra do paralelogramo as velocidades dos movimentos compostos (con-
forme a figura 5a).
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Quando o segundo movimento nio é retilineo, ndo ha qualquer garantia de que a
velocidade do ponto que se desloca de acordo com o movimento composto resulta da
aplicagdo da regra do paralelogramo, pelo menos se essa regra for aplicada aos mo-
vimentos componentes. A razdo para isso € a seguinte. Suponha-se que ¢, e v, sio as
velocidades pontuais do primeiro e do segundo movimentos, respectivamente. Se o
segundo movimento nio ¢é retilineo, nio temos nenhum garantia de que ¢, e v, sdo
também os componentes da velocidade pontual ¥ do movimento composto ao longo de
sua direcdo prépria. O mesmo ocorre também para os dois outros casos de composicao
de movimentos.

Um exemplo do segundo caso é o
da quadratriz, descrita como a trajetdria
do ponto de intersecdo de duas réguas,
uma das quais giraem torno dovérticedo  « -
quadrado, enquanto a outra desloca-se ao
longo da direcdo de um dos lados desse
quadrado permanecendo perpendicular y
a ele (conforme a figura 7).

Um exemplo do terceiro caso é o
das elipses, descritas como o lugar [locus]
de pontos tais que a soma das suas dis-
tancias em relagio a dois outros pontos
dados é constante (conforme a figura 8).

Suponha agora que uma curvaC é a
trajetéria de um movimento M compos- .
to, de um dos trés modos anteriores, por Figuray
dois outros movimentos M, e M,. Supo-
nha também que esses dois movimentos sio ou retilineos ou circulares. Em ambos os
casos, as dire¢des das suas velocidades pontuais ¢, e v, sdo conhecidas (no caso de um
movimento retilineo, ela ¢ a mesma que a da trajetéria do movimento; no caso do mo-
vimento circular, ela é a perpendicular ao raio dessa trajetoria). Suponha-se também
que a razdo entre os componentes escalares dessas velocidades ¢ do mesmo modo co-
nhecida: elas devem ser representadas pelos dois segmentos s, e s, tomados na mesma
direcdo dessas velocidades e na mesma tal razdo entre si. Para encontrar a tangente de
G, é suficiente determinar a diregdo pontual de M. O problema ¢, assim, compory, ey,
de um modo correto, isto é, encontrar uma construcio geral para ser aplicadaas es, de
tal forma a obter uma reta que forneca essa direcido. Uma vez que a tangente de C é
conhecida, essa curva pode ser adicionada a retas e circulos como uma trajetéria de
movimentos a partir da qual outros movimentos podem ser compostos, de tal modo
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Figura 8

que a tangente da trajetéria desses movimentos compostos pode ser encontrada pelo
mesmo método. E, esta claro, pode-se dai continuar do mesmo modo ascendendo a
outras curvas concebidas como trajetérias de movimentos compostos por outros mo-
vimentos ainda mais e mais complexos.

Roberval trata os diferentes casos de diferentes modos. Ao contrario disso, New-
ton deseja obter um principio geral que possa ser aplicado a qualquer caso. Uma gran-
de parte de suas pesquisas matematicas entre o outono de 1665 e a primaverade 1666 é
dirigida justamente a esse principio. Ele foi finalmente obtido, na sua forma geral e
definitiva, em maio de 1665, e registrado em duas notas (sendo que a segunda delas
resulta de uma revisio da primeira) redigidas nos dias 14 e 16 daquele més (MP, 1,
p-390-9). O mesmo principio foi também exposto na proposigdo 6 do The October 1666
tract. As cinco primeiras proposicoes desse tratado destinam-se apenas a fornecer os
ingredientes necessarios para a exposicio daquele principio.

Parece que Newton compreendeu que a primeira e aterceiramodalidades de com-
posicdo de movimentos, expostas acima, podem ser reduzidas a segunda, isto ¢, que hé
um modo de passar, empregando construgdes apropriadas, dos dois primeiros casos
para o ultimo (cf. Panza, 2005, p. 392-9). Segue-se que qualquer movimento compos-
to pode ser encarado como o movimento do ponto de intersecdo de duas curvas infle-
xiveis que se movem separadamente. Se as tangentes dessas curvas e (a razdo entre) as
velocidades pontuais de seus respectivos movimentos sio conhecidas, é demasiada-
mente facil encontrar a direcdo pontual do movimento composto e, assim, a tangente
da sua trajetoria, conforme se vé na figura g a seguir:
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Suponha-se que YM e ZM (conforme a figura 9) s3o as curvas em movimento e M,
o ponto de interse¢do. Suponha-se também MU e MV sdo as tangentes dessas curvas no
ponto M, e as velocidades pontuais dos movimentos dessas curvas sdo representadas
(escalar e direcionalmente) pelos segmentos MR e MQ. Segue-se que a direcdo de M é
fornecida pela diagonal MT do quadrilatero MRT(Q, que se constroéi ao tracar a partir de
R e Q duas linhas paralelas as tangentes MU e MV, respectivamente.

A justificacio disso é facil. O ponto M é afetado efetivamente por quatro movi-
mentos: os dois movimentos das curvas YM e ZM e os dois movimentos que ele realiza
sobre essas curvas para permanecer como o ponto de intersecido entre elas. Os seg-
mentos MR e M(Q representam, respectivamente, as velocidades pontuais dos dois pri-
meiros movimentos. Os segmentos RT = MT e TQ = MT" representam, respectivamen-
te, as velocidades pontuais dos dois tltimos movimentos. Ao compor esses quatro
movimentos dois a dois de acordo com a regra do paralelogramo, obtém-se exatamen-
te a diregdo MT.

Desde que as tangentes das retas e circulos sejam conhecidas, pode-se facilmente
encontrar desse modo as tangentes do ponto de intersecio de duas retas em movimen-
to, de dois circulos em movimento ou de uma reta e de um circulo, ambos em movi-
mento. E, novamente, uma vez que isso seja dado, as tangentes das trajetérias do ponto
de intersecdo de duas curvas correspondentes a essas trajetorias podem ser encontra-
das do mesmo modo, e assim por diante.
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Mas, para que isso seja possivel, é preciso determinar a razio entre os compo-
nentes escalares de determinadas velocidades. E, para tanto, o algoritmo das velocida-
des para os segmentos relacionados pela equagio polinomial pode ser util.
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O caso mais simples ocorre quando as duas curvas YM e ZM reduzem-se a duas
linhas retas que transladam uma na direcdo da outra (como na figura 10). E justamente
essa a configuracdo empregada na prova anterior de Barrow. Mas agora ela é apenas um
caso particular de uma configuracio mais geral. Nesse caso particular, cada uma das
linhas prové, entio, a direcio pontual do movimento da outra e é a sua prépria tangen-
te. O principio geral de Newton reduz-se, assim, a regra do paralelogramo (que é con-
sistente com o fato de que o movimento do ponto M pode também, nesse caso, ser des-
crito como o movimento de um ponto em relacio a um sistema de referéncia que se
desloca retilineamente em relacio a outro sistema de referéncia). Portanto, se as velo-
cidades pontuais dessas linhas retas sido representadas pelos segmentos MR e M(), para
resolver o problema ¢é suficiente construir o retangulo MRTQ, pois a sua diagonal MT é
a tangente pela qual se procura.

Prova-se assim facilmente que o resultado de Barrow — isto €, a igualdade (7) —
€ um caso particular de um resultado mais geral relativo as tangentes das curvas, in-
dependentemente de qual venha a ser o sistema de coordenadas ao qual essas curvas
sdo referidas.
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5 D& vorTa Ao De methodis

Com tudo isso em mente, podemos agora retornar a primeira reducdo do De methodis,
que, em suma, consiste em reduzir problemas geométricos sobre as curvas a proble-
mas relativos aos movimentos. Se compararmos esses problemas com as proposigdes
1-8 do The October 1666 tract, descobriremos que Newton eliminou tanto o contexto
geral fornecido pela teoria da composigio de movimentos (proposi¢des 1-6) quanto a
suposicio particular de que os espagos (no primeiro problema) e as velocidades (no
segundo) estio mutuamente conectados por meio de uma equacio polinomial (propo-
si¢des 7-8). Assim, naturalmente surge a questdo: quais sio os espacos e as velocida-
des de que Newton fala? Sao eles simplesmente os segmentos gerados pelos movimentos
retilineos dos pontos e pelas velocidades pontuais desses movimentos (que nio sio
nada mais que quantidades escalares)? Ou sio eles algum tipo de trajetéria de curvas
inflexiveis e pontos sobre essas curvas e as suas velocidades pontuais (que nio podem
ser reduzidas a quantidades escalares)?

Nio ha davida de que o texto de Newton ¢ ambiguo. Ele oferece, entretanto, al-
guns esclarecimentos quando apresenta um exemplo bastante simples:

Assim, naequagdox® = y, sey designa o comprimento do espaco descrito em qual-
quer [momento de] tempo medido e representado pelo segundo espacgo x que
cresce com uma velocidade uniforme, entdo 2ma designara a velocidade com a

qual o espaco y deve ser descrito no mesmo momento do tempo (MP, 3, p- 73).24

A letra m substitui a letra p aqui. Trata-se de uma mudanca nio significativa,
mas ela vem acompanhada de duas outras muito mais relevantes. Newton supde niti-
damente que:

(1)o espacox € percorrido com um movimento uniforme;
(2) esse espago mede e representa o tempo.

A primeira suposigio ndo é absolutamente uma novidade. Barrow ja a havia feito
(cf. notas 19, 20), € 0 proprio Newton havia as vezes recorrido a ela em suas anotagdes
anteriores. E, uma vez aceita a primeira suposicdo, a segunda — também empregada

24, Optei por manter aqui m, evitando substitui-lo pelo simbolo x , como faz Whiteside ao empregar uma notagao
que Newton somente introduzird em 1691 (cf. MP, 3, notas 83, 86 de Whiteside). O texto original de Newton é o
seguinte: “Sic in &quatione xx = y si y designat spatij longitudinem ad quodlibet tempus quod aliud spatium x uniformi
celeritate increscendo mensurat et exhibet descriptam: tunc 2mx designabit celeritatem qua spatium y ad item temporis
momentum describi pergit [...]” (MP, 3, p. 72).
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por Barrow—parece impor-se de um modo bastante natural. Mas o modo como Newton
emprega essa suposigio revela que elanio é para ele apenas um truque oportuno; é, ao
contrario disso, um indicio de uma mudancga muito mais profunda nas concepgoes de
Newton. O tempo nio deve ser compreendido aqui como o verdadeiro tempo no qual
os movimentos ocorrem; ele é apenas o segundo termo de uma analogia (cf. Guicciar-
dini, 1999, p. 19-20). E 0 mesmo deve ser dito para o caso do espago. A razdo para isso
¢ simples: Newton nio estd mais fazendo referéncia aos movimentos dos pontos ou das
linhas; ele ndo estd mais considerando as quantidades geométricas geradas por esses
movimentos. Ele estd, ao invés disso, referindo-se as variagdes das quantidades con-
cebidas como variaveis puras. Ndo ha qualquer necessidade de demorarmo-nos sobre
esse ponto, visto que o proprio Newton foi bastante enfatico a seu respeito:

E, assim, no que se segue, considerarei as quantidades como se fossem geradas
por acréscimo continuo, a maneira de um espago que um objeto mével descreve

no seu percurso (MP, 3, p. 73).%5

Quantidades nio sdo, assim, espagos gerados pelo movimento, isto ¢, segmen-
tos gerados por pontos moveis ou superficies geradas por linhas méveis. Ao contrario,
elas sdo aquilo que é “gerado por acréscimo continuo”, do mesmo modo que o espago é
“gerado pelo movimento”. Mas as coisas ficam ainda mais claras na passagem a seguir:

Nio temos, entretanto, nenhuma estimativa do tempo, exceto na medida em que
ele é representado e medido por um movimento uniforme; e ademais, visto que
apenas quantidades da mesma espécie podem ser comparadas entre si [assim tam-
bém somente] suas velocidades de acréscimo ou de decréscimo [podem ser com-
paradas entre si]. Por isso, no que segue, nio visarei o tempo formalmente assim
considerado, mas, entre as quantidades pressupostas que sejam da mesma es-
pécie, suporei que uma delas cresce com um fluxo uniforme e todas as demais
quantidades serdo referidas a essa tltima como se ela fosse o tempo, de tal modo
que o nome “tempo” possa lhe ser conferido por analogia. E, assim, onde quer
que no restante deste texto ocorra a palavra “tempo” (...), por ela nio se deve
compreender o tempo formalmente considerado, mas uma outra quantidade
por meio de cujo incremento e fluxo uniforme o tempo é representado e medido

(MP, 3, p. 73).26

25 “Et hinc est quod in sequentibus consideratem quantitates quasi generate essent per incrementum continuuum ad modo
spatij quod mobile percurrendo describit” (MP, 3, p. 72).
26 “Cium autem temporis nullam habeamus @stimatione nisi quatenus id per 2quabilem motum localem exponitur et

mensuratur, et praeterea cum quantitates ejusdem tantium generis inter se conferri possint et earum incrementi et decrementi
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Se Newton nio fala de trajetérias e movimentos compostos é porque ele preten-
de se referir nio aos verdadeiros movimentos, mas sim a uma espécie mais geral de
mudanca. Para dizé-lo nalinguagem aristotélica, ele ndo estd mais interessado no des-
locamento de pontos ou em mudangas locais (pop&) propriamente ditos, mas em um
tipo mais geral de mudanca (xtvnoig), que inclui o deslocamento de pontos como um
caso particular. Passaremos a chamar essa espécie de mudanca de “variacio quantita-
tiva”. Mas o que ela é exatamente?

Desde o comeco de 1664, — época em que esteve estudando o método das qua-
draturas de Wallis (MP, 1, p-91- 5) —, Newton havia compreendido que, para que uma
determinada quantidade geométrica—tipicamente um segmento de linha ouuma por-
¢do do espaco—pudesse ser considerada uma variavel, seria suficiente que outra quan-
tidade geométrica estivesse disponivel e fosse tal que o valor da primeira dependesse
do seuvalor. Essaultima quantidade funciona, entdo, como um pardmetro paraavaria-
cdo da primeira. Temos aqui a ideia central do principio da variavel.

Por um longo tempo, Newton parece ter estado convencido de que o modo fun-
damental para exprimir a relagdo entre quantidades geométricas e o parametro da sua
variagio consistia em escrever uma equacio algébrica — particularmente, uma equagio
polinomial —interpretada com base nessas quantidades. Seus trabalhos sobre tangen-
tes e quadraturas, especialmente aqueles inspirados no método de Roberval, ensina-
ram-no que essa mesma relacio também pode ser expressa de um modo bastante dife-
rente e mais geral e fundamental, recorrendo aos movimentos e as suas composigdes.

A citacgdo anterior evidencia um feito novo e crucial. Ela revela que Newton nio
estd lidando com a variagio de quantidades geométricas — ou qualquer outra espécie
particular de quantidade —nem com o modo de exprimir suas relacdes mutuas. Ao con-
trario, ele estd lidando com a propria variacio quantitativa, encarada como um tipo
especial de mudanca. Esse é o tipo de mudanca caracterizada pelo fato de que qualquer
um de seus exemplos particulares — digamos X — é univocamente identificado e com-
pletamente determinado na medida em que o vinculo que o conecta a mudanca princi-
pal do mesmo tipo, da qual qualquer outra mudanca depende, ¢ determinado por uma
lei que estabelece a maneira como essa mudangca principal é refletida em X. Seja T a
principal variagdo quantitativa. Isso significa que uma variacdo quantitativa particular
X ¢é identificada inequivocamente e determinada completamente na medida em que

celeritates inter se, eapropter ad tempus formaliter spectatum in sequentibus haud respiciam, sed e propositis quantitatibus
que sunt ejusdem generis aliquam equabili fluzione augeri fingam cui czters tanquam tempori referantur, adeoque cui
nomen temporis analogicé tribui mereatur. Siquando itaque vocabulum temporis in sequentibus occurrat (...) eo nomine non
tempus formaliter spectatum subintelligi debet sed illa alia quantitas cujus equabili incremento sive fluxione tempus exponitur
et mensuratur” (MP, 3, p. 72).
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uma relacgéo particular apropriada RX, T) for determinada. Os objetosdeXeT (asen-
tidades que se supdem variar) nio sio relevantes aqui, tampouco a natureza intrinseca
de T é relevante e, na verdade, nio poderia ser determinada. Ela é a variacido quanti-
tativa principal ndo porque é uniforme. As coisas se encaminham no sentido inverso:
T é (suposta ser) uniforme porque é a variagdo principal.

Poder-se-ia argumentar que a ideia nio é nova, visto que (na linguagem dos
escolasticos) o que se descreve é apenas a mudanga de qualidades intensivas. Mas isso
nio esta correto. De fato, Newton parece permutar o definiens e o definiendum: a varia-
¢do quantitativa nio estd sendo definida por intermédio da nogéo de qualidade inten-
siva; ao contrario, uma quantidade ¢ concebida, em sua generalidade abstrata, como
aquilo que se submete a uma variacio quantitativa. Embora as quantidades sejam de-
signadas por simbolos atdmicos —tais como “2” e “y” —, elas ndo sdo os objetos especi-
ficos que esses simbolos representam. Elas sdo, ao invés disso, aquilo que varia segun-
do as relagoes expressas de algum modo mediante o recurso aqueles simbolos; por
exemplo — mas nio exclusivamente —, mediante uma equacdo polinomial. Sobre esse
ponto, a seguinte passagem ¢é bastante explicita:

Mas, para distinguir as quantidades que considero como perceptivelmente, mas
indefinidamente, crescentes de outras quantidades que em quaisquer equagdes
devem ser consideradas como conhecidas e determinadas e sdo designadas pelas
letras iniciais a, b, c..., chama-las-ei daqui em diante de “fluentes” e as designa-
reipelasletras finais v, v, y e z. Easvelocidades com as quais cada uma delas flui e
é incrementada pelo seu movimento gerador (que posso chamar “fluxges” ou sim-

plesmente “velocidades”) designa-las-ei pelasletrasl, m,n er (MP, 3, p. 73).27

Assim, Newton encontra-se pronto para a segunda redugdo. Os dois problemas
anteriores sobre os espacos e as velocidades podem ser agora novamente estabeleci-
dos como a seguir:

Problema 1. Dada a relagio das quantidades fluentes entre si, determinar a rela-

c¢do das fluxdes.

27 Na passagem acima, fiz algumas modifica¢des tipograficas em relagéo a versio publicada de Whiteside, além
daquelas ja indicadas acima na nota 24.. Eis o original de Newton: “Quantitates autem quas ut sensim crescentes indefinité
considero, quo distinguam ab alijs quantitatibus qua in equationibus quibuscunque pro determinatis et cognitis habendz
sunt ac initialibus literis a, b, ¢, &c designantur, posthac denominabo fluentes, ac designabo finalibus literis v, x, y, et z. Et
celeritates quibus singulaz a motu generante fluunt et augentur (quas possim fluziones vel simplicitate celeritates vocitare)
designabo literis 1, m, net r” (MP, 3, p. 72).
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Problema 2. Quando uma equacio envolvendo fluxdes de quantidades é apresen-
tada, determinar a relaciio das quantidades entre si (MP, 3, p. 75 € 83).28

A referéncia explicita a equagées — que ocorre tanto nas passagens anteriores
onde Newton introduz os termos “fluentes” e “fluxdes”, quanto no enunciado do se-
gundo problema ¢ referendada na solugio de ambos os problemas. Embora no enun-
ciado do primeiro problema Newton esteja falando em geral da relagio entre os fluen-
tes e as fluxdes, ele soluciona o problema (MP, 3, p- 74—82) sob a condigio de que essa
relacdo seja expressa por meio de uma equagio apropriada: a saber, ou bem uma equa-
cao algébrica (polinomial ou nio) entre os fluentes relevantes, ou bem uma equacao
algébrica que incorpora uma variavel pela qual seja expressa a drea ou o comprimento
de uma curva que, por sua vez, seja expressa em termos de um dos fluentes relevan-
tes.?9 Além disso, na solugio do segundo problema (MP, 3, p. 82-112), ele supde que
sejam dadas uma ou mais equacdes algébricas entre os fluentes e as fluxdes relevantes
e mostra como determinar um desses fluentes em termos de outro através de uma ex-
pressao algébrica, possivelmente infinitaria.

Poderia parecer, assim, que a generalizacio envolvida na passagem dos movi-
mentos para as variacdes quantitativas é imediatamente frustrada por uma nova re-
gressdo a particularidade de uma algebra minimamente modificada pelo acréscimo de
um recurso a quantidades geométricas especificas tais como areas e distancias. Toda-
via, as coisas nio se passam desse modo. Newton comecou com a consideragio de equa-
¢des polinomiais como modos privilegiados de expressar curvas com respeito a coor-
denadas cartesianas e mostrou que, se as curvas sio assim expressas, os problemas das
tangentes ounormais e das quadraturas podem ser solucionados por meio da conside-
racio de movimentos retilineos tomados como movimentos geradores dessas coorde-
nadas. Ele transitou, portanto, das curvas assim expressas para as curvas consideradas
como trajetérias de movimentos compostos, independentemente de qualquer sistema
de coordenadas particular ou de qualquer espécie de equacio que as expresse, € mos-
trou que a possibilidade de solucionar os problemas das tangentes ou normais e das
quadraturas para curvas expressas como equagoes polinomiais por meio da considera-
cido de movimentos retilineos nada mais é que uma consequéncia particular de uma
relacido mais geral entre essas trajetorias e os componentes dos movimentos relativos.

28 “Prob. 1. Relatione quantitatum fluentium inter se datd; fluxionum relationem determinare.” “Prob. 2. Exposita quatione
ﬂuziones quantitatum involvente, invenire relationem quantitatum inter se” (MP, p. 4 82).

29 O exemplo de Newton (MP, 3, p. 78) é a equacgio z* + axz - y* = 0, onde se supde que z seja a area do circulo
referenciado a um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas da equagio w = Vaz-2* . Esse exemplo é tratavel,

visto que Newton prova que r = m~/ ax -2* (onde r e m sio as fluxdes de z e , respectivamente), isto é, segundo o
formalismo diferencial, dz/dx = m+/ ax-2* ou z = J at-t* dt.

o
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Finalmente, ele substituiu os movimentos por variacdes quantitativas, as trajetérias
retilineas por fluentes e as velocidades pontuais por fluxées. Mas, nesse novo contexto
bastante geral, a especificagio de qualquer variacdo particular depende da especificagio
das relacoes entre os fluentes e as fluxdes. E, na medida em que os fluentes nio sdo
espécies particulares de quantidades — sendo quantidades mais propriamente ditas
quando estdo relacionados entre si—, ndo ha nenhum modo de especificar essas rela-
¢oes considerando configuragdes geométricas ou mecanicas particulares. Portanto, o
formalismo da analise vieteana — isto ¢, as equacgdes algébricas — retorna para assumir
um papel central como um modo privilegiado de especificar essas relagdes e, conse-
quentemente, identificar os fluentes e as fluxdes particulares. Mesmo o apelo as areas
e as distancias surge, nesse contexto, com um modo comodo de introduzir uma relagio
puramente algébrica entre os fluentes e as fluxdes (cf. nota 29).3° Assim, os fluentes e
as fluxdes sdo, por assim dizer, quantidades abstratas: quantidades concebidas como
meros objetos das variagdes quantitativas; enquanto a analise vieteana é a ferramenta
empregada para especificar essas variagoes.

As limitagoes intrinsecas dessa ferramenta afetam, obviamente, a extensdo do
dominio das variagdes quantitativas. Mesmo assim, por meio de sua dupla redugéo,
Newton inaugurou um novo campo de investigacdo matemaética. Trata-se daquilo que,
bem no inicio do De methodis, ele chamou de “campo da analise” (cf. nota 12), isto €, a
doutrina geral das quantidades abstratas, concebidas da maneira como descrevi até
aqui. Embora, logo em seguida a solucio dos dois problemas gerais anteriores, o De
methodis retorne aos problemas geométricos usuais sobre as curvas, esse campo havia
sido largamente ampliado com a sua primeira definigéo, e uma grande parte da histé-
ria da matematica que se seguiu ao De methodis de Newton consistiu no esforco de
amplid-lo ainda mais, estendendo o formalismo da analise vieteana (que emprega,
entre outros, dois ingredientes cruciais ja incorporados a caixa de ferramentas desse
tratado, a saber, séries infinitas e equagoes fluxionais — ou melhor, empregando a
linguagem que posteriormente tornou-se comum, equacdes diferenciais e integrais).
A analise euleriana é justamente o resultado do esforco dispendido para estruturar esse
campo e integra-lo a outros ramos da matematica. O campo da anélise de Newton pode
ser, assim, encarado como o seu nucleo original.

30 O recurso a area do circulo, no exemplo considerado na ultima nota, é util apenas para introduzir o seguinte
sistema de equacdes:

22 +avz-yt=0
w =/ ar-x*

r=mw
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6 Ar6s 0 De methodis (0U OBSERVAGOES CONCLUSIVAS)

Conforme bem se sabe, Newton alterara rapidamente seu modo de pensar e direcionara
sua atividade matematica a geometria classica e a possibilidade de estendé-la sem al-
terar sua natureza intrinseca mediante o emprego de qualquer formalismo exético (cf.
Guicciardini, 1999, p. 101—4). Ha muitas razdes para essa mudanca, algumas das quais
nio tém certamente sustentacio em propdsitos matematicos. Mas a narrativa anterior
ensina-nos algo que pode nos auxiliar na compreensdo dessa mudanga, algo que, até
onde sei, ndo tem sido noticiado pelos comentadores.

A teoria da composigdo de movimentos elaborada por Newton com base em sua
compreensio e desenvolvimento do método das tangentes de Roberval é uma teoriana
qual as velocidades sdo consideradas como magnitudes protovetoriais: possuem tanto
um componente escalar quanto um vetorial, e ambos sio relevantes na composicéo.
Uma vez que os movimentos sdo abandonados em favor das variacdes quantitativas e
que as velocidades pontuais sdo substituidas pelas fluxdes, somente o componente es-
calar é conservado, em virtude de que, na teoria da composicio dos movimentos de
Newton, a explicacdo do componente direcional somente pode ser obtida pelas rela-
coes posicionais dos movimentos envolvidos, que se representam nos diagramas.
Mesmo assim, o problema de considerar as direcdes dos movimentos e as velocidades
na descricdo dos fenomenos fisicos nio poderia ser evitado.

Portanto, o campo da anélise de Newton pode ser considerado o ntuicleo original
de uma teoria matematica autonoma — a exemplo do que sera a anélise euleriana tem-
pos depois —somente sob a condicio de que essa teoria seja concebida como uma teo-
ria de relagoes escalares puras, capaz de, ao menos, prover uma estrutura para explicar
as relagdes que os corpos fisicos estabelecem entre si em virtude de suas qualidades
intensivas. Essa teoria, enquanto tal, ndo pode prover uma linguagem para descrever a
realidade fisica, mediante idealiza¢des; fornece apenas uma ferramenta para calcular
as relagdes intensivas de magnitudes cuja natureza particular e outros tipos de rela-
¢oes devem ser especificadas independentemente. Em suma, para desenvolver a in-
terpretacdo das relagdes entre quantidades abstratas como relacdes entre quantidades
particulares, é indispensavel que ocorra um aporte decisivo de informacdes cuja ex-
plicacdo nio se pode obter por intermédio dessa teoria matematica autonoma. O de-
senvolvimento seguinte do calculo diferencial, que levou em consideracio a possibi-
lidade de mudar a variavel principal passando de certas razdes diferenciais a outras,
incorporou pelo menos parte dessa informacado. Ao lado da introdugéo dos principios
diferenciais e variacionais apropriados, esse desenvolvimento criou as condicdes para
o crescimento da mecanica analitica durante o séc. xvi11 (cf. Panza, 2002). Mas, nateoria
das fluxdes de Newton, ambos os desenvolvimentos estavam impedidos pela presenca
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de uma tnica variavel independente compreendida em analogia com o tempo. O re-
curso a geometria classica—que contém os fundamentos tltimos de sua teoria da com-
posicdo dos movimentos — deve assim ter parecido a Newton como uma condigido para
um emprego da mateméatica na descri¢io do mundo fisico que se mostrasse capaz de
exibir um grau suficiente de precisio. Isso poderia, talvez, explicar parcialmente a au-
séncia da teoria das fluxdes nos Principia: essa teoria poderia, no méximo, fornecer
uma ferramenta local que pudesse ser aplicada aqui e ali, mas ndo poderia, como tal,
serinserida entre os principios basicos de uma nova filosofia natural. (Para evitar mal-
entendidos, convém repetir que essa poderia ser, no maximo, uma explicacio parcial;
outras razdes, que ndo poderei considerar aqui, sdo certamente também relevantes.)

Mesmo assim, o campo da anélise de Newton converteu-se — principalmente,
gracas a matematicos que nao compartilhavam o ponto de vista geométrico peculiar de
Newton — no niicleo de uma nova forma de matematica pura, cujas aplica¢des depen-
dem de modalidades bastante distintas daquelas que sdo préprias a geometria classica.
Foi justamente o que se sucedeu com a matematica analitica do século xvir1. Meu obje-
tivo aqui foi sugerir que Newton deve ser considerado um dos fundadores principais —
ou melhor, como seu genitor, o primeiro fundador — dessa forma de matematica.®

Traduzido do original em inglés por Eduardo Salles de Oliveira Barra
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ABSTRACT

Newton's De methodis (written in 1671) results from a revision of an uncompleted treatise that he had
written in October-November 1666 (The October 1666 tract on fluxions, as Whiteside called it). In 1666,
Newton already had the main results that he would expound 5 years later in the text that is unanimously
considered the best presentation of his theory of fluxions. However, the term “fluxion” itself did not
appear however in The October 1666 tract on fluzions, where the question addressed had to do with motions
orvelocities. From the strict point of view of mathematical formalism, the shift from (punctual) veloci-
ties to fluxions is not especially relevant: the mathematical methods of the De methodis are essentially the
same as those of The October 1666 tract on fluzwions. Still, this terminological change is, I think, the symp-
tom of a different way to understand these methods and the objects they apply to. This is quite explicitly
said by Newton in a crucial passage at the beginning of the De methodis, where he claims that the term
“time” in his treatise does not refer to the time formaliter spectatum, but to “another quantity” for the
“fluxion of which the time is expressed and measured”. In this paper, I discuss this passage and try to
clarify the essential differences between the 1666 notion of velocity and the new notion of fluxion intro-
duced in 1671. This also enables me to discuss the role of Newton in the origin of 18th century analysis.

Keyworps - Newton. Theory of fluxions. History of mathematical analysis. Analysis/synthesis.
History of rational mechanics.
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