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O mecanismo de transmissdo dos impulsos elétricos em uma célula nervosa é muito diferente do mecanismo

da conducdo eletronica nos metais.

A fisica, apesar disso, tem uma importante fungdo na explicagdo deste

processo. Neste trabalho, sdo estudadas algumas caracteristicas destas células especializadas. Para isto, faremos
uso do modelo de equagoes diferenciais de FitzHugh-Nagumo, especialmente para a andlise dos pontos fixos,
estabilidades e bifurcagtes. As caracteristicas fundamentais do mecanismo de propagacio do pulso sindptico em
um neurdnio, sdo mostradas em um simples cendrio possibilitando a compreensdo do fenémeno de excitabilidade,
em um contexto geométrico. Portanto, a andlise do espago de fases apresenta-se como um item fundamental
para a compreensao visual da dinamica da propagagao do impulso nervoso.

Palavras-chave: equagoes diferenciais, ndo linearidade, espago de fase.

The transmission mechanism of the electric impulses in a nerve cell is completely different from the mech-
anism of electronic conduction in metals. However, physics has an important role in explaining the dynamics
of this process. In this work, we discuss some characteristics of these specialized cells. For this, we use the
differential equation model of FitzZHugh-Nagumo, especially in the analysis of the fixed points, stabilities and
bifurcations. The main characteristics of the synaptic pulse propagation mechanism at a neuron, are shown in a
simplest scenario to make possible the comprehension of the excitability phenomenon, in a geometrical context.
Therefore, the analysis of the phase space is a fundamental item for the visual comprehension of the dynamic of

nerve impulse propagation.

Keywords: differential equations, nonlinearity, phase space.

1. Introducgao

Durante uma tempestade, em 1786, Luigi Galvani en-
costou o musculo da perna de um anfibio em um
instrumento metélico e observou que, neste membro,
produzia-se uma contragao. Este fato levou-o a con-
cluir que parte da eletricidade proveniente da tempes-
tade havia sido conduzida através dos nervos do anfibio,
0 que promoveu como resposta tal efeito. Durante
muito tempo, considerou-se que o impulso nervoso se-
ria composto por um fluxo de ions através de uma
célula nervosa, semelhantemente ao fluxo de elétrons
em um condutor metalico. No entanto, as propriedades
elétricas das células nervosas apresentam-se distinta-
mente aquelas verificadas em um condutor metalico,
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de maneira que uma condug¢ao nervosa ocorre de forma
muito mais lenta, regular e sem mudancas de intensi-
dade. Devido a tais caracteristicas, costuma-se deno-
minar tal processo de conducao “tudo ou nada”.

O sistema nervoso tem a fungdo de receber as in-
formagoes que procedem dos meios exterior e interior
da célula; estas informacoes sao utilizadas, por sua vez,
para coordenar o funcionamento geral do corpo. Este
sistema é composto por células denominadas neurénios,
delimitadas por uma membrana lipoprotéica, cuja es-
pessura é de algumas dezenas de angstroms e que sepa-
ra o meio intracelular do meio extracelular. Esta mem-
brana exerce um papel fundamental na transmissao das
informacoes neurais. Didaticamente, um neuronio pode
ser dividido em trés partes: os dendritos, o corpo celu-
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lar e o axonio. Os dendritos consistem em uma rami-
ficacdo da membrana celular, cuja funcao é a de re-
ceber os estimulos provenientes de outros neuronios,
transmitindo-os ao corpo celular. Sua estrutura ra-
mificada proporciona uma grande superficie para a re-
cepcao das informagoes. No corpo celular, localizam-
se o nucleo e as organelas citoplasmaticas, estas res-
ponséaveis pelos processos metabdlicos necessarios a so-
brevivéncia da célula. Ademais, no corpo celular sao
processadas as informagoes traduzidas pelos dendritos.
Finalmente, o axénio corresponde a uma fibra alongada
que conduz a outras células os pulsos de tensao gera-
dos pelo corpo celular. O esquema simplificado de um
neurdnio é representado na Fig. (1.

Diagrama de um neurdnio

~_ 7 + Dendritos

Ao préoximo neurdnio

Ao proximo neurdénio

Figura 1 - Diagrama representativo de um neurdnio. As se-
tas vermelhas representam a propagagao do impulso nervoso
pela célula neural (http://portalsaofrancisco.com.br/alfa/
corpo-humano-sistema-nervoso/sistema-nervoso-1.php).
Entre o interior de um neurdnio e o fluido extracelu-
lar que o envolve, existe uma diferenca de potencial
denominada potencial da membrana. Ao conectar-
se um pdélo de um voltimetro no interior da célula
a outro no fluido extracelular, pode-se verificar que
o potencial da membrana apresenta uma intensidade
préxima de —70 mV [1], assumindo-se que o potencial
elétrico do meio exterior é adotado como o de referéncia.
Efetivamente, esta ocorréncia retrata que a parte in-
terna da membrana estd negativamente carregada, en-
quanto que a parte externa possui carga positiva, de
maneira analoga ao que ocorre nas placas de um ca-
pacitor. Desta maneira, o axonio apresenta-se eletri-
camente neutro: a soma de suas cargas positivas e ne-
gativas se equiparam em ambas regides separadas pela
membrana celular. Neste sentido, a diferenca de po-
tencial elétrico entre o interior do neurénio e o fluido
extracelular se estabelece devido a semi-permeabilidade
das membranas aos ifons. No interior da célula neural
hé fons de potédssio (K1), sédio (Nat), cloro (C17) e
anions protéicos moleculares: estas proteinas negati-
vamente carregadas também sao encontradas no meio
extracelular, no entanto, em diferentes concentracoes.
Caso a membrana celular fosse permeéavel a esses ions,
as concentracoes ionicas nos meios intra e extracelu-
lares seriam idénticas devido ao processo de difusdo.
Por outro lado, se houvesse total impermeabilidade, as
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concentragoes i6nicas permaneceriam inalteradas [2].

O funcionamento do sistema nervoso consiste nas
mudancas do potencial elétrico da membrana e na
transmissao dessas mudancgas para outros neuronios.
Estas variacoes, desencadeadas por estimulos internos
ou externos ao organismo, constituem informagées codi-
ficadas na forma de pulsos que sao processados e utiliza-
dos para o comando das respostas deste organismo [2].

Na membrana de um neurdnio existem canais espe-
cificos, através dos quais determinadas espécies ionicas
tém acesso. Os mais importantes sdo os canais que
permitem o transito dos ions potéssio e sédio. Porém,
a dinamica de abertura destes canais e o consequente
fluxo i6nico sucedido por essas vias limita-se a uma
situacao especifica: quando algum estimulo externo
promove uma mudanca local no potencial elétrico da
membrana, provocando uma despolarizagao inicial re-
sultante em um potencial limiar excitatério (também
conhecido como limiar de despolarizagdo) ocorrida em
resposta a abertura dos canais i6nicos, tem-se um pulso
denominado potencial de a¢do. A geracdo deste poten-
cial apresenta um cardter “tudo ou nada”’no sentido de
que o nao alcance deste limiar implica em sua auséncia.
Entretanto, a superagao deste limiar resulta na pre-
senca deste potencial que apresentard uma forma e uma
duracao praticamente independendentes da intensidade
do estimulo [3].

Portanto, o processo de codificagao e transmissao
da informacao neural segue uma légica baseada na
chegada de estimulos aos dendritos de um determinado
neurdnio, onde a soma desses estimulos deve superar o
limiar de excitabilidade do corpo celular. Na sequéncia,
é gerado o potencial de acao que é conduzido ao longo
do axoénio, podendo ser transmitido para o dendrito de
um neurdnio préximo. Essa transmissao, no entanto,
deverd superar um intervalo fisico entre os neurdnios,
cujo comprimento é de algunas centenas de angstroms,
configurando um processo conhecido como sinapse.

Recentemente, estudos da fisiologia neural tém
sido incorporados a psicologia, resultando na Neu-
ropsicologia [4]. Este ramo de investigacdo obje-
tiva analisar o funcionamento do sistema cerebral e
suas expressoes nas condutas humanas. Poderiamos
citar as emocgoes como exemplo de aplicacao da
dinamica neural. Tremores, fraquezas, rigidez muscu-
lar, obnubilacao dos sentidos, alteragoes nos movimen-
tos cardiacos e respiratérios, espasmos intestinais, to-
das essas emogoes seriam componentes emotivas con-
sequentes de intensas descargas elétricas em &areas es-
pecificas do cérebro. Fatos como estes podem surgir,
por exemplo, a partir de situagdes ameagadoras que ca-
racterizam o medo [5]. Nesse sentido, trabalhos visando
a analise e interpretagao de modelos de equagoes dife-
renciais que descrevem a dinamica de propagagao do
pulso neural e suas expressoes na fisiologia humana vém
sendo cada vez mais frequentes.

O objetivo deste trabalho é descrever a dinamica
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de propagacao de um pulso nervoso, utilizando-se para
isso um modelo simples de equactes diferenciais néao
lineares, chamado FitzHugh-Nagumo, a partir de um
ponto de vista analitico-numérico. Na secao 2, des-
crevemos analiticamente o modelo utilizado, analisando
os pontos de equilibrio no espago de fases e enfatizando
a estabilidade e o método de linearizacao. Na segao 3,
descrevemos numericamente o fenémeno de excitabili-
dade de uma célula neural e a presenga de bifurcagoes
e ciclos limite. Por fim, na secao 4, apresentamos um
resumo dos principais resultados encontrados e as con-
clusoes associadas ao presente trabalho.

2. Tratamento analitico do modelo de
FitzHugh-Nagumo

R. FitzHugh e J.S. Nagumo (1961) e S. Arimoto e S.
Yoshizawa (1962) propuseram um modelo simples que
reproduz os principais resultados do modelo dinamico
de Hodgkin-Huxley [6], ndo detalhado matematica-
mente neste trabalho. O modelo de Hodgkin-Huxley
(HH) estima que a membrana de um neurénio apresenta
a propriedade de armazenamento de carga, tal como
acontece com as placas de um capacitor, e também con-
sidera que esta membrana apresenta a propriedade de
resistir ao fluxo de carga, papel andlogo ao de um re-
sistor. A hipdtese de Hodgkin e Huxley indica que a
membrana consiste em canais que permitem a passagem
de ions, produzindo correntes elétricas e gerando o po-
tencial de agao, como resultado do aumento da con-
dutancia associada ao fon Sédio, gn,. Este, uma vez
permitida a sua entrada na célula nervosa, carrega seu
interior positivamente, aumentando a sua condutancia.
Portanto, gy, depende do tempo, t, e diminui em
direcao ao méaximo do potencial de acao. Este fato
faz com que gy, também dependa da voltagem da
membrana V', de maneira que gy, = f(V,t). Simul-
taneamente a este efeito, a condutancia dos ions de
Potéssio, gx, também muda como funcao da volta-
gem e do tempo, ou seja, g = j(V,t). Assim, o pro-
blema a se resolver neste correspondente modelo con-
sistiu essencialmente em se determinar como as con-
dutancias gy, € gk dependem da voltagem da mem-
brana e do tempo, descrevendo assim o comportamento
do Sédio e do Potéssio durante a atividade de despo-
larizagao neural.

Devido as dificuldades em se determinar a dinamica
associada a condutancia do Sédio, Hodgkin e Huxley
postularam a existencia de duas variaveis: uma de
ativacao, m, e outra de inativagao, h, relacionando-
as ao fato de que, durante o processo de despolari-
zagao, gn, pode ser ativada ou desativada. Para a
descricao da dindmica de g, ativada durante a des-
polarizacao da membrana do neur6nio, foi postulada a
variavel de atuacdo denotada por n. Assim, este mo-
delo pode ser representado por um espaco de fases de di-
mensao 4 (cujas varigveis sado (V,m, h,n)), o que torna
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o entendimento intuitivo da atividade neuronal mais
complicado. Em vista de tais dificuldades foi estabele-
cida uma estratégia para um melhor entendimento do
fenémeno neural, utilizando como ferramenta a geome-
tria do espago de fases: a reducgao da dimensionalidade
do modelo.

Nesse contexto, foi observado que ocorriam evolu-
¢oes semelhantes em dois pares de varidveis distintas
que apareciam no modelo HH, representando o fluxo
ionico através da membrana. Por isso, FitzHugh e
Nagumo representaram a atividade neural, utilizando
apenas um par de varidveis que aqui mencionaremos
v(t) (varidvel rdpida) e w(t) (varidvel lenta), repre-
sentando respectivamente a voltagem através da mem-
brana celular e a varidvel de recuperagao apds sua ex-
citagdo. A varidvel w(t) representa a dindmica do po-
tencial elétrico da membrana neural ao retornar para
os seus valores de repouso, sem um significado biofisico
especifico. Esta reducao de varidveis permitird, como
veremos, a andlise intuitiva da dindmica do correspon-
dente sistema no espaco de fases.

Assim, motivados pela descrigio de um modelo que
permitisse representar, de maneira adequada, as carac-
teristicas qualitativas dos impulsos elétricos, tais como
a existéncia de um limiar de excitabilidade e a geracao
de trens de pulso sob a agao de correntes elétricas
externas, R. FitzHugh e J.S. Nagumo concluiram as
seguintes equagoes diferenciais [7]

dv

=va—v)-1)—w+t], (1)
dw
T b(v — cw). (2)

Os parametros a, b e ¢ s&o positivos e representam
respectivamente o limiar de excitacao e os parametros
que simulam a mudancga do estado de repouso e da
dinamica do sistema, enquanto que o termo I repre-
senta o estimulo externo aplicado ao neurénio. A nao
linearidade na forma cibica presente na Eq. (1) tem
por objetivo simular realisticamente a relagao tensao-
corrente elétrica para a membrana neural. E impor-
tante perceber também que as grandezas associadas a
este sistema de equagoes sao adimensionais. Isto sig-
nifica que as equagOes originais que compdem o mo-
delo de FitzHugh-Nagumo foram escaladas de maneira
a tornar as grandezas v e w adimensionais. Isto é inte-
ressante quando se pretende analisar qualitativamente
um sistema dindmico sem uma preocupacao com res-
peito as unidades associadas as grandezas envolvidas.

2.1. Iséclinas nulas (IN)

Ao se resolver de maneira analitica ou numérica um sis-
tema de equacgoes diferenciais que descreve a dinamica
de um neurdnio, determinamos a evolugao temporal
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das varidveis de estado do sistema, (v(t), w(t)), con-
siderando alguma condigdo inicial, (v(0), w(0)). O
espago onde habitam as varidveis de estado (v, w)
denomina-se espaco de estados onde é possivel visu-
alizar a evolugao do sistema graficando as drbitas da
equacgao diferencial. Os pontos desse espago para os
quais as derivadas com relacao ao tempo das variaveis
de estado se anulam simultaneamente constituem os es-
tados de equilibrio ou estados estéticos do sistema [8].

Assim, para o modelo de FitzHugh-Nagumo, igua-
lando a zero as Egs. (1) e (2), obtém-se

w=I-vv—a)(lv-1) (3)

w=—. (4)

Os pontos (w,v) que satisfazem a Eq. (3), cor-
respondem aos estados nos quais apenas a voltagem
através da membrana celular, v, nao varia com o tempo,
ou seja, se uma condicao inicial for escolhida com
tais caracteristicas, o sistema neural permanecera com
a mesma voltagem através da membrana indefinida-
mente, uma vez que % = 0. A mesma justificativa
é valida para a varidvel de recuperagao, w, ao serem
considerados os pontos (w, v) relacionados pela Eq. (4]).

Cada uma destas Eqs. (3) e (4) representa uma
curva no espacgo de estados (v, w) deste sistema, que
neste caso corresponde ao gréfico de uma funcéo w(v).
De fato, a Eq. (3]) representa um polinémio de grau trés
e a Eq. (4) uma reta que passa pela origem. Os pon-
tos onde estas curvas se interceptam, correspondem aos
pontos de equilibrio, de maneira que o niimero maximo
destes pontos para o correspondente sistema é trés (ver
Fig. 12). Estas curvas sdo usualmente denominadas
Iséclinas Nulas (IN) do sistema.

Pode-se verificar sob quais condi¢oes o conjunto
dos parametros do modelo garante a existéncia de um
tnico ponto de equilibrio. Para isto, observamos que
0 parametro b nao é importante neste estudo, uma vez
que as coordenadas que definem os pontos de equilibrio
do sistema nao dependem do mesmo, o que é explici-
tado nas Egs. (3) e (4). Assim, é interessante fazer duas
observacoes geométricas no plano de fases do sistema:
(i) ao se manterem fixos os pardmetros a e ¢, a mudanga
dos valores do parametro I tem como consequéncia a
translacdo da IN cibica na dire¢ao do eixo w; (ii) ao
se manterem fixos os parametros I e a, a mudanca do
parametro ¢ tem como efeito a mudanca no valor da
inclinacao da IN reta. A partir destas consideracoes, é
possivel inferir a seguinte observagao geométrica:

O namero de pontos de intersecao depen-
dera da relacao entre a inclinagao da IN reta
(1) e a inclinagdo do ponto de inflexdo da
IN cibica (k) (Como podemos observar no
exemplo dado na Fig. [2). Se a inclinagao
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% da IN reta é maior ou igual a k, entao,
para todo valor do parametro I, o sistema
FitzHugh-Nagumo tem um tnico ponto de
equilibrio.
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Figura 2 - Dependendo do valor dos parametros, podem-se ter
uma, duas ou trés intersegdes. (a) Caso em que % > k , onde
a = 0.15, b = 0.01, ¢ = 2.50, I = 0.00, e observa-se apenas um
ponto fixo. (b) Caso em que % < k, onde a = 0.15, b = 0.01,
¢ = 5.45, I = 0.00 e observam-se dois pontos fixos. (c) Caso
em que 1 < k, onde a = 0.15, b = 0.01, ¢ = 7.00, I = 0.00 e
observam-se trés pontos fixos.

A inclinacdo da IN cibica definida pela Eq. (3),
em seu ponto de inflexdo, pode ser calculada fazendo

a segunda derivada da funcao w, com respeito a v, de
maneira que

dPw
Assim
d? 1
ey S (6)

dv? 3
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A inclinacdo da IN para este valor de v sera dada por

dw a2—a+1_

— ap1= ———— = k.
e lomspa= 5 (7

A partir disso, concluimos que para qualquer selecao de
parametros, (a; I; b; ¢) do sistema FitzHugh-Nagumo,
se for satisfeita a condigao

2
— 1
e (8)

Y

1
c

existirdA um tunico ponto de equilibrio. Neste tra-
balho, suporemos que esta condi¢ao se cumpre no mo-
delo e, entao, analisaremos as diferentes possibilidades
dinamicas do sistema.

2.2. Estabilidade e linearizagao

Para analisar a dindmica de um sistema de equagoes
diferenciais, é importante estudar seus estados de equi-
librio e a estabilidade dos mesmos. Dois sistemas que
possuam um numero distinto de estados de equilibrio,
ou o mesmo numero e diferentes estabilidades, apresen-
tarao comportamentos qualitativamente diferentes. Os
estados de equilibrio de um sistema dinamico podem
ser estdveis, assintoticamente estdveis ou instaveis [9].
Um estado de equilibrio denotado por x* é estavel se e
somente se, dado € > 0, existe d(e) > 0, de tal maneira
que, para || x(0) —x* || < d(e), entdo || x(t) — x* ||[< €
para todo ¢t > 0. Assim, existe uma vizinhanga de raio
0 no entorno do estado de equilibrio, de maneira que,
para uma dada condicao inicial que pertenca a vizi-
nhanca, a trajetéria correspondente a essa condigao ini-
cial nunca se distancia mais que uma distancia e. Um
estado de equilibrio x* é dito assintoticamente estavel
se e somente se existe um ¢ > 0, de maneira que, para
| x(0) —x* || < ¢ entao || x(t) —x* || — 0, para t — c0.
Por fim, se a trajetdria se distancia da vizinhanca de
raio € em um tempo finito, o estado de equilibrio é dito
instavel.

Sob determinadas condi¢Ges, um sistema nao linear
pode ser aproximado, no entorno de um estado de
equilibrio, por um sistema linear. A este processo de-
nominamos linearizacao. Estudando essa aproximagcao
linear, as vezes é possivel prever o comportamento das
solucoes do sistema nao linear, que comecam na vizi-
nhanga de um estado de equilibrio. Para o caso de inte-
resse deste trabalho, ou seja, para o sistema de equagoes
diferenciais nao lineares de primeira ordem, f(z,y) e
g(z,y), obtemos no entorno do estado de equilibrio
P = (z*,y*) as seguintes expansdes [10]

X o Haw) = 1)+ L ey (e +

dt
0
8—"; o W=y 4 (9)
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dy _

« w09
o =g(z,y) = g(@™,y") +

Ox
dg .
3y P (y—y")+... (10)

lpy (x — %) +

Por conveniéncia, podemos escolher um novo sistema
de coordenadas, ou seja, um sistema em que o estado
de equilibrio P seja transladado para a origem. FEste
sistema é definido como

X(t) = x(t) — 2™, (11)
Y(t)=y(t) —y" (12)

As equagoes que governam a evolugao temporal dessas
novas variaveis sao determinadas por

dX dx

- == 1
dt dt’ (13)
ay dy

Além disso, como f(z*,y*) = g(z*,y*) =0, as Eqgs. (9)
e (10) ficam

dx of af
—_— == X+ = Y, 1
= as X+ By P Y, (15)
dy  Og g
— == X+ = Y. 1
di or lpy X + dy l(P) (16)
Utilizando a notacao matricial, obtemos
dZ(t)
—= =AZ(t 17
“H = Az(), (17)

onde Z(t) é o vetor coluna das varidveis de estado
e A a matriz jacobiana. Portanto, a matriz de li-
nearizagao para o modelo de FitzHugh-Nagumo, con-
siderando I = 0, na vizinhanga do ponto fixo (x*,y*)
= (vp, wp), é dada por

o ov

ov  Ow
A vy wo) =

ow ow
ov  Ow

Logo

A | “3(wo)?+2(a+1vg—a -1

(vo,wo) = b ~be |

Entao, o sistema linearizado na vizinhanga do es-
tado de equilibrio sera dado por

dv

i (—=3(vo)? 4 2(a + 1)vy — a)v — w, (18)
dw
i b(v — aw). (19)

A estabilidade dos pontos fixos estéd relacionada com os
autovalores da matriz do correspondente sistema linear.
Quando a parte real de todos os autovalores é negativa,
o ponto fixo é assintoticamente estavel; quando zero é
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estavel, e quando alguma é positiva, é instavel [8]. Em
principio, estamos considerando nossa andlise para o
caso em que I = 0, o que significa que & membrana
neural nao se aplica estimulo. Sob estas condigoes, os
experimentos fisiolégicos [11] revelam que o potencial
de repouso se comporta como um atrator, ou seja, caso
ocorra uma perturbagao no potencial da membrana,
serd verificado espontaneamente a recuperacao e o re-
torno ao seu valor inicial.

Vamos analisar agora se este estado de equilibrio do
nosso modelo é estavel, tal como deve corresponder a
realidade fisioldgica observada. Para isso, buscaremos
condigoes sobre os parametros para que a parte real dos
autovalores do sistema seja menor que zero. De acordo
com as Eqgs. (18)) e (19), os autovalores do sistema, Aj 2,
resultam em

(a —bc)? — 4b
5 :

Para o caso de A 2 real, tem-se que (a — bc)? > 4b.
Para que os autovalores sejam menores que zero, tem-
se que cumprir a condi¢do a + bc > +/(a — be)? — 4b,
o qual implica que ca > —1. Naturalmente, esta
ultima condigao se cumpre sempre, pois no modelo de
FitzHugh-Nagumo foi suposto que a e b sdo positivos,
e que ¢ é positivo mas que também pode ser nulo. J&a
para o caso complexo, (a — bc)? < 4b, de maneira que a
parte real dos autovalores é menor que zero se a+cb > 0;
isto também se cumpre com a condigao de que a, b e
¢ sao valores positivos. Assim, conclui-se que se neste
sistema existe um unico ponto fixo com auséncia de
estimulo externo, ou seja, I = 0 para todos os valores
dos parametros a, b > 0 e ¢ > 0, o estado de equilibrio
(vo,wo) = (0,0) é sempre assintoticamente estavel.

(20)

3. Anadlise numérica

Neste trabalho, utilizamos o método de integracao
numérica Runge-Kutta de quarta ordem [12] para solu-
cionar o sistema FitzHugh-Nagumo. Este método uti-
liza uma média dos valores de uma func¢ao f(¢) no in-
tervalo [t;,¢;11]. A ordem de um método de integragao
indica sua precisao com respeito a poténcia do passo de
tempo h. O método pode ser expresso por

h
{L‘j+1 = l'j + g(kl + 2k2 + de + k4)7 (21)

onde

ky = f(xj,t;),
ke = f(z; + (hk1/2),t; + (h/2)),
ks = f(z; + (hk2/2),t; + (R/2)),
ks = f(x; + (hks),t; + h).

de Assis et al.

3.1. Potencial de Agao

Consideremos os parametros a = 0.139, b = 0.008,
¢ = 2.540 e condigoes iniciais v(0) = 0 e w(0) = 0. Os
parametros a, b e ¢ foram a priori escolhidos, garantin-
do a existéncia de um tnico ponto de equilibrio e uma
representacao realistica do sistema neural, adotando-se
a diferenca de potencial entre os meios interior e exte-
rior & membrana aproximadamente -70 mV [13]. Solu-
cionando o sistema para o intervalo de tempo 0 <t <
150 e conectando o estimulo I para 10 < t < 20, o
sistema altera seu estado estacionédrio. Dependendo da
intensidade do estimulo, é possivel a ocorréncia de uma
grande mudanca em v(t) e w(t) anteriormente ao resta-
belecimento do estado estaciondrio (ver Fig. [3)).

16 T T T
1 —1=10.02 ]
- —=1=0.07

124 <. -1=010

v (u.a)

Tempo (u.a)

Figura 3 - Potencial da membrana como funcdo do tempo em
unidades arbitrarias, considerando os parametros a = 0.139,
b =0.008, ¢ = 2.540 e a perturbagao I = 0.02 (Linha Continua),
I = 0.07 (Linha Tracejada) e I = 0.10 (linha pontilhada).

E interessante observar também que, para I = 0.10,
a evolucdo de v(t) ndo revela mudancas significativas
em comparacdo com o caso I = 0.07 (ver Fig. 3). As-
sim, a amplitude do pico e a forma de v(t) sdo pare-
cidas e refletem o comportamento “tudo ou nada’no
funcionamento de um neurénio, como ja comentado an-
teriormente.

Uma discussao pode ser feita considerando os
parametros a = 0.15, b = 0.01 e ¢ = 2.5. Para estes va-
lores, verifica-se a condi¢ao correspondente & desigual-
dade 8 e, em consequéncia, o sistema possui um tinico
estado de equilibrio. Como ja sabemos, este estado de
equilibrio é um atrator, definido pelo ponto (vg,wp) =
(0,0). Na Fig. [l (a) estao representadas as IN do sis-
tema e algumas Orbitas no espaco de fases. Algumas
evolugoes temporais da voltagem sao explicitadas na
Fig. 4 (b), considerando o caso em que o estimulo é
nulo, I = 0.

Ao se aplicar um pequeno e breve estimulo através
da membrana celular, observa-se um incremento na
voltagem, que decai assintoticamente até que posteri-
ormente alcanca-se, outra vez, o potencial de repouso.
Se a amplitude do pulso de corrente aplicado for su-
ficientemente significativa, o que corresponde a levar
o potencial da membrana para valores acima do limi-
ar, observar-se-4 um aumento desproporcional da vol-
tagem até que um valor maximo seja alcancado, sendo
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seguido por um decréscimo com valores ainda menores
que o correspondente ao potencial de repouso. Entao,
na ultima fase do processo, é possivel observar a re-
cuperagao do potencial de repouso, lentamente. Em
resumo, ao se aplicar no neurénio uma série de per-
turbagoes que tenham o efeito de incrementar progressi-
vamente o valor da voltagem da membrana, serd obtida
primeiramente uma resposta linear da membrana, cuja
voltagem excedera a amplitude da perturbagao inicial.
Ja em seguida, quando a perturbagao cruzar o valor
limiar, serd obtida uma resposta nao linear, caracteri-
zada por uma mudanca desproporcional da voltagem
v(t) até que se alcange um valor méximo. E possivel
também verificar que a diferenca entre os cursos tem-
porais, associados as perturbagoes que superam o li-
miar, é pouco significativa, dando lugar a potenciais
que sao praticamente indistinguiveis, tal como se pode
constatar na Fig. 5.

0.9 T T T T

T
0.8 == |soclina Nula Polinomial 4
= =lsoclina Nula Linear
074 - - .(v0), (0)) = (0.00000 , 0.20801) 1
0.6 (v(0), ©(0)) = (0.40801, 0.00000) ]
0.5 ]
0.4] L7 ]
3 -
0.3 -~ ]
—_— -
0.2 S _.- - ]
0.14 \\. _/\ 4
ps L4
0.0] > ]
-0.1 - 4 (a) 4
0.2
T y T y T
0.4 0.0 0.4 0.8 1.2
A%

2.0 T T T T

1.6 ]
(v(0) , &(0)) = (0.40801 , 0.00000)
(v(0) , «(0)) = (0.10801 , 0.00000)
1.2 ]
>
0.8 ]
0.4 ]
(b)
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T v T v v
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Figura 4 - (a) Fenémeno de excitabilidade: representagdo no
espaco de estados com as correpondentes condigoes iniciais e com
parametros ¢ = 0.15, b = 0.01, ¢ = 2.5 e I = 0. (b) Evolucdo
temporal do potencial elétrico para duas condig¢bes iniciais dis-
tintas.
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Figura 5 - Evolugdo temporal do potencial elétrico para valores
de excitacdo maiores que o limiar. E possivel observar a pouca
diferenca entre os cursos temporais.
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3.2. Bifurcagcao Andronov-Hopf

Comegaremos essa se¢ao com uma definicao qualitativa
de bifurcacao. Um diagrama de bifurcacao mostra a
transicao entre flutuagoes ciclicas e cadticas do sistema,
ou seja, situagoes de comportamento ordenado e com-
plexo respectivamente.

Por exemplo, se associamos tais situagoes a medi-
cina, é possivel pensar na mudanca entre a saide e
a doenga como uma transicao dinamica. Por exem-
plo, em cardiologia, mudangas complexas de ritmo as-
sociadas as varias arritmias podem estar relacionadas
com bifurcagoes em equagoes dindmicas nao lineares. A
presenca de ritmos alternados, de batimento para bati-
mento, que levam a uma alteragao nas formas da onda
detectada em um eletrocardiograma, pode estar associ-
ada, algumas vezes, com bifurcagoes [14,15].

Genericamente, em um sistema dindmico, uma
bifurcagdo corresponde a uma mudanca nas carac-
teristicas qualitativas deste sistema que surgem a me-
dida que um parametro é variado. Estas bifurcacoes po-
dem estar relacionadas com o surgimento ou desapare-
cimento de oscilagbes ou mudangas no periodo destas
ultimas [16].

Um importante aspecto do nosso sistema surge
quando se pretende realizar uma anélise com respeito
a resposta emitida pela membrana quando lhe é apli-
cada uma corrente I, constante no tempo. Para isso,
o primeiro passo é definir, de maneira mais formal, a
ocorréncia do fenomeno bifurcagao. Este termo, intro-
duzido por Poincaré em 1885, faz referéncia a mudanga
qualitativa no espago de fases de um sistema dinamico,
caso algum parametro do sistema apresente um valor
critico. A idéia do fenémeno de bifurcacao estd ligada
ao conceito de estabilidade estrutural [17].

Um sistema é estruturalmente estavel se as pro-
priedades geométricas no correspondente espago de
fases s@o mantidas apds uma pequena perturbacgao.
Por outro lado, se ao variar o valor de um parametro
do sistema ao redor de um wvalor critico, ocorrer
uma alteracdo qualitativa no espago de fases, entao
o sistema dindmico serd considerado estruturalmente
instavel para o correspondente valor critico. Denomina-
se entao bifurcagao a esta mudanga na forma do espago
de fases.

Para o nosso sistema, quando se aumenta o valor do
estimulo I, como ja citado, translada-se o grafico da IN
cibica verticalmente no sentido positivo do eixo w do
plano de fases, o que tem como consequéncia o aumento
do valor da componente v do estado de equilibrio do sis-
tema (ver Fig. [6). Estudar a variagdo da estabilidade
na proximidade do ponto onde ocorre esta mudanca,
é importante na discussao das propriedades que gover-
nam a dinamica de propagag¢ao do pulso.

Nesta se¢ao, provaremos a existéncia da bifurcacao
Andronov-Hopf no sistema estudado, quando ocorrem
mudancgas no valor da corrente I. Este tipo de bi-
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furcacao se faz presente quando o determinante da ma-
triz linearizacao, A (y,,.,) ¢ maior que zero e o valor do
trago da mesma matriz é nulo [8]. Para o caso, quando

— 302 +2(a+1)vg —a—be=0, (26)

onde as raizes do traco da matriz linearizacao sao

1 + 1—a)? —3b 1
= eV P razSe L, Ly g
3 3
(27)
Aqui, f = 4% e k = W como ja definido

na Eq. (8). Observa-se que, para que existam solugoes
reais, é necessario que k > bc. Para k < bc o equilibrio
é assintoticamente estdvel para qualquer I. Neste caso,
ao se incrementar o estimulo, tem-se como resultado o
aumento da componente v de equilibrio (i.e. o valor do
potencial de repouso) como ilustra a Fig. [6.

Para uma configuracao tal que bc < k, pode-se
demonstrar a existéncia de dois valores da corrente apli-
cada, I1(c,b) e Iz(c,b) para os quais o trago da matriz
linearizacao do sistema no ponto de equilibrio é zero.
Nesse caso, variando o valor de I, o trago muda de sinal.
Como o sinal do trago da matriz de linearizacao fornece
o sinal da parte real dos autovalores do sistema linea-
rizado, associado a esta transi¢ao, produz-se uma mu-
dancga na estabilidade do equilibrio. E possivel perceber
este fato na Fig. [7. Entao, nesta situagao, é refletida a
bifurcagdo Andronov-Hopf. Associado a este processo
de mudanca na estabilidade do equilibrio, aparece um
ciclo limite estavel, ou seja, uma drbita peridédica atra-

de Assis et al.

tora. Para ilustrar didadicamente a ocorréncia da bi-
furcagdo Andronov-Hopf, considera-se na Fig. 8, um
diagrama onde se representa uma prova submetida a
um potencial cilindricamente simétrico numa situacao
tri-dimensional. A projegdo da dindmica deste sistema
em um plano demonstra os trés estados da bifurcacao
Andronov-Hopf. Em (a), verifica-se a néo existéncia
de um ciclo limite com a origem sendo um foco estavel;
(b) é produzida a bifurcagdo de maneira que a tendéncia
de chegada das trajetdrias & origem é muito lenta; (c)
aparece um ciclo limite onde a origem se converte em
um foco instavel.

Na Fig. 9l é mostrada uma sequéncia de ciclos li-
mite associada a diminuicao dos valores associados ao
parametro b. Observa-se que quando o valor deste
parametro satisfaz b < 1, obtém-se trajetérias quase
horizontais devido ao fato de os valores de ‘3—‘;’ se apre-
sentam muito pequenos, como é possivel verificar a par-
tir da Eq. (2); préxima da IN ctbica, a situacao ante-
rior nao se observa, ja que nesta regiao os valores de ‘fi—’t’

também sao pequenos.

Quando b — 0, o que se conhece como limite sin-
gular, e se cumprem as condigdes representadas pela
Eq. (8) e a condicao bc > k nao sao verdadeiras, o sis-
tema de equacgoes que compoem o modelo de FitzHugh-
Nagumo ¢é bastante razoavel para descrever a dindmica
do potencial elétrico da membrana de uma célula ner-
vosa. Na Fig. [10, exibe-se como, ao variar os valores
da corrente I, é possivel encontrar a transigao entre o
regime excitavel e oscilatério associada a dinamica da
voltagem.
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Isoclina Nula Polinomial

4 = =lIsoclina Nula Linear
— - - Orbitas - Diferentes perturbagoes

Figura 6 - Configuracdo paramétrica (a = 0.15, b = 0.14 e ¢ = 2.5) para o qual o ponto de equilibrio resulta ser um atrator para todo
valor de I; os valores da corrente para cada um dos gréficos sdo: (a) I = 0.01, (b) I = 0.095 e (c) I = 0.35.
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Figura 7 - Configuragdo paramétrica (a = 0.15, b = 0.08 e ¢ = 2.5) para o qual o estado de equilibrio perde a estabilidade ao incrementar
a intensidade da corrente aplicada. Observa-se que um incremento adicional da corrente aplicada pode voltar a estabilizar a voltagem
de repouso. Os valores da corrente para cada um dos gréficos sido: (a) I = 0.01, (b) I = 0.095 e (c¢) I = 0.35.
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v

Figura 8 - Ilustragdo da ocorréncia da bifurcagdo Andronov-Hopf, a partir da projecdo do movimento de uma prova em um potencial
cilindricamente simétrico. (a) Situacdo em que néo se verifica a presenga de um ciclo limite e a origem é um foco estével; (b) Ocorréncia
da bifurcagdo, de maneira que as trajetdérias convergem para a origem muito lentamente; (c) Aparecimento de um ciclo limite com a

origem sendo um foco instével.
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Figura 9 - Ciclos limite estdveis associados aos estados de equilibrio

instaveis. Em todos os casos se utilizou a = 0.15, ¢ = 2.5e [ =

0.095. Os valores de b foram: (a) b = 0.08, (b) b = 0.03 e (c) b = 0.01.
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Figura 10 - Transicao entre o regime excitavel e o regime oscilatério do potencial elétrico de um neurénio ao aumentar a intensidade
da corrente. Observa-se como a voltagem do potencial de equilibrio aumenta com a corrente. Em todos os graficos se utilizaram a =
0.15, b = 0.01 e ¢ = 2.5. (a) e (b) Retrato de fase e o correspondente curso temporal para I = 0.035. (c) e (d) Retrato de fase e o

correspondente curso temporal para I = 0.05.

4. Consideracoes finais

Neste trabalho, estudamos as propriedades da dinamica
de propagacao de um pulso nervoso em um neuronio, a
partir das caracteristicas geométricas apresentadas no
espaco de fase do modelo de equacoes diferenciais de

FitzHugh-Nagumo. Apesar de se tratar de um modelo
bastante simples, foi possivel observar que o mesmo foi
capaz de reproduzir caracteristicas como a dependéncia
da excitabilidade em fungao da corrente, padroes de bi-
furcagao e ciclos limites no mecanismo de propagacao
do pulso elétrico da membrana de uma célula nervosa.
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Tais aspectos confirmam, portanto, o potencial des-
critivo de tais ferramentas.

Agradecimentos

Os autores manifestam o seu agradecimento ao estu-
dante A.C. Pitta pela leitura critica deste texto. O
trabalho de pesquisa que os autores desenvolvem nas
suas respectivas instituigbes tem o apoio da FAPESB
(Fundagdo de Amparo & Pesquisa do Estado da
Bahia), CNPq (Conselho Nacional de Desenvolvimento
Cientifico e Tecnoldgico) e AECI (Agencia Espanola de
Coperacién Internacional).

Referéncias

[1] T.H. Bullock, R. Orkand and A. Grinnel, Introduction
to Nervous Systems (W.H. Freeman and Company, San
Francisco, 1977).

[2] A. Peters, S.L. Palay, H.D. Webster, The Fine Struc-
ture of the Nervous System (Oxford, New York, 1991).

[3] B.A. Chizh, M.J. cumberbatch, J.F. Herrero, G.C.
Stirk and P.M. Headley, Neuroscience 80, 251 (1997).

[4] A. Luria, Fundamentos de Neuropsicologia (EdUsp,
Sao Paulo, 1981).

[5] N.S. Canteras, Rev. Bras. Psiquiatr. 25, 21 (2003).

de Assis et al.

[6] A. Hodgkin and A.F. Huxley, J. Physiol. 117, 500
(1997).

R. FitzHugh, J. Biophysical 1, 1445 (1961).

® =

L.H.A. Monteiro, Sistemas Dindmicos (Livraria da
Fisica, Sao Paulo, 2006).

[9] P. Glendinning Stability, Instability and Chaos: An
Introduction to the Theory of Nonlinear Differential
Equations (Cambridge Texts in Applied Mathematics,
New Yokr, 1994).

[10] S.H. Strogatz, Nonlinear Dynamics and Chaos
(Addison-Wesley, Reading, 1994).

[11] M. Tsodyks, Neuron 48, 168 (2005).

[12] J. Lambert, Computational Methods in Ordinary Dif-
ferential Equations (Wiley, New York, 1973).

[13] L. Glass and M.E. Josephson Phys. Rev. Lett. 75, 2079
(1995).

[14] C.S. Poon, Congest Heart Fail. 5, 270 (1999).

[15] A.L. Goldberger, L.A. Amaral, J.M. Hausdorff, P.
Ivanov, C.K. Peng and H.E. Stanley Proc. Natl. Acad.
Sci. 1, 2466 (2002).

[16] L. Glass, Time Series Analysis of Complex Dynamics
in Physiology and Medicine (Natural Sciences and En-
gineering Research Council of Canada, Ottawa, 1992).

[17] M.M. Peixoto, Topology 1, 101 (1962).



