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O sistema fisico conhecido como péndulo esférico é normalmente tomado como um exemplo das aplicagoes
da mecénica analitica. Isto priva as pessoas que nao tiveram contato com esta abordagem da mecéanica cléssica
do entendimento completo de como este sistema se comporta. Assim, neste trabalho, usamos a mecanica new-
toniana para apresentar um estudo do movimento de um péndulo esférico. Para fazer isto, obtemos as equagdes
de movimento, determinamos as quantidades que sdo conservadas durante a evolugdo temporal deste sistema,
analisamos a sua energia potencial efetiva e discutimos os diferentes movimentos que este sistema pode ter.
Apresentamos varios resultados numeéricos e fazemos uma comparagao qualitativa com dados experimentais.
Palavras-chave: péndulo esférico, mecinica newtoniana, trajetorias.

The physical system known as spherical pendulum is usually taken as an example of the applications of ana-
lytical mechanics. This deprives those people who had no contact with this approach to classical mechanics of the
complete understanding of how this system behaves. So, in this work, we use Newtonian mechanics to present
a study of the motion of a spherical pendulum. To do this, we obtain its equations of motion, determine the
quantities that are conserved during the time evolution of this system, analyze its effective potential energy and
discuss the different motions that this system can have. We present several numerical results, and a qualitative

comparison with experimental data is made.

Keywords: spherical pendulum, newtonian mechanics, trajectories.

1. Introdugao

Ha algum tempo, assistimos a uma apresentacao no ci-
clo de seminéarios promovidos pelo Curso de Mestrado
Profissional em Ensino de Fisica do Instituto de Fisica
da Universidade Federal do Rio de Janeiro feita pelo
Prof. Hélio Salim de Amorim do referido instituto e cujo
titulo era “Aplicagoes da fotografia digital no ensino de
fisica” [1]. Uma das coisas que nos chamou a atengéo
nesta apresentacao foi o resultado experimental apre-
sentado para a trajetoria seguida pela particula de um
péndulo conico, a qual tinha a aparéncia de uma elipse.
Como é bem conhecido [2-5], a trajetoria seguida pela
particula de um péndulo conico é uma circunferéncia e,
portanto, comecamos a discutir o que seria a trajetoria
apresentada na Ref. [1] e logo concluimos que se tratava
de um trecho da trajetoria seguida por uma particula
em um movimento pendular esférico com uma energia
mecanica muito préxima ao valor minimo da energia
potencial efetiva para aquela situacao. Como veremos
mais adiante, a condicao que deve ser satisfeita pelo
sistema em questao para que ele apresente um movi-
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mento pendular conico é muito dificil de ser alcancada
experimentalmente.

Em nossa busca pela compreensao do resultado ex-
perimental citado acima, observamos que o sistema
fisico conhecido como péndulo esférico nao é abordado
em livros basicos que tratam da mecanica classica [2-8]
e em livros avangados [9-12] ele é tido como um exem-
plo tradicional do formalismo lagrangiano da mecénica
classica, com pouca discussao de suas propriedades e
possiveis comportamentos e muito menos resultados
numeéricos que auxiliem no entendimento do que pode
acontecer com tal sistema, sendo a Ref. [12] aquela que,
apesar da forma densa, o descreve melhor. Na Ref. [13],
a abordagem lagrangeana também é adotada para des-
crever o comportamento de um péndulo esférico com o
objetivo de determinar a velocidade angular com que
a trajetoria seguida pela particula que o compoe pre-
cessa ao redor do eixo de simetria do sistema, que é
paralelo & direcao da forca peso que atua na particula.
Tudo isto faz com que a compreensao do chamado movi-
mento pendular esférico fique restrito a um conjunto de
pessoas que tiveram em sua formagao superior a oportu-
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nidade de estudar a mecénica classica do ponto de vista
do formalismo lagrangiano. Isto nao deve ser o caso
de boa parte dos professores de fisica do ensino médio,
mas que tiveram, certamente, contato com o formalismo
newtoniano para a mecénica classica. Uma abordagem
newtoniana do sistema fisico em questao com o mesmo
objetivo da Ref. [13] é apresentada na Ref. [14], onde,
além das equacoes de movimento oriundas da aplicagao
da 1% lei de Newton ao sistema serem apresentadas
em coordenadas cartesianas, pouco se discute sobre as
propriedades do sistema, restando de interessante neste
trabalho apenas a apresentagao de um resultado exper-
imental para o movimento de precessao presente neste
sistema.

Deste modo, o objetivo deste trabalho é apresen-
tar a descrigdo do movimento pendular esférico de uma
particula do ponto de vista do formalismo newtoni-
ano para a mecanica classica, bem como apresentar
resultados numéricos que possam auxiliar no entendi-
mento do comportamento deste sistema fisico. Para
isto, na Sec. 2 apresentamos a descrigao do movimento
em questao, onde serdao obtidas as equagoes de movi-
mento que o governam, estabelecidas as quantidades
fisicas conservadas durante a evolugao temporal do sis-
tema e introduzidas as quantidades fisicas adimensio-
nais que facilitarao a obtengao de resultados numéricos
ao longo do trabalho. Na Sec. 3 faremos uma anélise
da energia potencial efetiva associada ao sistema e de
algumas de suas implicagoes. Finalmente, na Sec. 4
apresentaremos os diferentes comportamentos que um
péndulo esférico pode ter, incluindo aquele que gerou
toda esta discussao e cujo dado experimental foi apre-
sentado na Ref. [1].

Naturalmente, este trabalho nao tem como obje-
tivo a descricao de um fato cientifico novo e sim uma
apresentacao acessivel e didatica da descrigao do movi-
mento pendular esférico, principalmente para aqueles
que nunca tiveram a oportunidade de ter contato com
o formalismo lagrangiano para a mecénica classica.
Acreditamos, também, que este trabalho possa servir de
roteiro para a discussao do sistema fisico em questao em
disciplinas que tratem da mecénica classica do ponto de
vista do formalismo newtoniano, tanto no ensino médio
quanto no ensino superior.

2. A descricao do movimento

2.1. As equagoes de movimento

Na Fig. 1l encontra-se esquematizado o sistema fisico
conhecido como péndulo esférico, o qual é constituido
por uma particula de massa m presa a um ponto fixo
O por um fio inextensivel de comprimento R e de
massa desprezivel comparada a massa da particula.
A particula em um movimento pendular esférico deve
mover-se sobre uma superficie esférica de raio R sob a
agao de sua forga peso (P) e da tensdo (T') exercida pelo

Barbosa e Moraes

fio. Portanto, usaremos as coordenadas esféricas R, 6
e ¢, indicadas na Fig. [1, para localizarmos a particula,
uma vez que uma delas (R) permanece constante du-
rante o movimento em questao.
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Figura 1 - Diagrama mostrando quantidades envolvidas na des-
cricdo do movimento de um péndulo esférico.

O vetor posic¢ao (r) desta particula pode ser escrito
€omo

r = RrP, (1)

onde 7 € um dos vetores unitarios comumente usados em
coordenadas esféricas (veja Fig. 1). Com isto podemos
determinar a velocidade (v) desta particula, necesséria
para obtermos o seu momento linear (p) da seguinte
forma

p = mv
dr

"

= pod+ppd (2)

onde py e p, sdo, respectivamente, as componentes do
momento linear da particula nas diregoes dos vetores
unitarios 0 e ¢ (veja Fig. [1), dadas por

poe = mRo (3)
Py = mRsenfp . (4)

Na equagao acima, estamos usando como notagao para
a derivada de uma quantidade com relagao ao tempo o
sfmbolo usado para esta quantidade encimado por um
ponto e para obté-la fizemos uso na Eq. (2) da seguinte
relagao

0 6

d r . senfy r
T 0 | = —0 0 cos 0y 0
%) —senfyp —cosbfyp 0 @

(5)
Em termos de suas componentes, o médulo do momento
linear (p) da particula é dado por

P = pp

= pp+pl- (6)
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A forca resultante (F') que atua na particula é dada
por

F P+T

= mg(cos 07 — sendf) — T# (7)

onde g é o valor da intensidade do campo gravitacional
na superficie da Terra.

A evolucao temporal do momento linear da
particula é dada pela 2¢ lei de Newton

dp

—=F. 8
o (®)
Entao, substituindo as Eqgs. (2) e (7) na Eq. (8) e,
também, usando a Eq. (5) e as Egs. (3) e (4) para a
determinacao de df/dt e dp/dt, obtemos

2
p?/(2m) 2

T = |:COS 9 —+ 2W meO (9)

dpg D % cosf 5

i [sen@ (m Ros ) send mRwg (10)
dp, Do py, cosf 9

- _ 11

dt mRwy mRwg send mhwg (11)

onde usamos a Eq. (6) para escrevermos a relagdo que
determina o valor de T' e wy representa a frequéncia
angular das oscilagoes de pequenas amplitudes de um
péndulo simples de comprimento igual a R, que é dada
por

wi = (12)

=v[AS

Por isto, daqui em diante, no lugar de g usaremos Rw?.

2.2. A conservagao da componente z do mo-
mento angular

Uma consequéncia da 2% lei de Newton é a relagao entre
a rapidez com que o momento angular (£) da particula
em relagdo ao ponto O varia com o tempo e o torque
(1) que atua nela em relacdo a este mesmo ponto, que
tem a seguinte forma

de
— =T 13
il (13)
O momento angular da particula é dado por

£ = rxp
= —Rp,0+ Rpyp, (14)

e o torque que atua nela é

T = rxF
= —m(Rwp)?senfp , (15)

onde usamos as Egs. (1)), (2) e (7) e os produtos veto-
riais P x 7 =0,7x0=¢per x p=—0.
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Fazendo o produto escalar da Eq. (13) com o vetor
unitario k (veja Fig. 1) e lembrando que dk/dt = 0,
obtemos a seguinte relagao

dt(ﬁ-k)—7'~k—0, (16)
com £ - k representando a componente Z do momento
angular e T - k a componente Z do torque que atua na
particula, que é nula devido ao fato de que o torque esté
na direcao de ¢ a qual é perpendicular & de k. Desta
maneira, a Eq. (16) nos mostra que a quantidade £ - ké
conservada durante a evolugao temporal do movimento
da particula, cujo valor serd denominado, neste artigo,
por A. Deste modo, fazendo uso da Eq. (14) para de-
terminar £-k e lembrando que 0-k = —senf e P k= 0,
obtemos a seguinte relagao

Rp,senf = X . (17)

Nesta equagao A pode ser qualquer namero real, cujo
sinal tem como unica consequéncia fisica a determi-
nacao do sentido do movimento da particula ao longo
da direcao definida pelo vetor unitario Q.

Note que a conservacao da componente Z do mo-
mento angular da particula, expressa pela Eq. (17)), ¢ a
solucdo da equagdo de movimento para p, (Eq. (11)).
Uma maneira simples de verificar isto é derivar a
Eq. (17) em relacdo ao tempo e, usando a definigao
de pp (veja Eq. (3)), obter a Eq. (11).

2.3. A conservacgao da energia mecanica

Uma decorréncia bem conhecida da 2% lei de Newton e
do fato de podermos classificar as forgas que atuam em
uma particula como conservativas e nao-conservativas
é o teorema trabalho-energia mecénica que, na sua for-
mulacao diferencial, é escrito da seguinte maneira

% = P, (18)
onde F representa a energia mecéanica da particula, ou
seja, a soma das energias cinética (K) e potencial (U),
e . a poténcia associada as forgas ndo-conservativas
que estejam atuando nela, que é dada pelo produto es-
calar entre a resultante dessas forgas e a sua velocidade.

Para o sistema que estamos estudando, a energia
cinética é dada pela seguinte relagao

2

K = P
2m
_ PP
2m 2m
Pi A

- N 1
om * 2m(Rsenf)? ’ (19)

na qual fizemos uso da Eq. (17) para relacionarmos
p, com A. A contribuicdo da forca peso ao teorema
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trabalho-energia mecanica aparece sob a forma de ener-
gia potencial, ja que se trata de uma forga conservativa,
que, de um modo geral, pode ser escrita como

Ur)=U(ra)—P-(r—ra), (20)

sendo r4 o vetor posicao de um ponto arbitrario onde
se atribui um valor U(r4), também arbitrario, para
a energia potencial. Assim, escolhendo r4 = 0 e
U(ra) = 0, a energia potencial acima assume a seguinte
forma

U(0) = —m(Rwg)*cos b . (21)

No caso da tensao exercida pelo fio, esta contribuicao é
nula, ou seja,
Poe=T v=0, (22)

uma vez que a tensao é sempre perpendicular a veloci-
dade da particula.
Devido a Eq. (22) e ao fato de a rapidez com que
a energia do sistema varia com o tempo ser dada por
Eq. (18), concluimos que a energia mecanica do sistema
é conservada e é dada por
v A2

E = S —
2m + 2m(Rsenf)? +U()

P
= = +U\0), 23
%L ua6) (23)
onde introduzimos uma energia potencial efetiva U (0)
para o sistema em estudo, dada por

)\2

(24)

Assim, como acontece, por exemplo, na descrigao do
movimento de uma particula sob a agao de uma forga
central, podemos entender a evolugao temporal da co-
ordenada 6 de uma particula em movimento pendular
esférico como o movimento de uma particula com ener-
gia mecanica E repartida em uma parte cinética igual
a pz/(2m), e nao p*/(2m), e uma potencial Uy (), em
vez de U(0).

2.4. A descrigao do sistema em termos de var-
iaveis adimensionais

Uma maneira tutil e elegante de se escrever as relagoes
que desempenham papéis importantes na descricao de
um sistema fisico é trocar as quantidades que aparecem
nelas por quantidades adimensionais, as quais serao de-
notadas, neste artigo, pelo mesmo simbolo da quanti-
dade dimensional justapondo-se a ele o simbolo “ ’ 7.
Assim, se escolhermos o periodo das oscilagoes de pe-
quenas amplitudes de um péndulo simples como sendo
a unidade para medir o tempo ¢, teremos que t' deve
ser dado por

t' t

= Sl (25)
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Nesta mesma linha de raciocinio, podemos utilizar as
quantidades m, R e wg para construirmos as quanti-
dades m Rwg, mR?wq, m(Rwg)? e mRw? como unidades
de medidas para, respectivamente, momento linear, mo-
mento angular, energia e forga.

Nessas unidades, a energia potencial associada a
forga peso assume a forma

U'(§) = —cos®, (26)
enquanto que a energia potencial efetiva fica como
A2
Uy(0) =U"(9) + ey (27)

Desta maneira, a energia mecéanica da particula fica
com a seguinte forma

;72
fo % +UL(0) . (28)

A componente da tensdo (T') exercida pelo fio so-
bre a particula, dada pela Eq. (9), depende da energia
cinética total desta particula (p?/(2m)) e, em termos
das unidades descritas acima, pode ser escrita como

T" = cosf+ 2K’
2
S(COSH—I— SE’) , (29)

onde usamos o fato de que K’ = E' — U’ e o valor de
U’ dado pela Eq. (26). Note que existe um valor critico
para o angulo 0 (f.) onde esta tensdo se anula, ou seja,
T'(6.) = 0. Devido a primeira das igualdades acima,
esta equagdo é equivalente a equagao cosf. = —2K'(0,.)
que, gragas ao fato de a coordenada 6 s6 poder assumir
valores de 0 a 7 e a energia cinética satisfazer a condi¢ao
K’ > 0 nas regioes classicamente permitidas, restringe
os valores de 6. aqueles para os quais —1 < cosf. < 0,
o que significa dizer que os valores possiveis para 6. sao
tais que /2 < 0, < w. A solucdo 6. para a equagao
T'(6.) = 0 é obtida fazendo-se uso da segunda das igual-
dades presentes na Eq. (29) e resulta em

2
cosf. = —gE’ : (30)

Uma analise envolvendo o intervalo onde devem estar os
valores de cos 6, e a relagao acima nos leva ao intervalo
de valores da energia mecanica que a particula deve ter
para que ela tenha a possibilidade de passar por uma
posigao angular 6. onde a tensao que o fio exerce so-
bre ela seja nula, que é 0 < E' < 3/2. Assim sendo,
se o valor da energia mecanica com que a particula se
move estd contido neste intervalo, a forca que o fio ex-
erce nela (T = —T'F) tera sentido oposto ao do vetor
unitario 7, como o caso ilustrado na Fig. 1, enquanto
ela estiver em uma regiao do espago em que sua co-
ordenada angular 6 satisfaga a relagao cosf > cosf,
(0 < 6.) pois, neste caso, T” > 0. Se, com esta mesma
energia, a particula puder passar em uma regiao em que
cosf < cosf,. (0 > 0.), aforca T” teria o mesmo sentido
de 7 uma vez que T” seria menor do que zero. Porém,
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como pela 3¢ lei de Newton a forca que atua no fio
devido & sua interacao com a particula é —T”, quando
T’ comegasse a assumir valores negativos esta forga se
tornaria numa forga que atuaria no sentido contrério ao
de 7 e, como um fio nao suporta uma forga neste sen-
tido, a particula deixaria de ter seu movimento restrito
a superficie esférica de raio R. Portanto, se desejarmos
que a particula continue em seu movimento pendular
esférico quando isto acontecesse seria preciso que o fio
fosse substituido por uma barra rigida de inércia des-
prezivel na confeccao do péndulo em questao. Note
ainda que, para qualquer valor possivel de E’ fora do
intervalo em discussao, T” é sempre positivo.

Para obtermos a evolugao temporal das quantidades
Po, 0, p, € ¢ devemos usar as Eqgs. (10), (3), (17) e (4)
que, nas unidades definidas acima, podem ser reescritas
como

dplg 2 cosf
W = 7271' <Sen9 — )\/ Sen39) (31)
do
W= 27l (32)
A/
p;, ~ senf (33)
do P!
= op=£ . 4
dt’ 7Tsen@ (34)

As equagoes acima determinam a evolugao temporal
do sistema fisico em questao. Para obtermos as coorde-
nadas 6 e ¢ da particula e as componentes pj e pfp de seu
momento linear como fungoes do tempo a partir delas,
temos que fornecer os valores dessas grandezas em um
certo instante de tempo tg, ou seja, temos que fornecer
as seguintes quantidades, conhecidas como condi¢oes
iniciais: pj,, 0o, Pl o € Po. Uma outra forma de fornecer
essas condigoes iniciais, a qual adotaremos neste artigo,
é dar os valores da componente Z do momento angu-
lar ()') e da energia mecanica (E’) da particula, assim
como suas coordenadas iniciais (fg e pg). Neste caso, o
valor inicial de pj, deve ser obtido por

Do = j:\/ 28" {1 - Uﬁgo)} , (35)

gragas a Eq. (28). O sinal positivo deve ser usado caso
a particula, em sua posicao inicial, esteja movendo-se
de forma a aumentar o valor do dngulo #; o negativo
deve ser o escolhido, caso contréario.

3. Analise da energia potencial efetiva

Como ja mencionamos na se¢ao anterior, a energia po-
tencial efetiva (U}(6)) para o sistema em questdo tem
um papel importante na compreensao do seu comporta-
mento. Assim, nesta se¢do, apresentaremos uma analise
desta energia.

Primeiramente, observando-se a Eq. (27), nota-se
que U (0) é composta por dois termos. Um cuja origem
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é a energia potencial associada & forga peso que atua na
particula e que chamamos de U’(0) (veja a Eq. (26))). O
outro, que é a parte da energia cinética devida ao movi-
mento da particula ao longo da diregao do vetor unitario
&, chamaremos de U/(0) e seu efeito no movimento da
particula é a tentativa de restaurar a sua posi¢ao an-
gular 6 no sentido do centro do intervalo (por isto o
indice “c ” em U.(0)) desta coordenada, que é 7/2. Na
Fig. 2, apresentamos o comportamento da energia po-
tencial efetiva para A = 1 como fungao do angulo 6
(curva cheia). Nesta mesma figura, encontram-se re-
presentadas, também, as suas parcelas U’(0) (curva de
tracejado curto) e U/(6) (curva de tracejado longo). Na
Fig. 13, mostramos o comportamento de Uj(¢) como

funcao de 0 para diferentes valores de ).
)

energias potenciais

5

T |

a H|f1! /

\\\ \ \\ \\ \\\ U // /’///,// / "
W
2 b \ \\\ _ /

SN :
RN g

N

| X' =0.00(0.25) 3.00 |

= 1 I 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0/m

Figura 3 - Energia potencial efetiva para diferentes valores de \’.

Observando-se a Fig. |3, nota-se que, para cada valor
de ), a energia potencial efetiva passa por um valor
minimo em uma posicao angular que chamaremos de
Opmin- Para determinarmos a posi¢ao deste minimo para
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cada valor de X, devemos encontrar o valor de # para o
qual a derivada de U () em relagéo a 6 se anula, onde
sua derivada segunda deve ser positiva. Assim, deter-
minando a derivada de U} (6) em 6,,;, ¢ a igualando a
zero, chegamos a seguinte equagao

49 .
Sen " Umin _ )\/2 ’ (36)

coS Oin

a qual deve ser resolvida para cada valor de )\ para
determinarmos 6,,,;,. Esta equagao nos leva a seguinte
relac@o para a derivada segunda de U} (0) em 6.,

d*U} _1+3 €082 Omin
do? o . B c0S Oprin ’

(37)

Como N2 >0e 0 <senb,, <1, da Eq. (36) podemos
concluir, imediatamente, que 0 < cos,,;, < 1, o que
significa que, para qualquer que seja o valor de X', 6,
deve ser tal que 0 < 6,,,;,, < 7/2. Desta forma, o valor
da derivada segunda de U} (6) em 6,,;, ¢ maior do que
zero, como requer uma posicdo de minimo. Os valo-
res de 0,,;, para diferentes valores de \’ resultantes da
Eq. (36) estao apresentados na Fig. 4, onde podemos
notar que o valor de 6,,;, aproxima-se assintoticamente
de 7/2 & medida que X' cresce indefinidamente. Uma
outra quantidade de grande importancia aqui é o valor
minimo de Uj(#) para cada valor de X, que pode ser
obtido fazendo-se uso da definigao de U} (0) (Eq. (27))
e da equagao que 0,,;, deve satisfazer (Eq. (36)), cujo
valor é

cos2 0,,in — %
U;\(gmin) = - 2 cos 0. 3 . (38)
3 min

Estes valores estao apresentados na Fig. |5 como fungao
de N.
1.0

0.6 -

emim()\/)/ﬂ' ************************* I ——
0.4 -

0'0 1 1 1 L

Figura 4 - Posigao angular do minimo da energia potencial efetiva
como fungao de \'.
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12

Ul (Omin) 6 F

Figura 5 - Valores minimos da energia potencial efetiva como
fungao de \'.

Devido a Eq. (28)), s6 sdo possiveis valores de 6
para os quais a relacdo E' > U} (0) é satisfeita. As-
sim, para cada valor de \' o menor valor possivel para
E' & Ul (Omin)-

certo valor de A e um valor possivel de E’, o movi-

Levando-se isto em conta, para um

mento da particula em questao ao longo da coordenada
0 esté restrito a uma regiao angular compreendida en-
tre um angulo aquém (Hﬁ_)) e outro além (9£+)) de
Omin onde a particula deixa de ter a fracdo da ener-
gia cinética correspondente ao seu movimento em 6 e
que localizam, nesta coordenada, os chamados pontos
de retorno. Os valores de 0£_) e 0£+) sao determinados
usando-se a equagao pj, (9£i)) = 0 que é equivalente a
seguinte equagao cibica em cos 97@[)

cos3 0 + E cos? 08 — cos o) —

(E' - %) —0, (39)

a qual é mencionada ao longo do texto correspondente
ao assunto na Ref. [10], no entanto, ndo aparece escrita
explicitamente como aqui. Na Fig. |6, apresentamos os
valores de 6 (curvas tracejadas) e S (curvas cheias)
como funcoes de E’ para quatro valores de \'. Note que,
para cada valor de X os valores de 95_) e 9£+) se igualam
em um valor de E’ que corresponde ao valor mais baixo
possivel para o valor de A’ em questao, pois nesta situ-
agao 97(«7) = 97(-+) = Opmin- Em um artigo recente [15]
é mostrado que em certas situagoes existe uma relacao
entre estes angulos de retorno e a constante mateméatica
irracional conhecida como proporcao 4urea.
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Figura 6 - Posigbes angulares dos pontos de retorno como fungoes
de E' para alguns valores de \’.

4. Diferentes movimentos pendulares
como casos particulares do movi-
mento pendular esférico

Nesta secao, apresentaremos os resultados numeéricos
para a evolucao temporal das quantidades fisicas que
estamos usando para descrever o sistema fisico em dis-
cussao. Como veremos a seguir, a aparéncia do movi-
mento pendular pode mudar muito dependendo, uni-
camente, das condigoes iniciais das componentes do
momento linear da particula (pj, e p:ao). Portanto,
apresentaremos estes resultados em trés subsegoes dife-
rentes: na primeira, discutiremos os resultados rela-
cionados a situagao chamada de péndulo simples; na
segunda, os relacionados aquela conhecida como pén-
dulo coénico e, finalmente, apresentaremos os resultados
para o movimento pendular esférico.

4.1. O péndulo simples

Os movimentos caracteristicos de um péndulo simples,
que é constituido fisicamente como um péndulo esférico,
sao obtidos como casos particulares do movimento pen-
dular esférico se no instante inicial escolhermos o valor
de pi, como sendo nulo, o que, segundo a Eq. (33),
é equivalente a escolher N = 0. Assim, devido ao
fato de X ser uma constante de movimento durante
a evolucao temporal do sistema em estudo, podemos
concluir, também da Eq. (33), que p, sera nulo na situ-
agado em questdo e que, gragas a Eq. (34), o mesmo
acontecerd com dy/dt’. Isto nos leva a concluir que o
movimento do péndulo simples se darad no plano ver-
tical que contém o eixo Z, com sua coordenada es-
férica ¢ partindo do seu valor inicial ¢y e sendo in-
crementado de 7w cada vez que a sua outra coorde-
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nada esférica 6 passar por zero. Portanto, as coorde-
nadas cartesianas x, y e z que localizam a particula do
péndulo simples assumem, respectivamente, os valores
Rsené cos g, Rsenflsenypg e Rcosf sempre que ela es-
tiver do lado do plano do movimento onde ela estava
no instante inicial. Tais coordenadas sao alteradas,
respectivamente, para —Rsenf cos ¢y, —Rsenflsenpg e
R cos 6 sempre que a particula estiver na outra metade
do plano que contém seu movimento. Isto é equiva-
lente a tratar a coordenada 6 como uma quantidade
que pode assumir valores positivos (sempre que ela es-
tiver no lado do plano em questao onde ela estava no
instante inicial) e negativos (sempre que ela estiver do
outro lado) durante a evolugao temporal do sistema.

Devido ao que foi discutido no paragrafo anterior, a
energia potencial efetiva sob a agao da qual a particula
de um péndulo simples se move é Uj(0) = U’ (0) (veja
curva associada & X = 0 na Fig. [3), com 6 podendo as-
sumir valores positivos e negativos, o que torna o gréfico
de U}(0) simétrico em torno de § = 0. Como previsto
pela Eq. (36) para A’ = 0, esta energia potencial efetiva
passa pelo seu valor minimo em #,,,;,, = 0 e o valor deste
minimo, segundo a Eq. (38), é U}(0min) = —1. Como
ja haviamos discutido na se¢ao anterior, o menor valor
possivel para a energia mecanica de um sistema fisico
do tipo que estamos estudando é o valor minimo que a
sua energia potencial efetiva pode assumir, que no caso
do péndulo simples é Uj(0min). Assim, em qualquer
situacao que um péndulo simples possa ser encontrado
deve-se ter B/ > —1.

Gragas as conclusoes acima e ao comportamento da
energia potencial efetiva como fungao do angulo 6 para
o movimento pendular em questdo (veja Fig. [3, para
o caso de X = 0), para valores da energia mecénica
que satisfacam a relacao —1 < F’ < 1, a particula em
movimento terd sempre dois pontos de retorno (Gs«i))
simétricos em relagao ao eixo Z que devem estar entre
—7 e m. Os valores destes angulos sao obtidos fazendo-
se uso da Eq. (39) para M = 0, a qual se reduz, neste
caso,

cosfF) = —F' . (40)
O valor absoluto das solugoes desta equacao é a am-
plitude () do movimento do péndulo simples, ou
seja, 0, = \aﬁi)\. Outra posi¢do angular importante é
aquela na qual a intensidade da tensao se anula, a qual
chamamos de . na Subsec.2.4 e é dada pela Eq. (30)),
que no caso do péndulo simples pode ser relacionada a
sua amplitude 6, usando-se a Eq. (40), resultando em

cosf, = %cos 0, . (41)

Como discutido na Subsec. 2.4, os valores possiveis de
0. devem estar compreendidos entre 7/2 e 7, o que,
segundo a equagao acima, nos faz concluir que, neste
caso, 0. < 6,.. Portanto, um péndulo simples com ener-
gia mecanica entre 0 e 1 nao alcangaré seu ponto de re-
torno (sua amplitude) se na sua construgao for utilizado
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um fio, como ja foi discutido anteriormente na Subsec.
2.4. A tinica maneira de um péndulo com E’ > 0 nao
ter em seu trajeto uma posicao cuja coordenada angular
6 passe por 0., é ter o valor de E’ superior a 3/2.

A evolucao temporal de pj e § para um péndulo sim-
ples é obtida, numericamente, usando-se as Egs. (31) e
(32) para A = 0, uma vez conhecida as condigdes ini-
ciais g e E’, o que, como vimos anteriormente, é equi-
valente a conhecermos 0y e pp, (veja Eq. (35), para o
caso de X' = 0). Estas equagoes de movimento podem
ser combinadas entre si e, para o caso de um péndulo
simples, nos fornece a seguinte equacao para 6

d*0

P + (27)%senf =0, (42)

a qual sera tutil na discussao do movimento de um pén-
dulo simples com amplitude pequena.

Os resultados que mostraremos aqui s&o para um
péndulo simples em cuja confecgao foi usada uma barra
rigida de inércia desprezivel no lugar de um fio para
que o seu movimento ndo sofra, em situacoes energeti-
camente posssiveis, o efeito da passagem pela posicao
onde sua coordenada 6 assume o valor critico 6., como
discutido na Subsec. 2.4 e, também, na presente sub-
secao. Na Fig. [7 e na Fig. |8, que é apenas uma ampli-
agao da Fig. 7l ao longo do seu eixo vertical, mostramos
a evolucao temporal da coordenada 6 do péndulo em
questao para diferentes situagoes iniciais. Em todas
as situacoes apresentadas nestas figuras, escolhemos
0o = 0 e py, > 0 (veja Eq. (35)) para cada um dos
valores de E’. Como podemos notar na Fig. [7] existem
dois comportamentos distintos para o péndulo em es-
tudo: um para E’ = —0,95 (um pouco acima do valor
minimo permitido a E’) e para E' = 0,95 (um pouco
abaixo do valor maximo de U}(0)), e outro para os va-
lores de E’ superiores ao valor maximo de U}(f). Nas
duas primeiras situagoes, que correspondem, respecti-
vamente, as curvas cheia e a de tracejado longo, os
movimentos sao oscilagoes periddicas em torno de 6 = 0
com amplitudes e periodos dependentes do valor de E’.
Nas outras duas situagoes, que correspondem, respecti-
vamente, as curvas de tracejado curto e a pontilhada, os
movimentos do péndulo s@o tais que sua coordenada 6
aumenta indefinidamente & medida que o tempo passa,
indicando que ele estd em movimento circular no plano
vertical que, como pode ser notado na Fig. 7, tende a
ser uniforme & medida que E’ aumenta e os valores da
energia potencial gravitacional que o sistema pode as-
sumir tornam-se irrelevantes quando comparados a E’.
As mesmas situagoes apresentadas na Fig. [7l aparecem
na Fig. 9 na forma do que é chamado de espago de
fase do sistema (pj x §), onde podemos observar com
clareza que os movimentos relativos & B = —0,95 e
a E' = 0,95 sao oscilagoes, como comentado anterior-
mente.

Barbosa e Moraes
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Figura 7 - Posicao angular § de um péndulo simples como funcao
do tempo para diferentes valores da energia mecéanica.
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Figura 8 - Os mesmos resultados apresentados na Fig. |7, ampli-
ados.

N=0

Figura 9 - Espago de fase de um péndulo simples para as mesmas
condigoes iniciais usadas na Fig. 7.

E interessante determinar como o periodo (7') das
oscilagoes periddicas de um péndulo simples depende de
sua energia mecanica E’ ou, equivalentemente gracas a
Eq. (40), como ele depende da amplitude 6, deste movi-
mento que, como ja vimos, é igual a |9£i) |. Para fazer-
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mos isto, considere que em um intervalo infinitesimal
de tempo dt’ a posi¢ao angular § do péndulo simples
foi alterada de um deslocamento angular infinitesimal
df, cujo valor esté relacionado a dt’ por

do 1 df

= = — 4
do/dt’ ~ 2m pl, (43)

dt’

onde usamos a Eq. (32)). Escolhendo-se pj, como sendo
o valor positivo que resulta da utilizacio da Eq. (28)
com )\ = 0, integrando-se ambos os lados da relagao
acima desde a passagem do péndulo por § = 0 até ele
alcancar 6 = 6,., que corresponde ao intervalo de tempo
7'/4, e utilizando-se a mudanca de variavel
sen(6/2)

senu =

~ sen(6,/2)’ (44)

chegamos a seguinte relagao para a determinacao do
periodo de um péndulo simples

/’5 du
0 +/1—sen2(6,/2) - senu

-K(sen?(6,/2)) , (45)

7'(0,) =

ERE RN

onde K é a conhecida “integral eliptica completa de
primeira espécie” [16]. Na Fig. 10l mostramos como o
periodo de um péndulo simples depende de sua ampli-
tude (curva cheia) que resulta da utilizagao da relagao

acima.
)
70) e
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0, /7 ou O /T

Figura 10 - Comparagao entre os periodos de diferentes movi-
mentos pendulares. Veja o texto para maiores detalhes.

Nos caso em que E’ é pouco superior a Uj(0min)
(E" 2 Uj(0min) = —1), como no caso de E' = —0,95
apresentado nas Figs. 7l a |9, o valor da amplitude do
movimento oscilatorio do péndulo simples é bem menor
que 7/2. Devido a isto, um comportamento aproxi-
mado para U}(f) = —cosf em torno de 6,,;, = 0 que
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preserve até o primeiro termo dependente de 6, ou seja,
1
Ué@)a:—l%—§92, (46)

deve descrever bem o movimento oscilatério de um pén-
dulo simples nesta situacao que, portanto, se assemelha
a um movimento harménico simples.

Até a mesma ordem de aproximacdo usada para
chegarmos a relagdo Eq. (46) véalida para o movimento
oscilatério com amplitude pequena de um péndulo sim-
ples, podemos, a partir da Eq. (40), determinar como
varia de forma aproximada a amplitude deste movi-
mento como funcao de E’ e o resultado é

21+ E') . (47)

Da mesma forma, a intensidade da forca T' (Eq. (29))
que atua na particula varia, aproximadamente, da

seguinte maneira
1 2
3(1-z0*+ZF

z1+f—g¥, (48)

0, ~

T/

Q

onde usamos o valor aproximado de 6, dado pela
Eq. (47).

Na situacao em questao, a evolucao temporal da co-
ordenada angular # do péndulo simples pode ser obtida
de uma forma muito simples se na Eq. (42)) aproximar-
mos os valores de senf de modo a preservar, como no
caso de U/(0), até o primeiro termo dependente de 0
que, 1o caso, resulta em senf ~ 6. Assim, a Eq. (42)
pode ser escrita, aproximadamente, como

d?o

que é uma equagao diferencial muito bem conhecida e
que tem como solugdo para a evolucao temporal de 6
uma oscilacdo harmonica simples com frequéncia an-
gular que, adimensionalmente, vale 27. Desta forma,
o periodo destas oscilagoes é 1, o que coincide com o
valor obtido fazendo-se 6, = 0 na Eq. (45) e que, como
é sabido para esta situacao, independe de E’ ou, equiva-
lentemente, de 6,.. Este valor (7/(0) = 1) é mostrado na
Fig. 10l como uma linha horizontal pontilhada. Note
que, para pequenos valores de 6, a aproximagao de
amplitudes pequenas, representada por 7'(0), para a
determinacao do periodo do movimento oscilatério de
um péndulo simples é muito boa, mas a medida que
a amplitude do movimento aumenta esta aproximacao
torna-se cada vez pior.

4.2. O péndulo cénico

Um movimento pendular conico é um caso particular de
movimento pendular esférico em que a particula que o
constitui move-se em uma trajetoria circular em torno
do eixo Z (veja Fig. (1) fazendo com que o fio, preso ao
ponto O e que a mantém suspensa, descreva uma super-
ficie conica durante o seu movimento, dai seu nome. Do
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ponto de vista matemético, este é o caso de movimento
pendular esférico mais simples de ser tratado, pois as
equagoes de movimento (Egs. (31)-(34)) tém solugdes
muito simples nesta situacao.

Para o sistema em questao comportar-se como um
péndulo conico, é necessario que a componente pj do
momento linear da particula que o constitui seja sempre
nula. Esta situagao é alcangada se no instante inicial
escolhermos um valor )\ diferente de zero para a com-
ponente Z do momento angular da particula e dermos
a ela uma quantidade de energia mecénica exatamente
igual a U{(6nn) numa posicao inicial cuja coordenada
angular 6, seja, necessariamente, 0,,;, enquanto que a
outra coordenada angular ¢g possa ser qualquer um de
seus valores possiveis. Com estas condigOes iniciais e
usando-se a Eq. (35), podemos concluir que pp, = 0.
Podemos usar as equagoes de movimento para a coor-
denada angular 0 (Egs. (31) e (32))) para concluir que,
com estas condigOes iniciais e a relagao entre 6,,;, e
XA apresentada na Eq. (36), a particula em um movi-
mento pendular conico fica parada na coordenada an-
gular 6,,;, na direcao de 6. Entdo o tinico movimento
que ela tem é ao longo de uma trajetéria circular em
torno do eixo Z com uma velocidade angular constante
dada por

dp n 27

dt' T \cosOpmin |
obtida substituindo-se a Eq. (33) na Eq. (34) e usando-
se a relacao entre 0,,;, ¢ X' que aparece na Eq. (36,
sendo que os sinais positivo e negativo indicam, res-
pectivamente, se o momento linear da particula neste
movimento tem o mesmo sentido ou o sentido oposto
ao do vetor unitario ¢. Com o que foi discutido neste
paragrafo, podemos concluir que o fio que compoe o
péndulo conico gera, durante o movimento da particula
pendurada nele, uma superficie conica imaginaria com
vértice em O, abertura angular igual a 20,,;, e altura
que, adimensionalmente, é cos 6.,y

A intensidade da forgca exercida pelo fio sobre a
particula (7”) em um movimento pendular conico é
obtida a partir da Eq. (29) com 6 = 0, ¢ E' =
Ul (0min), cujo valor em termos de 6y,;, ¢ dado pela
Eq. (38), resultando em

T (51)

€08 Omin

(50)

que é um resultado bem conhecido da mecéanica clas-
sica elementar. Um outro resultado tao bem conhecido
como este é o intervalo de tempo que a particula leva
para completar cada volta em torno do eixo Z e co-
nhecido como o periodo do péndulo conico (77), que é
obtido da seguinte maneira

2

T (Omin) = —dﬂ- = /c0S Opin , (52)
do
at’

onde a Eq. (50) foi usada para a obtengdo do mo6dulo
da velocidade angular da particula. Aproveitamos a

Barbosa e Moraes

Fig. [10/ para mostrar o comportamento do periodo de
um péndulo conico para os diferentes valores possiveis
de Onin (curva de tracejado longo).

Para cada valor de X\ diferente de zero, se para
o sistema em questao E’ for ligeiramente maior que
U} (0min), a particula ndo ficard parada em 6,,;, na
direcao de é, mas, também, podera se afastar muito
pouco desta coordenada pois, em situagoes como esta,
os angulos de retorno sao bem proximos de 6,,;, como
podemos concluir de uma anélise da Fig.3lou da Fig. 6l
Assim, para analisarmos o movimento oscilatorio da
particula ao longo desta diregao, nao é necessario o co-
nhecimento da forma exata da energia potencial efetiva
U (0) sob a agdo da qual ela se movera, sendo suficiente
uma aproximacao de Taylor até a segunda ordem em
0 — i para UL (6), a qual resulta em

1 d°U4
2 do? |,

U//\(H) ~ U;(emzn) + . (9 - emin)Q ) (53)

min

onde os valores de Opmin, Uj(Omin) € d2U£/d92|0mm
sao obtidos, respectivamente, a partir das Egs. (36),
(38) e (37). Com esta forma aproximada para a
energia potencial efetiva, o movimento oscilatério da
particula em torno de 0,,;, serda descrito como um
movimento harmoénico simples de periodo adimensional
T’ obtido, como é bem sabido, a partir do coeficiente
dQUj\ / d92| g, . due aparece na aproximagao acima, da
d?Uj,

seguinte maneira
—-1/2
T! emzn =
0 = (%], )

/ .
V1 +3cos20,in

onde usamos, primeiramente, o resultado que aparece
na Eq. (37) e, depois, a Eq. (52) para relacionarmos
T! com 7.. Para os movimentos oscilatorios que esta-
mos considerando, nos quais € se afasta muito pouco
de 0,,:n, as equagoes de movimento para a coorde-
nada angular ¢ da particula (Eqs. (33) e (34)) pre-
vém, aproximadamente, uma velocidade angular para
a sua evolugao temporal como aquela que aparece na
Eq. (50), correspondente & do movimento pendular
cOnico em torno do qual a oscilagao em questao ocorre,
e, consequentemente, o tempo gasto pela particula em
cada volta completa em torno do eixo Z sera, também
aproximadamente, dado pela Eq. (52)). Assim, podemos
concluir da dltima relagdo na Eq. (54) que o tempo
gasto pela particula para completar uma oscilagao de
pequena amplitude em torno de uma certo 6,,;, é sem-
pre menor do que o tempo que ela gasta para dar uma
volta completa em torno do eixo Z. Isto pode ser ob-
servado na Fig. [10, onde mostramos como 77 varia em
fungéo de 6,,,;, (curva de tracejado curto) juntamente
com os demais periodos determinados anteriormente.
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Um movimento pendular esférico do tipo que
acabamos de discutir no paragrafo anterior é espe-
cialmente interessante pois trata-se de um movimento
semelhante aquele registrado experimentalmente na
Ref. [1], o qual, como mencionamos na introdugao, deu
origem & discussao apresentada aqui. Para se ter idéia
de como é a trajetoria seguida pela particula em uma
situacao como esta, apresentamos nas Figs. 11l e [12/ a
projegao de uma trajetoria no plano XY (curvas cheias)
como vista por alguém olhando o movimento pendular
da particula de baixo para cima, ou seja, no sentido de
—k (veja Fig.1). Esta projegao foi obtida marcando-se
no plano XY os pontos de coordenadas z = Rsenf cos ¢
ey = Rsenflseny pelas quais a particula passa durante o
seu movimento, sendo que os valores de 6 e p a cada ins-
tante sao determinados resolvendo-se numericamente as
equagOes de movimento que aparecem nas Egs. (31)-
(34). Na situacao apresentada nas Figs.11le[12], os mar-
cos em forma de circunferéncia correspondem ao ins-
tante inicial do movimento (¢;) quando foram escolhi-
das as condigoes iniciais X' = 0,1, E' = 0,99U} (0min ),
0o = Omin € wo = 0, com a escolha do sinal positivo para
Pyo (veja Eq. (35)). Note que o valor de E’ fornecido ao
sistema ¢ ligeiramente superior a U} (6 ), pois para o
valor de A escolhido temos U} (0,:n) < 0 (veja Fig. 3
ou Fig. 0)), e, portanto, o movimento da particula seréa,
aproximadamente, aquele descrito no paragrafo ante-
rior, ou seja, uma oscilagao harmonica simples da sua
coordenada angular 8 em torno da trajetéria circular
do movimento pendular coénico correspondente ao valor
de 0,,;n» para o caso, cuja projecao no plano XY seria
a circunferéncia de raio Rsenf,,;, representada pelas
curvas tracejadas nas Figs. [11 e 12/ e que estaria em
um plano paralelo ao plano XY onde z = Rcos 0.
A diferenca entre os aspectos das Figs. [11 e [12] é devi-
da ao fato de termos acompanhado, respectivamente, a
evolugdo temporal do movimento desde ¢, até os ins-
tantes t' &t + 2T (Omin) € t' > t{+ 2T (0min), corres-
pondentes aos marcos em forma de disco que aparecem
nestas figuras. Note, ainda, que, durante este movi-
mento em torno do eixo Z, Rsenﬂg_) e Rsen0£+) sao,
respectivamente, as distdncias de maior e de menor
aproximagao da particula ao eixo Z (veja Fig. [I1)),
as quais, com o passar do tempo, serao os raios das
circunferéncias que servirdo, respectivamente, de en-
voltérias interna e externa para a trajetéria seguida
pela particula (veja Fig. [12), a qual ndo esta contida
em um plano paralelo ao plano XY e sim, no caso em
questao, em uma regiao estreita do espago definida por
R cos 0,(~+) < z < Rcos F)ﬁ_). O segmento de trajetoria
apresentado na Fig. [11/ é semelhante ao registrado ex-
perimentalmente no trabalho da Ref. [1].
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Figura 11 - Projegao no plano XY da trajetoria seguida por
uma particula em um movimento pendular esférico, acompanha-
do desde o instante inicial até a particula completar um pouco
mais que uma volta em torno do eixo Z. Note a semelhanca en-
tre esta figura e aquela registrada experimentalmente na Ref. [1].
Veja o texto para maiores detalhes.

0.6

E' = U (Omin)

04 -
0.2 +
0.0 -

y/R

-0.2 +

-04

_06 1 | | | |
-06 -04 -02 0.0 0.2 0.4 0.6

Figura 12 - O mesmo que foi apresentado na Fig. [11, exceto pelo
fato de termos, aqui, acompanhado o sistema por mais tempo.

4.3. O péndulo esférico

Como um ultimo exemplo, na Fig. 13| apresentamos a
trajetoria seguida por uma particula em um movimento
pendular esférico para o qual nenhuma restrigao, como
aquelas das duas subsegOes anteriores a esta, foi im-
posta sobre as condicoes iniciais do movimento. O an-
gulo de visada escolhido é tal que o leitor tem uma
visao da evolugao temporal da posicao da particula se-
melhante aquela da Fig. 1. No instante inicial deste
movimento (tj,), que corresponde ao marco em forma
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de circunferéncia mostrado na figura, foram dadas como
condigoes iniciais ao sistema os valores N = 1,0, E' =
2,0, 00 =7/4 e pg =0, com a escolha do sinal positivo
para pj, (veja Eq. (35)), e o movimento da particula
foi acompanhado até o instante ¢’ = t{, + 20, correspon-
dente ao marco em forma de disco que também aparece
nesta figura. Com estes valores escolhidos para X ¢ E’
e uma analise da Fig. 3/ ou da Fig. |6, podemos concluir
que neste caso os angulos de retorno 97(7) e 07(,+) sao bem
diferentes entre si, pois Gﬁ_) ~ 0,157 e 9$+) ~ 0, 80m.

N=10 B =20 —

1.0 1.0

Figura 13 - Trajetéria tipica seguida por uma particula em um
movimento pendular esférico.

Assim, como em todas as situagdes discutidas neste
trabalho, a particula percorre uma trajetéria sobre a
superficie esférica imaginaria de raio R que no caso em
discussao, com o passar do tempo, nos daria a impressao
de uma linha enrolada em um novelo, como podemos
perceber na Fig. [13. Finalmente, note que durante este
movimento a particula nunca passa por duas regices
desta esfera em formas de calotas, uma embaixo e de
perimetro 27rRsen9,(f) e outra em cima e de perimetro
27rRsen0,(,+), e que sua coordenada z fica sempre restrita
ao intervalo [R cos 97(-+) , Rcos 97(5)].
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