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Neste artigo estudamos configuragoes centrais planares encaixantes para o problema de n corpos em mecéanica
celeste quando n = 4, n = 8 e n = 12. Determinamos condigbes suficientes para a existéncia de tais configuragoes
com os corpos nos vértices de quadrados com centros coincidentes e os comprimentos dos lados satisfazendo
relagbes analiticas explicitas. As massas dos corpos nos vértices de cada quadrado devem ser iguais.
Palavras-chave: problema de n corpos, configuracdo central planar, configuragdo central encaixante.

In this paper we study nested planar central configurations for the n—body problem when n = 4, n = 8 and
n = 12. We show the existence of such configurations with the bodies at the vertices of squares with common
centers. The masses of the bodies are equal at the vertices of each square.
Keywords: n—body problem, planar central configuration, nested central configuration.

1. Introdugao

O cléssico problema Newtoniano de m corpos em
mecanica celeste consiste no estudo da dinamica de
n corpos de massas positivas m; ocupando posi¢oes
ri € R4 i = 1,2,...,n, interagindo de acordo com
Lei da Gravitagdo Universal proposta por Newton [0].
Usualmente d = 2 ou d = 3.

Uma configuracao do sistema é definida como sendo
r=(r,...,m,) € R™. O centro de massa do sistema,

n

dado por ijrj//\/l, onde M =mq+---+m, éa
j=1
massa total, serd considerado na origem de nosso refe-
rencial inercial, o qual é usualmente chamado referen-
cial inercial baricéntrico.
As equacoes diferenciais que regem o problema de n
corpos sao dadas por

.
Ty = — Z 73] (rz T_])? (1)
=1 1]
J#i
para i = 1,2,...,n, onde r;; = |r; — r;| é a distancia

Euclidiana entre os corpos localizados em 7; e r;. Na
Eq. (O) estamos adotando um referencial em relagao
ao qual a constante de gravitagao universal tem 1 uni-
dade e as derivadas sao tomadas com relagao a variavel
independente ¢, denominada tempo. Observe que as
equacoes em () estdao definidas apenas quando r;; # 0.
Assim, daqui em diante, nosso espaco de configuragoes
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sera tomado como sendo R™ — A, sendo A o conjunto
das colisoes, onde 7;; = 0 para algum par i, j com ¢ 7# j.

Dizemos que os n corpos formam uma configuracao
central se o vetor aceleracao de cada corpo é proporcio-
nal ao seu vetor posigao relativo ao centro de massa do
sistema, ou seja, se existir A < 0 tal que

’Fi = A'I"i, (2)
para todoi =1,2,...,n. Pode—se mostrar [B] que neste
caso

U m;m; . 2
A:*Ta U= Z P I:Zmi‘ri|a
1<i<j<n Y i=1

sendo U a funcao potencial de Newton e I o momento
de inércia dos n corpos. Assim, numa configuragao cen-
tral, o vetor aceleracao de todo corpo aponta para a ori-
gem do referencial com magnitude proporcional a sua
distancia da origem. Deste modo, se os corpos numa
configuracao central tiverem velocidades iniciais nulas,
0s mesmos se moverao em direcao a origem de modo
que a configuracao tendera a um colapso homotético.
As configuragoes centrais permitem obter as tnicas
solugoes explicitas do problema de n corpos conhecidas
até hoje, que sao as chamadas solugoes homogrdficas,
para as quais as razoes das distancias mutuas entre os
corpos permanecem constantes. Para o caso onde os
corpos estdo num mesmo plano (d = 2) as configuragoes
centrais sao chamadas de equilibrios relativos. Vale ob-
servar que uma configuragao central planar da origem



2305-2

a uma familia de 6rbitas na qual cada corpo descreve
uma conica com um foco no centro de massa.

Das Egs. (D) e (B), as equagbes que regem o pro-
blema de n corpos numa configuracao central sdo dadas

por
n

A== (), (3)
j=1 "1
J#i
parat=1,2,...,n.

Exemplos classicos de configuracoes centrais podem
ser obtidos das solugoes colineares encontradas por Eu-
ler [B] para o problema de trés corpos, bem como das
solugoes triangulares equildteras encontradas por La-
grange [@] para o problema de trés corpos, para cada
instante de tempo. Os livros de Wintner [B] e Ha-
gihara [B] e o artigo de Moeckel [B] fornecem um estudo
abrangente das configuragoes centrais.

A importancia dada ao estudo das configuracoes
centrais pode ser expressa pelo sexto problema da lista
proposta por Smale [@] como desafios mateméticos para
o século X X I. Smale coloca uma questao levantada por
Wintner para as configuragoes centrais planares: para
um dado conjunto de n corpos com massas positivas,
o numero de configuracoes centrais planares nao equi-
valentes (médulo rotagoes, translagdes e dilatagoes) é
finito?

Para trés corpos ha somente cinco classes de equi-
valéncia de configuragoes centrais, sendo trés de Euler
e duas de Lagrange. Hampton e Moeckel em [B] res-
ponderam afirmativamente a questdo acima para qua-
tro corpos, mostrando que o nimero de configuragoes
centrais planares nao equivalentes estd entre 32 e 8472.
Recentemente, Albouy e Kaloshin em [ mostraram a
finitude para cinco corpos para quase todos os valores
de massas positivas. A questdo acima ainda estd em
aberto para n > 5.

Pouco se sabe a respeito das configuragoes centrais
para n arbitrario. Para o caso colinear, Moulton [[]
mostrou que existem n!/2 possiveis configuragoes cen-
trais, uma para cada ordenagao dos corpos, para qual-
quer escolha de massas positivas.

Neste artigo estudamos uma interessante familia de
configuracoes centrais, chamada configuragoes centrais
encaizantes. Na Secao B estudamos uma configuragao
central planar para o problema de quatro corpos, mos-
trando a existéncia de uma tal configuragao para o caso
em que os quatro corpos tem massas iguais e estao loca-
lizados nos vértices de um quadrado. Na Secao B mos-
tramos a existéncia de uma configuragao central para o
problema de oito corpos, estando quatro corpos de mas-
sas iguais localizados nos vértices de um quadrado e os
outros quatro corpos também de massas iguais localiza-
dos nos vértices de outro quadrado. Os dois quadrados
tem centros coincidentes. Por fim, na Segao E, mos-
tramos a existéncia de uma configuragao central para o
problema de doze corpos os quais estao distribuidos so-
bre os vértices de trés quadrados encaixantes com cen-
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tros coincidentes. Sobre os vértices de cada um dos
quadrados os corpos possuem massas iguais.

Configuragoes centrais encaixantes para o problema
de seis corpos e para o problema de nove corpos foram
estudadas por Mello e Fernandes em [ e por Llibre
e Mello em [, respectivamente. Em 2009, Corbera,
Delgado e Llibre em [[3] apresentaram argumentos para
a existéncia de p > 2 n—-agonos, n > 3, encaixantes
para o problema de pn corpos. Cabe destacar que nos
vértices de cada nm—4gono os corpos possuem massas
iguais. Neste sentido, o que estudamos aqui, explici-
tamente, sao os casosn =4ep=1,2,3.

2. Problema de quatro corpos

As Egs. (B) formam um conjunto de 2n equagoes para
o caso de configuragoes planares. Alternativamente,
vamos trabalhar aqui com um sistema equivalente de
n(n—1)/2 equagoes, conhecido por equacdes de Laura—
Andoyer—Dziobek (veja, por exemplo as Refs. [B, p. 241]
ou (1))

n

fog= > mi (Rig —Ryp) A =0, (4)
k=1
k#i,j
para 1 < i < j < n, onde R;j = 1/r};, Aijr =
(ri —rj) A (r; — r). Observe que em (@), A;;r é
o dobro da &rea orientada do triangulo com vértices
em r;, Tj € g, nesta ordem. Assim, A; ;i = Apij
e Ajjr = —Airj, para todo i,j,k. E claro que
R; ; = R;;, para todo i, j.
Demonstraremos a seguir o seguinte teorema.

Teorema 2..1. Quatro corpos de massas iguais nos
vértices de um quadrado constitui uwma configuracao
central.

Ty 3
[ 1 ®
° ®
1 T2

Figura 1 - Quatro corpos sobre os vértices de um quadrado.

Demonstracao. Precisamos mostrar que as seis
equagoes de Laura—Andoyer—Dziobek (H) sao satisfei-
tas. Considere a Fig. 0. E simples verificar que as
equacoes f13 = 0e fa4 = 0 sdo trivialmente satisfeitas.
Por outro lado, as equagdes fio2 =0, fia =0, faz3 =0
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e f3.4 = 0 s@o equivalentes as seguintes equagoes, res-
pectivamente

(Ri3 — Ri2)A1,23(mg —my) =0,
(Ri2 — Ri3)A1,32(ma —mg) =0,
(Ri2 — R13)A123(m1 —mya) =0,
(Ri3— Ri2)A123(m1 —mg) =0.

Como, por hipétese, m, = mq = m3 = my, as equagoes
acima sao satisfeitas e o teorema estd demonstrado. [

3. Problema de oito corpos

Considere quatro corpos de massas positivas my, mo,
m3 e my nos vértices um quadrado de lado 1. No in-
terior desse quadrado héd um outro de lado b, cujo cen-
tro coincide com o do primeiro, nos vértices do qual
encontram—se quatro corpos de massas positivas ms,
meg, m7 € mg. Veja Fig. @
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Figura 2 - Oito corpos sobre os vértices de dois quadrados encai-
xantes.

Devemos obter posigoes e valores positivos para as
massas dos oito corpos de modo que satisfacam as
28 equagoes de (H). Devido as simetrias presentes no
problema em estudo, verifica—se que as igualdades do
Apéndice 1 sao satisfeitas.

Obtém-se imediatamente que as equagoes de f; 3 =
0, f2,4 =0, f57 =0 e fg,3 = 0 sdo trivialmente satisfei-
tas. As equacoes fog = 0 e fi8 = 0 sdo equivalentes, o
mesmo ocorrendo com as equagoes fi6 = 0e fog =0,
fis=0e f37=0, fiz =0e f35 =0, as quais podem
ser escritas, respectivamente, das seguintes formas

(m1 —mg)(R12 — Ri16)A1,5,2+ (ms —mz)(R16 — Rs6)A1,56 =0,
(m1 —m3)(Ri2 — Ri6)A1,72 + (ms —mr7)(Ri6 — R56)A1,76 =0,
(mo —ma)(R12 — R16)A1,5,2 + (mg —msg)(R16 — Rs.6)A1,56 =0,
(ma —ma)(Ri2 — Ri6)A1,72 + (me — ms)(Ri,6 — R56)A1,76 = 0.
Usando as simetrias, as oito equagoes fi2 =0, fi4 =0, faz3 =0, f34 =0, f56 =0, fs58 =0, fer =0¢ fr5=0
assumem, respectivamente, as formas
(mg — ma)(Ri3 — Ri2)A123 + (mg — ms)(Ri5 — Rig)Ai52 + (mg — m7)(Ri7 — Rig)Ai72 = 0,
(me — m3)(R13 — R12)A123 + (ms — mg)(R1i5 — Ri6)A152 + (m7 — mg)(Ri7 — Rig)A172 = 0,
(ma — m1)(R13 — Ri2)A123 + (m7 — mg)(R15 — Ri6)A152 + (ms — mg)(R17 — Rie)A172 = 0,
(m1 — mo)(Ri13 — Ri2)A123 + (mg — m7)(Ris — Ri6)A152 + (mg — ms)(Ri7 — Rig)Diq72 = 0,
(m1 — mo)(Ris — Rie)Ais6 + (M3 — ma)(Ri7 — Rig)Ases + (mr — ms)(BRs7 — Rer)As67 = 0,
(ma — m1)(Ris — Rig)A156 + (m2 — m3)(Ri7r — Ri6)As63 + (me — my)(Rs7 — Re7)As67 = 0,
(mo — m3)(Ris — Rig)A156 + (ma — my)(Ri7 — Ri6)As63 + (mg — ms)(Rs7 — Re7)As67 = 0,
(mg — mq)(R15 — Ri6)A156 + (m1 — ma)(R17 — Ri6)As563 + (ms — mg)(Rs7 — Re7)As67 = 0

E facil ver que se M = m; = my = mg =
satisfeitas e as oito equagbes restantes f1 6 =0, fao5

(considerando as simetrias do problema) reduzem-se &

M[(R12—Ri5)A152+ (Ri,3— R16)A16,3+ (R1,7— R12)A1,72] +m[(Re7 — R15)A156+ (R1,7 —

m4 e m = ms = Mg = My = mg, as dezesseis equagoes acima sao
=0, for =

0, fis =
seguinte equagao

0, f36 =0, f38 =0, fas=0e fa7=0

Rg7)As6,3+
(Ri6 — Rs,7)A168] =0. (5)
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Temos, assim, o seguinte teorema.
Teorema 3..1. Para cada b satisfazendo
0<b<0,53177....

existem massas positivas M = M, e m = my, tais que
seM=mi=mo=m3zg=myg em=ms =mg=my; =
mg, entdo os oito corpos estdo numa configuracdo cen-
tral encaizante conforme a Fig. B.

Demonstragao. Denote por r o raio da circunferéncia
circunscrita ao quadrado de lado b da Fig. B. Vamos
mostrar que, para cada r satisfazendo

0<r<0,37602..., (6)

existem massas positivas M e m, tais que se M = my =
Mo = M3 = My € M = M5 = Mg = M7 = Mg, entao os
oito corpos estao numa configuragao central encaixante
conforme a Fig. B. Isto implicard na demonstracao do
teorema, visto que b = v/2r. Denotemos por A(r) o co-
eficiente de M e por B(r) o coeficiente de m na Eq. (B),
ou seja,

A(r) =(Ri2— Ri5)A152+ (Ri3— Rig)Aies+
(Ri,7 — R12)A1 7,2,

B(r) = (Rs7 — Ri15)A156 + (R1,7 — R6,7) Q56,3 +
(Ri,6 — R5,7)A16.8.

Devemos obter os valores de r para os quais A(r) e B(r)
possuem sinais opostos, pois assim a razao M/m serd
positiva. Consideremos um sistema de coordenadas no
qual r; = (0,0), 72 = (1,0), r3 = (1,1) e 74 = (0,1).
Podemos obter as coordenadas dos outros corpos em
funcéo de r:

_ 1—f7‘ 1—\[7“
s = B

_ 1+\f7“ 1—\fr
Te — B
. _<1+fr 1+\fr>
i 2

_ 1—vV2r 1+V2r
rgs = B) s B) .

A partir das posi¢oes dos corpos, podemos encontrar as
distancias e as dreas orientadas que aparecem em A(r)
e B(r). Estudando as fungoes A(r) e B(r), podemos
verificar que A(r) é crescente e positiva, enquanto que
B(r) é crescente e troca de sinal. Veja as Figs. B e .
Assim, para r em (B) temos A(r) >0e B(r) <0. O
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A(r)

Figura 3 - Gréfico de A(r).

B(r)

0, 37602 T

Figura 4 - Gréafico de B(r).

4. Problema de doze corpos

Considere trés quadrados de centros coincidentes. Ad-
mita que um quadrado possua lado 1 e que sobre seus
vértices se encontrem corpos com massas positivas myq,
ms, m3 € my. Do mesmo modo, admita que os outros
dois quadrados tenham lados r e y com 0 <y <z < 1
e corpos com massas positivas ms, mg, mz, mg e mg,
mig, M11, M12, respectivamente, conforme Fig. B.

T4 r
[ P
rs T
° °o '
12 11
[
°
T9 Yy 10
° °
rs x Te
[ ®
1 1 T

Figura 5 - Doze corpos sobre os vértices de trés quadrados encai-
xantes.

Nosso objetivo é encontrar posigoes e massas posi-
tivas que satisfacam as 66 Egs. (H), as quais podem ser
trabalhadas considerando as simetrias que o problema
apresenta. Veja Apéndice 2.
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As equagdes fi3 =0, fou =0, f57 =0, fo,s =0, fo11 =0 e fig,12 = 0 sdo trivialmente satisfeitas. Podemos
observar também que fi 5 = 0 é equivalente a f3 7 = 0, do mesmo modo fog =0e fu8 =0, fag=0¢e fa6 =0,
fir=0e fis =0, fio=0¢e f311 =0, fo10=0¢€ f412=0, fi11=0e f39=0, fa12=0e fr10=0, fs59=0c¢
fr111=0, fer0=0¢e€ fs12 =0, fs11 =0e fr9g=0, fs,12=0¢e fg10 =0 também o sdo. Essas equacdes podem ser
escritas das seguintes formas, respectivamente

(mg — ma)(Ri2 — Rig)A152 + (mg — mg)(Rie6 — Rs6)A15,6 + (Mg — mi2)(Ra9 — Re9)A1510 = 0,
(m1 — m3)(R12 — R16)A152 + (ms — my7)(Ri6 — Rs,6)A156 + (Mg — ma1)(Re9 — Reo)A1510 = 0,
(m1 — m3g)(Ri2 — Ri6)A172 + (ms — my)(Rig — Rs6)A1,76 + (Mg — mi1)(Ra9 — Reo)Dags = 0,
(ma — ma)(Ri2 — Ri6)A172 + (mg — mg)(Rie — Rs,6)A1,76 + (Mo — mi2)(R29 — Re9)Aa9s = 0,
(mo — ma)(Ri2 — Rag)A19,2 + (mg — mg)(R16 — Reo)A1,0,6 + (Mo — mi2)(Ra,9 — Ro.10)A1910 = 0,
(m1 — m3)(Ri2 — Rog)A192 + (ms — m7)(Ri6 — Reo)A1,96 + (Mg — mi1)(Ra9 — Ro10)A1910 = 0,
(mo — my)(Ri2 — Rag)A111,2 + (me — mg)(Ri6 — Re,0)A1,11,6 + (mio — miz2)(Rao — Ro10)A1,11,10 = 0,
(m1 — m3)(Ri2 — Ra9)Ai11,2 + (ms — m7)(Rie — Re9)A1,11,6 + (Mo — mi1)(Ra9 — Ro10)A1,11,10 = 0,
(mo — mu)(Ri6 — R29)As92 + (me — mg)(Rs6 — Re,9)As906 + (mio — mi2)(Re,9 — Ro10)As5910 = 0,
(m1 — m3)(Rie — R29)A502 + (ms — m7)(Rs6 — Re9)As596 + (Mo — m11)(Re,9 — Ro,10)A59,10 = 0,
(mo — ma)(R16 — Ro,9)As 11,2 + (me — ms)(Rs,6 — Re,9)A5.11.6 + (mio — mi2)(Re,9 — Ro,10)As511,10 = 0,
(m1 — m3)(Ri6 — R2,9)As511,2 + (Mms — m7)(Rse — Re,9)As,11,6 + (Mg — m11)(Re9 — Ro,10)As511,00 = 0.

As equagoes f12 =0, fa3 =0, f34=0, f14=0, f56 =0, fo,7 =0, frs =0, fs55 =0, fo,10 =0, fi011 =0,
fi1,12 =0 e fg,12 = 0 também podem ser simplificadas e resultam, respectivamente, em

(m3—my)(Ry3—Ri2)A123+(me—ms)(R15—Ri6)A152+(mg—mr)(Ri,7—Ri6)A1,7,2+(mio—mg)(R19—Ray)
Aig2+ (mi2 —my) (R — Ro9)Ar112 =0,

(ma—ma)(R1,3—R1,2)A1,23+(m7—mg)(R1,5—Ri1,6)A1,52+(ms—mg)(R1,7—R1,6)A1,7,2+(m11—m1o) (R1,9—Ra,9)
Ay g9+ (mg —mi2)(R111 — R29)A111,2 =0,

(mi—ma)(R1,3—Ri1,2)A1,23+(mg—m7)(R15—Ri6)A152+(me—ms)(R1,7—Ri,6)A1,7,2+(mia—mi1)(Ri,9—Ray)
Aq9.2 4 (m1g —mg)(Ri11 — Ro9)A1112 =0,

(mg—m3)(R1,3—R12)A1,23+(ms—ms)(R1,5—R16)A1,5,2+(m7—me)(R1,7—R1,6)A1,7,2+(mg—ma2) (R1.9—Ra,9)
Aq g2+ (m11 — mio)(R111 — R2,9)A1,11,2 =0,

(m1—m2)(R15—R16)A1,5,6+(ma—ms)(R17—R16)A1,7,6+(m7—ms)(Rs.7—Rs.6)As,6.7+(mo—m10) (Rs.90—Re.9)
As 9+ (m12 — mi1)(Rs11 — Re,9)As,11,6 = 0,

(me—mg)(R15—R1,6)A1,56+(m1—ma)(R17—Ri16)A1,76+(msg—ms)(Rs 7—Rs5.6)As5 6,7+ (m1o—m11)(Rs9—Re 9)
As.6,9 4+ (mg —mi2)(Rs11 — Re,0)As,11,6 =0,

(mg—ma)(R15—R1,6)A1,56+(me—m1)(R17—R16)A1,76+(ms—meg)(Rs7—Rs.6)As5.67+(m11—m12)(Rs9—Re.9)
As6,9 4+ (m1g —mg)(Rs,11 — Re,0)As,11,6 = 0,

(ma—m1)(R15—Ri16)A1,56+(ms—ma)(R1,7—R16)A1,7,6+(me—m7)(Rs.7—Rs6)As.67+(m12—mg) (Rs9—Re 9)
As 6,9 + (m11 — mio)(Rs11 — Re,9)As,11,6 = 0,

(m1—ma)(R1,0—Ra2,9)A1,910+(ma—m3)(R1,11—R2,9)A1,11,10+(ms5—me) (Rs,0—Re,9)As5.910+(ms—m7)(Rs,11—Re.9)
A5,11,10 + (mn - m12)(R9,11 - R9,10)A9,10,11 =0,



2305-6 Fernandes et al.

(ma—m3)(Ri1,9—Ra2,9)A1,910+(m1—ma)(R1,11—R2,9)A1,11,10+(me—m7) (Rs.0—Re,9)As 9,10+ (ms—ms) (Rs,11—Re,9)
As 11,10 + (mai2 —mg)(Rg 11 — Roj10)Aog10,11 = 0,

)

(

)
(
9)A5.9 10+ (meg—ms)(Rs,11—Re,9)
mg — mlo)(Rg,n — Ry.10)A9g,10,11 =0,
)
(

(ma—mq)(R1,90—R2.9)A1.910+(m3—ma)(R111—R2,0)A1 11,10+ (ms—ms) (Rs,9—Rs

9)As5.910+(m7—me)(Rs511—Re,9)
As 11,10 + (Mm1g — mar)

R9.11 — R9,10)Ag,10,11 = 0.

)

Se supusermos que M = mj = mg = mg = my, M = M5 = Mg = M7 = Mg € [t = Mg = Mg = M11 = My todas
as equagoes anteriores sao satisfeitas e as 24 equacoes restantes se reduzem a

A1($7y)M+A2($ay)m+A3($>y)M - 07
Bl(x,y)M+B2(m,y)m+Bg(x,y)u = 07 (7)
Cl(fE7 y)M + CQ(I7 y)m + 03(‘1:7 y):u Oa
onde
Ai(z,y) = (R12 — Ro6)A162 + (R1,3 — R36)A1,63 + (R4 — Ra6)A164,
As(z,y) = (R15 — R5,6)A165 + (R1,7 — Re.7)A1,6,7+ (R1,s — Re8)A16.s,
As(z,y) = (R19 — Re,9)A1,6,9 + (R1,10 — R6,10)A1,6,10 + (R1.11 — Re,11)A16,11 + (Ri,12 — Re12)A1,6.12,
Bi(z,y) = (R12 — R2,10)A1,10,2 + (R1,3 — R3,10)A1,10,3 + (R1,4 — Ra,10)A1,10,4,
By(z,y) = (Ri5 — Rs,10)A1,105 + (Ri,6 — Re,10)A1,106 + (R1,7 — Rr10)A110,7 + (Rig — Rs10)A1,10,8,
Bs(z,y) = (R1,0 — R9,10)A1,10,0 + (Ri1,11 — R10,11)A1,10,11 + (R1,12 — Ri0,12)A1,10,12,
Ci(z,y) = (Ris — R1,10)Q5,101 + (R25 — R210)A5,102 + (R35 — R3,10)A5,103 + (Ras — Ra,10)A5.10.4,
Ca(z,y) = (Rs,6 — R6,10)As,10,6 + (Rs5,7 — R7,10)As.10,7 + (Rs,8 — Rs,10)A5,10,8,
Cs(x,y) = (Rs,9 — R9,10)A5,10,0 + (R5,11 — R10,11)A5,10,11 + (R5,12 — R10,12) As5,10,12-
Considere
A((ﬂ,y) = (A17A23A3)’ B(.’ﬂ,y) = (BlaB27B3), C(:Evy) = (01302703)7
(T1,T5,T3) = A(z,y) x B(z,y) = (A2Bs — A3By, A3By — A1 B3, A1 By — A2 By).
Tomando um sistema de coordenadas onde 1 = (0,0), ro = (1,0), r3 = (1,1), r4 = (0, 1), temos
( ) l—-z 1—x ( ) = l1+z 1—=x
s\, Y 2 ) 9 ) Te\T,Y) = 9 ’ 9 )
ro(z,y) = l1+z 1+=x r(z,y) = l—z 1+4+=x
7\, Y 9 ) 9 ) s\T,Y) = 9 ’ 9 ’
ro(z,y) = 1-y1-y T(xy):ﬂﬂ
94y 9 5 2 ) 10\4, 9 ) 9 )
r(m):ﬂﬂ r(m):ﬂﬂ
11 Y 2 9 9 ) 12 Y 2 9 9 .
As distancias e areas envolvidas podem ser facilmente calculadas. As funcoes 77, T e T3 assumem as formas
Ti(z,y) = T (z,y) Tha(w,y) — 2y Tia(z,y) Tra(z,y), (8)
1
Ty(z,y) = 1 (To1(z,y) Too(z,y) — x Toz (x,y)To4(x,y)) , 9)
T3(z,y) = % (T31(Iay) T2z, y) + V21 Ts3(z, y) T34(:z:,y)> ) (10)
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onde
T (xy)_Q\@(szrl)a: 2V/2x 442
1z, y) = - )
(22— 1) (z24+1)%%  Aa?
Tz(xy)_%/ﬁ(y“rl)y 22y 4+V2
1 ) - - )
(y2 _ 1)2 (y2 + 1)3/2 4y2
Tis(2,y) 4x n 2 2 n 1 + 1
€T, = - )
T @y T @) @ e @ 1y
y?+1 1

T14 Z, =2z 5 =
(z,9) <(y2 0

Ty (z,y) = V2y ( 16v2
(y2 —

yi+1 1

(22 +y2)*

7 +V2+4-—

L1 1
W2+1)%%) (@-v)? (@+y?*

(y*>+1)

8v/2
2 3/2 )7

Tos(x,y) = 2x 5 —
22(2,y) =2 ((yQ—l)

_16v2
T2 Z, =
3( y) (x2 )

(a2 +y?)**
+V2+4-
2V2(y* +1)y

L1 1
2+1)%?) (@-y? (2+y)?

8v/2
(x2 + 1)3/2’

2v/2y 4+/2

Tos(z,y) = (v% — 1)2 (v + 1)3/2 o 42
T B Qﬂ(mQ—FI)x 2v/2x 442
s1(z,y) = — (22 — 1)2 o (22 + 1)3/2 472
16 8v2
Tsa(z,y) = f +\[4"1_#3/2’
(y* —1)° (v +1)
16v/2 82
Tss(z,y +V2 44—,
33( ) (.CL'Q )2 (.’1’;2 + 1)3/2
Tu(wy)=— 2 ¢ 2 2 ., 1, 1
34(T,Y) = (@? —2)? (22 + 1)3/2 (22 + y2)3/2 (x—1)2  (z+1)2

Teorema 4..1. Considere v = 1/2 ey = 1/4. Euxis-
tem massas positivas M, m e p, tais que os doze corpos
com massas M = my = mg = mg = my, m = ms =
Mg = My = Mg € [k = Mg = Mg = M1l = M1z €stao
numa configuracdo central encaixante de acordo com a
Fig. @.

Demonstragdo. Substituindo z = 1/2 e y = 1/4 nas
expressoes obtidas anteriormente, podemos calcular fa-
cilmente as distancias entre os corpos, bem como as
areas orientadas dos triangulos com vértices nos corpos.
Uma condigao necessdaria e suficiente para a existéncia
de solugoes diferentes da trivial no sistema homogeéneo
(@) é que o determinante da matriz dos coeficientes seja
nulo. Fazendo esse cdlculo para o sistema na Eq. (@),
com z = 1/2 e y = 1/4, temos que essa condigao é sa-
tisfeita. Por fim, para garantir a existéncia de solugoes
positivas (massas positivas), devemos tomar o produto
vetorial de quaisquer dois vetores dentre A, B e C e
este, por sua vez, deve possuir todas as suas compo-

nentes positivas. Tomando, arbitrariamente, A x B,
devemos ter 77 > 0, To > 0 e T5 > 0. Substituindo
x =1/2 ey = 1/4 nas Egs. (B), (8) e () obtemos
T, = 573,9578, To = 55,2356 e T7 = 86,7871, o que
conclui a prova do teorema. O

Pela continuidade das funcgoes envolvidas na de-
monstracao do Teorema BT, é possivel obter uma vizi-
nhanga V de (z,y) = (1/2,1/4), tal que, para cada
(x0,90) € V existem massas positivas M (zg,yo) =
my = mo = m3 = my, m(To,Yo) = M5 = Mg = My =
mg € ,LIJ(.CC(),yo) = Mg = Mg = Mi11 = Mi2, de modo
que os doze corpos como ilustrado na Fig. B estao numa
configuracdo central encaixante.

O determinante da matriz dos coeficientes do sis-
tema (@) é sempre nulo para 0 < y < z < 1. As Figs.
B e @ ilustram regides onde Ty (x,y) > 0 e To(x,y) > 0,
respectivamente. Por outro lado, T3(z,y) > 0 para todo
0 <y <z < 1. NaFig. B estd ilustrada a vizinhanca
V' de interesse.
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08+

0.6 -

04r

0.0

y=x

N ]

{T1(z,y) =0}
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sintetizadas nos Teoremas P, B0 e B, respectiva-
mente.

10 T T T T ]
08 E
0.6 - 4

{TQ(ma y) = 0}

02r : b

{Tl (w,y) = 0}

Figura 6 - Conjunto de nivel zero da fungdo 71, aretay =z e a
regido onde T’ (z,y) > 0 em amarelo na versdo online.

10 T T T T ]

08 E

06 - e

{T2 (z,y) = 0}

Figura 7 - Conjunto de nivel zero da funcido 7> e a regido onde
Ta(z,y) > 0 em vermelho.

5. Comentarios finais

Neste artigo estudamos configuragoes centrais plana-
res encaixantes no problema de n corpos em mecanica
celeste quando n = 4, n = 8 e n = 12. Condicoes su-
ficientes para a existéncia de tais configuracoes estao

Apéndices

1. Equagoes do problema de oito corpos

o=

o0

02

04

0.6

0z

T

Figura 8 - Regido V em cinza na qual 77 > 0, T2 > 0e T3 > 0.

Em resumo, na Secao B (veja Teorema E—1) mos-
tramos a existéncia de uma configuragao central pla-
nar para o caso em que quatro corpos de massas iguais
estao localizados nos vértices de um quadrado. Na
Secao Bl (veja Teorema B—I) mostramos a existéncia
de uma configuragao central para o problema de oito
corpos, estando quatro corpos de massas iguais locali-
zados nos vértices de um quadrado e os outros qua-
tro corpos também de massas iguais localizados nos
vértices de outro quadrado. Os dois quadrados tem
centros coincidentes e seus lados tem comprimentos sa-
tisfazendo relagoes analiticas explicitas. Por fim, na
Segdo @ (veja Teorema ET), mostramos a existéncia
de uma configuracdo central para o problema de doze
corpos os quais estao distribuidos sobre os vértices de
trés quadrados encaixantes com centros coincidentes.
Sobre os vértices de cada um dos quadrados os corpos
possuem massas iguais e os lados tem comprimentos
também satisfazendo relagoes analiticas explicitas.

Como observagao final, cabe destacar que os estudos
das Segoes B e @ podem ser adaptados para provar a
existéncia de configuragoes centrais encaixantes para os
casos p=2,n=4ep=3,n =4 estando os quadrados
de lados b e x com uma rotagao de angulo 7/4. Veja as
Figs. B e B.

Devido as simetrias presentes no problema de oito corpos estudado aqui, verifica—se que as seguintes igualdades sao

satisfeitas

Rips=Ry3=R34=Ri4, Rs56=Rs7=Rrgs=Rs58, Ri5=Rop=R37=Ryg,

Rig=Rig=Rys=Ro7=R3zs=R3s=Rs5=Ryur,



Exemplos de configuragées centrais planares encaixantes

Ri7=Rog=Ri9g=Ras =Ry, Ri3=Rou, Rs7=DReg,
Ao3=A1204=08134=2~"034, Asp7r=~»20568=2~»"578=~¢g7s,
Aios=A0N126=A154=0184=~2037=~N036=~2347=~»343,
Aip7=A128=~N038=~N035=~"346=~"345=~2A164=2201,74,
Areg=~0275=~2386=2457=20163=~0138=~0074=1~R0045,
Ai1gs=2Do65=~2076=~2637=~"387=~"0187=~As458=2~2N1538,
Arer=A0178 =078 =2A0g5=20563=~0g853=~20467=~A456,

A13s=A0A137=~20046=~2048=~2571=~"0573=~»282=1"¢34.

2. Equagoes do problema de doze corpos
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Devido as simetrias presentes no problema de doze corpos estudado aqui, verifica—se que as seguintes igualdades

sao satisfeitas

Rip=Ro3=R3s=Ri14, Rss=Rer=DRrg=Rsg,

Ro 10 = Ri0,11 = R11,12 = Rg12, Rs9 = Re,10 = R711 = Rg 12,
Ris=Ros=R37r=Ryg, Rig=Roi0=R311=Ry0,
Ri3=Ro4, Rs7z=Reg, Rio12=Ro11, Ri111=R39=Rz12=Ry0,
Ri7=R35=Rys=Ryp, Rs511=Re12=Rr9= Rg0,
Rig=Ri6=Ros=Ro7=HR3s=R3g=Ry7=Ryp,
Ri10=Ri12=Ro9=Rp11 = R310=R312=Rs11=Rap,

R510 = R5,12 = Re9 = Re,11 = Ry 10 = R7120 = Rg,11 = Rg 9.
Ajps3=A124=~A134=2»2034,
Aios=A0N126=A154=0184=2"2037=~N036=~2A347=2~"343,
Ajp7=A128=~No38=~N035=~"346=~"345=~A164=220174,
Ares=~0275=~A2386=2457=08163=~0138=~0074=~2045,
Aigs5=2D065=NDo76=~2037=~"387=~"487=~As458=2~2N153,
Arer=A0178 =078 =2085=208563=~0g853=~202467=~A2456,
Aq105 = A1512 =Dogo=Ao 116 = A3107 = Az 710 = Asg11 = Dags,
A9 ==~"2198=2D0105=~"0710=2~23116=2A3811=24127=2"4512,
Aq6,10 =A1128 = Ao 711 = Dogs5 = A3 106 = Azg 1o = Ag 117 = Dy 5.9,
Av107 =D1712=D2118 =D2g9=~"3510=A3125 =As611 = Dag6,
A1 =A111,8=ADo712==~22125 =A2396=~AN389=2~24107= 45,10,
Ag15 = D279 =~21612=A1,108 = Az12,6 = Az g,10 = Ag97 = Ay511,
Aser=A0568 = As78 =678 Do10,11 = Do10,12 = Do 11,12 = A10,11,125
Ajpg=2A2A1210=A8194=201124=282311=~A2310=A34,11 = A3412,
As69 = Q5610 = D598 = As128 = Ag,7,11 = Dg,7,10 = A78,11 = A78.12,
Ay =A1212=A2312=A239=A3410=A349 = A1,104 = A1,11,4,
As611 = As612 = D6 7,12 = D670 = Arg10 = A789 = As.108 = As,11.8,
Aqj0,2 = A211,0 = Az12,10 = Dy0.11 = Ar103 = A13,12 = Ao 114 = Doy,
As10,12 = D611,0 = Ar12,10 = Ago,11 = As 10,7 = As,712 = N6 11,8 = N6 8,9,
A1,100 = A210,0 = Az11,10 = A10,3,11 = Asz12,11 = A 1211 = Dag12 = Aq 9,12,
As.10,9 = 86,100 = Dg.11,10 = A10,7,11 = A712,11 = Ag12,11 = Ag9.12 = As.9.12,
Aq10,11 = Ar11,02 = Ao i112 = Ao 129 = Ag 10,3 = A12,9,3 = Au 10,11 = Dayo,10,

As 10,11 = As 11,12 = De,11,12 = N6,12,0 = Ngj10,7 = Ai2,9,7 = Ag 10,11 = Agg,10-
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