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Neste trabalho estudamos um sistema cldssico de dois osciladores harménicos acoplados com massas (m;),
constantes de mola (k;) e parametro de acoplamento (k) dependentes do tempo. Para encontrar as solugoes das
equagoes de movimento de cada oscilador, usamos uma transformagdo canoénica para reescrever a hamiltoniana
do sistema acoplado como a soma das hamiltonianas de dois osciladores harmonicos desacoplados com frequéncias
modificadas e massas unitéarias. Analisamos o comportamento de x;, v; = &; e do diagrama de fase x; vs. v;

para o sistema mi = mo = mee?t e k1 = ko = k = koe?t.

Palavras-chave: osciladores acoplados, transformagao canénica.

In this work we study a coupled system of two classical oscillators with time-dependent masses (m;), spring
constants (k;) and coupling parameter (k). To obtain the solution of the equation of motion for each oscillator, we
use a canonical transformation to rewrite the Hamiltonian of the coupled system as the sum of the hamiltonians
of two uncoupled harmonic oscillators with modified frequencies and unitary masses. We analyze the behavior
of z;, v; = ; and the phase diagram x; vs. v; for the system m; = mg = moe”t and k1 = ko = k = koe™?

Keywords: coupled oscillators, canonical transformation.

1. Introducao

Nos cursos basicos de fisica estudamos o sistema simples
de dois osciladores harmoénicos acoplados, constituido
de dois osciladores harmonicos idénticos (mesma massa
(m) e constante de mola(k)) ligados por uma mola de
constante de mola . A hamiltoniana para este sistema

’

e

24p2 1 1 1
= % + ikxf + ikxg + 5/1(:172 —x1)% (1)
onde x; (i = 1, 2) é o deslocamento da i-ésima particula
em relagao a posicao de equilibrio, e p; seu momento.
As equacgbes de movimento para x1 e xo sao dadas, res-
pectivamente, por

H

md; = —kxy + k(x2 — 1), (2)
mio = —kxe — k(g — x1), (3)

cujas solucoes sao dadas por
x1 (t) = Ajsen (wit + 1) + Ag sen(wat + ¢2),  (4)
T9 (t) = —Alsen (wlt + <,01) + AQ sen(wgt + (,02), (5)
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onde w; = /wg +2% e wy = wy = \/% s80 as
frequéncias de oscilagio, e A; 2 € ¢1 2 sdo constantes ar-
bitrarias de que necessitamos para o ajuste as condigoes
iniciais. Observe que as expressoes para xj € Ty COrres-
pondem a superposi¢ao de oscilagGes com frequéncias
w1, diferentes. Entretanto, se definirmos duas novas
coordenadas, q; e g2, como combinagoes lineares de x
e x2, na forma

o= B ()
=T, g

podemos escrever as equacoes de movimento como

G1 +wig =0, (8)
G2 + wige =0, (9)

que sao duas equacgoes desacopladas de osciladores
harmoénicos simples com as seguintes solugoes gerais
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q1 (t) = 1COS((.4J1 t+ (pl), (10)
g2 (t) = Ascos(wa t+ ¢2), (11)

que correspondem a movimentos harmonicos simples.
As coordenadas ¢; e g2 sdo denominadas de coordena-
das normais de vibracao, associadas, respectivamente,
ao deslocamento do centro de massa e ao deslocamento
relativo entre as duas particulas (deformagao da mola).

A decomposicao da dindmica de osciladores acopla-
dos em termos de uma superposi¢ao de modos normais,
que nada mais sao do que modos normais de oscilado-
res harmoénicos simples, é um dos principais resultados
da fisica de osciladores acoplados. Esta decomposicao
independe do ntimero de osciladores acoplados.

Modos normais sao importantes para o entendi-
mento do comportamento dinamico de sistemas cons-
tituidos de osciladores que vibram com baixa ampli-
tude, cuja dindmica pode ser reduzida a uma super-
posicao de osciladores harmonicos simples. Isto ocorre,
por exemplo, em fisica da matéria condensada, onde
propriedades relevantes de sélidos podem ser investiga-
das a partir do estudo da dinamica dos atomos que osci-
lam em torno de suas posigoes de equilibrio na rede cris-
talina. Isto também ocorre em quimica e biologia, onde
a dinamica dos atomos que constituem as moléculas
pode ser tratada teoricamente como a dinamica de um
conjunto de osciladores acoplados.

O uso de modos normais de vibracao para o enten-
dimento e controle de fenomenos em ciéncia e tecnolo-
gia vai além do caso de conjuntos finitos de osciladores
acoplados. Considerando um nuimero infinito de oscila-
dores é possivel estudar meios continuos como cordas,
membranas, e meios elasticos que aparecem em diversas
areas da fisica.

Ao escrevermos a hamiltoniana (1) consideramos
que m, k e k sao constantes. Mas, serd que existem
problemas em fisica que para serem estudados teorica-
mente devemos considerar que m, k e k sejam fungoes
do tempo?

A resposta é sim. Em 2001, Zhang et al [1] cal-
cularam as incertezas quanticas de um circuito elétrico
mesoscépico constituido de dois circuitos RLC (R = re-
sisténcia, L = indutancia, C = capacitancia) acoplados
por um capacitor. Devido a resisténcia R, a hamilto-
niana que descreve o sistema torna-se dependente do
tempo. Os autores utilizaram o método de Lewis e
Riesenfeld [2] de invariantes dindmicos e uma trans-
formacao unitaria para obter a solugao da equacao de
Schrodinger dependente do tempo. Eles calcularam a
relacao de incerteza entre a carga e a corrente e mos-
traram que esta nao satisfaz o principio de minima in-
certeza mesmo no caso em que R = 0.

O modelo de osciladores harmoénicos acoplados de-
pendentes do tempo também foi utilizado no estudo
da dinamica de uma particula carregada em campos
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magnéticos que variam com o tempo. Recentemente,
Menouar et al [3,4] calcularam a fungao de onda de dois
sistemas que descrevem o movimento de uma particula
em um campo magnético varidvel. Na Ref. [3] os auto-
res consideraram o termo de acoplamento estatico, xy,
enquanto na Ref. [4] eles consideraram o termo de aco-
plamento dindmico, pyp,. As solugdes encontradas pe-
los autores foram expressas em termos de uma variavel
que satisfaz a equagdo de Milne-Pinney [5,6].

Na Ref. [7], Macedo e Guedes resolveram a equagao
de Milne-Pinney para trés diferentes conjuntos de os-
ciladores acoplados dependentes do tempo. Eles con-
sideraram apenas a presenca do termo de acoplamento
estatico na auséncia de campo magnético, para calcular
as fungoes de onda e obter as relagoes de incerteza.

Neste trabalho estudamos o sistema classico de
dois osciladores harmoénicos acoplados dependentes do
tempo. Para encontrarmos a equagao de movimento
de cada oscilador, utilizamos transformagoes canénicas
para desacoplar o sistema e escrevé-lo como a soma
das hamiltonianas de dois osciladores harmonicos sim-
ples desacoplados. Na préxima secao apresentamos o
procedimento usado para desacoplarmos um sistema
de dois osciladores harmonicos acoplados dependen-
tes do tempo. Na Secao 3 resolveremos as equacoes
de movimento para o sistema m; = my = mget,
k1 = ky = k = koe e discutiremos o comportamento
de x;, v; e do diagrama de fase x;, vs. v;. Na Secao 4
apresentamos um sumario de nossos resultados.

2. Formalismo

Para descrever o sistema de dois osciladores harmoénicos
acoplados dependentes do tempo, vamos considerar a
seguinte hamiltoniana

» P,
H (x1,79,t) = 2my(t)  2ma(t)
mi (Of(0ad | m3 (1) wF(t)3
5 2
Ko =) "

onde mq 2, wi 2 € k sdo fungdes dependentes do tempo.

Para escrever a Eq. (12) como a soma de dois
osciladores harmoénicos (desacoplados) dependentes do
tempo, consideremos inicialmente a seguinte trans-
formacao de coordenada e momento

(1/4)
m
q1 = <1> X1, (13)

ma

(1/4)
m
g2 = <2> x2, (14)

my
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(1/4)
m
= (2) Dix, (15)
mi
(1/4)
m
p2 = (1) D2z (16)
mo

de maneira que a Eq. (12) é reescrita na forma

Cpipd b (1) g+ b2 () 43 + bs(t)quae

—2m(t) 2 - (7
onde
m(t) = (mima) /2, (18)
g\ (/2 )
(o) = (22) it + ) (19)

by (t) = <m1) ’ (Mow? + k), (20)
b3 (t) = —2k. (21)

Podemos eliminar o termo ¢iq2 que aparece na
Eq. (17), se considerarmos uma transformagao canénica
dependente do tempo, cuja fungao geratriz é dada por

[} (ql, q2, P17P27t) = \/qu (P1C080 + PQSGI]G) —+

Vmgs (—Pysend + Pycosfl) — %(q% +43). (22)

Da Eq. (22) obtemos as novas varigveis candnicas [8]

p= g—q) = /m (Picosf) + Pysenfl) — (23)
Q1
po = a— = /m (—Pisenf + Pycosf) — 1 (24)
q2
8@
Q1= —— = vVm(q1 cosf — gasend), (25)
8‘1)
Qs = o = v/m (q1senf + gocosh) , (26)

e, por conseguinte a nova hamiltoniana, Hy = %%’ +
H (t), passa a ser escrita como

P Q2(t)Q?  P?

Hy — —L 1 1,22
N 9 + 5 + 5 +
03 (1) Q3 sen(26)
2m

2

+QQ2< (b1 —ba) +

;;;cos(%)> + g (Q1P2 — Q2P1), (27)

onde Q2 e 2 sdo, respectivamente, dadas por
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9 m2 m 1 2 2 2
l—m_%—i——cos (0) + —sen” (0) —
Qb—?‘;sen(%)7 (28)
0% = 47%22 % + %SGHQ 9) +
%0052 9) + ;—;sen(%). (29)

A completa separacdo de varidveis da Eq. (27)
ocorre para 6 e

b3

tan (26) = —

= constante. (30)

A Eq. (30) impde um vinculo sobre os possiveis valo-
res de my 2, wi 2 € K a serem utilizados para que solucoes
analiticas sejam possiveis. Com estas restrigoes, a Eq.
(27) finalmente escreve-se

POV i (LS T A (UL

2 2 2 2 (B

que representa a hamiltoniana de dois osciladores
harmonicos desacoplados com frequéncias dependentes
do tempo e massas unitarias. Das equacoes de Hamil-
ton [8], obtemos

d*Q1 B

N +Q1 (1) Q1 =0, (32)
(&

*Qs B

— +93 (1) Q2 = 0. (33)

Usando as Eqgs. (13), (14), (25)
para z1(t) e zo(t) sdo dadas por

e (26), as expressoes

mw=;@wmm@+meﬂ (34)
xo(t) = ml(t)[—sen (0) Q1 +cos(0)Q2].  (35)

Assim, uma vez especificado os valores de mq 2, w1 2
e k obtemos as solugoes das equagoes de movimento uti-
lizando as Eqgs. (34) e (35), como veremos na préxima
secao.
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3. Exemplo de um sistema de oscilado-
res acoplados dependentes do tempo

Para ilustrar o método desenvolvido na secao anterior,
vamos considerar um sistema de osciladores acoplados

com my = mg = mee’t e k1 = ko = Kk = kyet.
Neste caso, w1 = wy = wy = 7% Para estes
valores de m;, k; e k, obtemos das Egs. (18)-(21)
que by = by = —bs = ke, e consequentemente, da

Eq. (30), 8 = w/4. Agora, das Eqs. (28) e (29) obte-
mos

’}/2
02 = 3w? — T (36)
(§
2
8l
Q% = wi - Z7 (37)

que sao independentes do tempo. Vamos considerar
2

w2 > I~ de forma que Q; e Qy sejam maior do que

zero. Com isso, as solugdes das Eqgs. (32) e (33) sao,

respectivamente, dadas por

Q1(t) = Acos(ut + ¢1), (38)
Q2(t) = Bcos(Qat + ¢1), (39)

onde A, B, @1 e g sdo constantes determinadas pelas
condigoes iniciais. As solugdes para x1(t) e x2(t) sdo,
respectivamente, dadas por

x1(t) = e "/2[Acos (Wt + ¢1) + Beos (Qut + ¢1)], (40)
29(t) = e 72 [— Acos (Qt + ¢1) + Bcos (Qat + ¢3) . (41)

Derivando as expressoes acima obtemos as ex-
pressoes para as velocidades &1 (t) e d2(t), a saber

i1 (t) = —e 2 Q) Asen(Qt + ¢1 )+

QQBSGD(QQt + ¢2)] - %xla (42)
io(t) = e 7/2 [y Asen(Qt 4 1) —
Qo Bsen(Qat + (,02)] — gitg. (43)

Note que para v = 0, as Eqs. (40)-(43) correspon-
dem as solugoes obtidas para o sistema de osciladores
acoplados independentes do tempo. Vamos examinar
a situagdo em que os osciladores partem do repouso,
%1(0) = @2(0) = 0, mas somente um deles é deslocado
da posicao de equilibrio, z1(0) = 1 e x2(0) = 0. Assim
as expressoes para as posicoes e as velocidades para os
osciladores independentes do tempo sao expressas por

1 (t) = [; cos (\/gwot) + %cos (wot)} , (44)

29 () = [; cos (\/§w0t> + %cos (wot)} , (45)

oy (t)

|
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\/iwo sen (\/gwot> + ?Sen(wot)] , (46)

V3

ﬂ'cg(t):l Qwosen (\/gwot) —w;sen(wot)]. (47)

Nas Figs. 1(a)-(c) e 2(a)-(c), mostramos os gréficos
da posigao, velocidade e do diagrama de fase para os
osciladores independentes do tempo 1 e 2, respecti-
vamente Como haviamos mencionado na secao 1, os
graficos para 12 e &1 2 correspondem & superposicao
de oscilagoes com frequéncias diferentes. Observe que
as amplitudes de oscilagao x1,2 nao vao a zero quando
t — oo e variam de forma nao periddica.

X1
=
o
1

Vi

Figura 1 - (a)-(c). (a) Variagdo no tempo da posigao z, (b) da
velocidade v e (¢) diagrama de fase z vs. v para o oscilador in-
dependente do tempo 1. Nesta figura utilizamos o sistema de
unidades no qual w, =8 ey = 1.

0.5 (a)

_0.5__

1,0 o

V2

Figura 2 - (a)-(c). (a) Variagdo no tempo da posigao z, (b) da
velocidade v e (¢) diagrama de fase z vs. v para o oscilador in-
dependente do tempo 2. Nesta figura utilizamos o sistema de
unidades no qual w, =8 e y = 1.
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Utilizando as mesmas condigoes iniciais, temos que as expressoes para a posicao e velocidade dos dois osciladores

dependentes do tempo sao expressas por

(t) 7;75 V3w cos | (Qt) — cos™! i + =0 cos (Qat) — cos™* L (48)
x =e S — cos — — —=
. 291 ! \/?L_;O 291 2 wo ’
— ) V3w o wo Qo
t) = 2 — X Q t) — —1 v Q t) — —1 862 49
=T { oo ()] el ()]} o
— [ V3 Q {
_%e 2 \;;1)0 cos [(Qlt) —cos™! (\/3;())] + 2%]1 cos |:(Qgt) - cossl(w(?)} (50)
B
—— ) V3uwo W wo Qo
in () =e 2 sen | (Qt) — cos ™! — —sen [(Qt) —cos™' | — -
Zo(t)=¢e sen {( 1t) — cos (\/gwoﬂ 5 Se {( ot) — cos (wo)]
—t 3 Q Q
%eT7 {— \Q;io cos [(Qlt) —cos ™! (\/giuo)} + 2%;1 cos |:(Q2t) - cos_l(wj)] } . (51)
Nas Figs. 3(a)-(c) e 4(a)-(c), mostramos os graficos
da posicao, velocidade e do diagrama de fase para os os- ) )
ciladores dependentes do tempo 1 e 2, respectivamente. T+ wyr =0, (52)
Observe que as oscilagoes de x1 2 além de variarem de 9 k. . .
- s ’ . ~ onde wi = - é a freqiiéncia angular caracteristica do
forma nao-periédicas como no caso anterior, elas sao mo

amortecidas, ou seja, as amplitudes de oscilagao vao a
zero quando t — co. A questdo é: o qué provoca este
amortecimento ja que nao consideramos nenhuma forga
de atrito?

Para entender o que causa o amortecimento em
nosso sistema, considere o movimento de uma particula
classica de massa mgy movendo-se em uma dimensao
com momento p = mgd sobre a influéncia de uma forga
conservativa, f (z) = —kz. A equagdo do movimento
para este sistema (oscilador harmonico simples (OHS))
escreve-se

Figura 3 - (a)-(c). (a) Variagdo no tempo da posigdo z, (b) da
velocidade v e (c) diagrama de fase  vs. v para o oscilador depen-
dente do tempo 1. Nesta figura utilizamos o sistema de unidades
no qual wo, =8e y=1.

sistema. HEsta mesma equagao de movimento pode ser
obtida através da formulagao hamiltoniana da mecéanica
classica. A hamiltoniana para o OHS é dada por

p2

H (x,p) = Sig

1
+ ikx% (53)
e representa a energia do sistema. Podemos mostrar
que

1.0 4
05 (@)

~ 0,0 4 N e —
= 4
-05
1.0

L L L L L
10 -

- (b)

o 04 A e
54
~10 ]

1 1 1 Il 1 1

0 2 4 6 8 10

t
10 ]
5 ]
™~ 07
= ]
.5 |
0]
T T T

-1.0
Xz

Figura 4 - (a)-(c). (a) Variagdo no tempo da posi¢do z, (b) da
velocidade v e (¢) diagrama de fase x vs. v para o oscilador depen-
dente do tempo 2. Nesta figura utilizamos o sistema de unidades
noqual wo =8ey=1.
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dH dE
el e 1
dt dt 0, (54)

indicando que o sistema é conservativo. Entretanto, na
pratica sempre existe dissipagao de energia.

Para incluirmos a dissipagao em nosso sistema pro-
cedemos da seguinte forma. Considere novamente o
movimento de uma particula classica de massa mg
movendo-se em uma dimensao com momento p = myt
sobre a influéncia ndo apenas de uma forca conser-
vativa f(z) mas, também, de uma forga de atrito,
F,s = —ymox, onde 7y é o parametro de amortecimento.
Assim, a equacdo de movimento e a taxa de variacdo
temporal de E(t) para o oscilador harmonico amorte-
cido (OHA) s@o dadas, respectivamente, por

# + L + wiz, (55)
dE )
e —mgyi?. (56)

Dependendo dos valores de 7 e wp, a Eq. (55) tem
trés solugoes distintas que correspondem aos seguintes
casos de amortecimento: (i) subcritico (3 < wo); (ii)
supercritico (% > wo); e (iii) critico (% = wo). Vamos
considerar apenas o amortecimento subcritico, pois é o
dnico que fornece uma solugdo que oscila com ampli-
tude decrescente.

A solugado da Eq. (55) para o caso (i) sujeita as
condigoes iniciais 2(0) = 1 e ©(0) = 0, é expressa por

Yt

x(t) = Ae™ 7 cos(wt+ ¢), (57)
onde w? = w? — 1—2, A e ¢ sdo duas constantes ar-
bitrarias determinadas pelas condicGes iniciais. A ex-
pressdo para a energia mecanica (F = T+V) do sistema
é dada por

1 2
E = §m0A2677t [(wg + 1) cos? (wt + ¢) +

w?sen? (wt + ¢) + %sen@(wt + (b))} , (58)

que oscila com amplitude que decresce exponencial-
mente indo & zero para tempos assintéticos (t — 00).

Desta vez, entretanto, a Eq. (55) ndo pode ser ob-
tida através de uma fungdo hamiltoniana, H (z,p) =
T (p)+W (z,p), onde T'(p) é a energia cinética e W (z, p)
é a energia potencial dependente de = e p. Isto porque
a forga de atrito, F,; = —ymod, ndo pode ser derivada
da expressio = —9V 4 4 (%V;/) [9].

Mas, serda que nao existe alguma maneira de escre-
vermos uma fun¢ao hamiltoniana que forneca, mediante
a aplicagao das equagoes de Hamilton, a equagao de
movimento dada pela Eq.(55)7 A resposta foi dada por
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Bateman [10] ao considerar a seguinte fungao lagrangi-
ana dependente do tempo

L(z, &, p)=¢" Bmo;ﬁ — V(gc)] . (59)

A partir desta funcao lagrangiana, Caldirola [11] e
Kanai [12] construfram a seguinte fun¢ao hamiltoniana

2
H=2L ¢t pyer, (60)
2m0
onde, agora, o0 momento canénico é dado pela expressao
p=mgeti.

A Eq.(60) é chamada de hamiltoniana de Caldirola-
Kanai, que nada mais é que a hamiltoniana de um osci-
lador harmonico com frequéncia constante, wg, € massa
dependente do tempo, m (t) = mge?t. Esta hamilto-
niana foi introduzida na literatura com o intuito de
descrever sistemas dissipativos utilizando a formulacao
hamiltoniana da mecanica classica.

De uma forma geral, a hamiltoniana para um sis-
tema com massa dependente do tempo e frequéncia
constante, é dada por

P 1 2 2
H=——+_-m(t . 61
Utilizando as equacoes de Hamilton obtemos a se-
guinte equagao do movimento

Loom, 9
- =0 62
x+mx+w0m (62)

que é andloga a Eq. (55) ao identificarmos v = % Em
outras palavras, a variagao temporal de m produz um
amortecimento na amplitude de oscilagdo semelhante
ao produzido pela forca de atrito presente no OHA.

E a energia mecéanica do sistema? A Eq. (58) re-
presenta a energia mecanica de um OHA com massa
constante, enquanto a Eq. (61) representa a hamiltoni-
ana de um OH com massa dependente do tempo. Po-
derfamos pensar que a Eq. (61) pudesse ser a energia do
sistema. Mas, devemos lembrar que a hamiltoniana é
a prépria energia do sistema, se e somente se o sistema
for conservativo, ou seja, se a hamiltoniana nao depen-
der explicitamente do tempo. Assim, qual a expressao
para a energia do sistema descrito pela hamiltoniana de
Caldirola-Kanai?

Substituindo os valores de z, © e m(t) na Eq. (60)
obtemos

1 2 >, 7 2
H= §mOA Kwo + 4> cos”(wt + @)+
w?sen?(wt + ¢) + %sen(?(wt + qﬁ))} , (63)

que oscila com amplitude varidvel, mas que nao vai a
zero quando t — co. Como a Eq. (56) deve permanecer
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valida, vemos que para o oscilador de Caldirola-Kanai a
relacao entre a hamiltoniana e a energia mecanica total
é expressa por [13]

E=He "

)

que nada mais é do que a Eq. (58).

No presente caso as massas também variam de
acordo com m = mge’. O termo e /2 que apa-
rece nas Eqs. (48) e (49) advém das massas, e, por-
tanto, tendo como base o que foi exposto acima, é a
dependéncia temporal das massas que faz com que as
oscilagoes de x1 2 sejam amortecidas.

4. Conclusoes

Neste trabalho estudamos as solugoes classicas para o
sistema de dois osciladores harmoénicos acoplados de-
pendentes do tempo. Para encontra-las usamos uma
transformagao de escala e uma transformacao canonica
para desacoplar o hamiltoniano e escrevé-lo como a
soma de hamiltonianas de osciladores harmonicos sim-
ples com frequéncias dependentes do tempo e mas-
sas unitarias. Para o sistema m; = my = mee’t e
k1 = ky = k = koe7! encontramos as solucoes analiticas
para a posicao e a velocidade de cada oscilador. Ana-
lisamos o comportamento de z;, v; e do diagrama de
fase x; vs. v;.

Observamos que o comportamento tanto de x1(t)
quanto de z5(t) correspondem & superposi¢ao de
dois osciladores harmonicos simples de diferentes
frequéncias e com amplitude de oscilagdo decrescendo
exponencialmente com o tempo. Este comportamento
é andlogo ao de um oscilador com amortecimento
subcritico. Explicamos que este amortecimento surge
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pelo fato que as massas crescem exponencialmente no
tempo.
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