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Ao fundamentar as bases da Mecénica Quéntica através da solucdo de um problema matematico associado a
possiveis inconsisténcias na relacdo de comutagdo para os operadores posicdo e momento linear, von Neumann
langa as bases tedricas do que posteriormente resultou na descricio da Mecénica Quéntica no espacgo de fases.
No presente trabalho, complementar & traducdo do texto original de von Neumann, analisamos um conjunto
especifico de resultados, que formam um arcabougo matemdtico sélido para a concepgdo de um espago de fases
genuinamente quantico, tornando-o assim um legitimo precursor desta descrigdo.
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By grounding the foundations of Quantum Mechanics through the solution of a mathematical problem associated
with possible inconsistencies in the position and momentum commutation relation, von Neumann provides the
theoretical underpinnings of later resulted in the phase space description of Quantum Mechanics. In this work,
complementary to the translation of von Neumann’s original text, we analyze a specific set of results that
constitutes a solid mathematical background for the design of a genuinely quantum phase space, thus making it a

legitimate precursor to this description.

Keywords: quantum mechanics; von Neumann; commutation relation; phase space.

1. Introducao

O desenvolvimento da Mecénica Quantica (MQ) foi uma
necessidade gerada pelo aciimulo de resultados experi-
mentais ao longo da virada dos séculos XIX e XX, os
quais nao conseguiam ser entendidos e/ou explicados a
luz das teorias fisicas existentes naquele periodo. As ten-
tativas de contornar as dificuldades através da adaptacao
dos formalismos e ferramentas entdo disponiveis foram
paulatinamente abandonadas, pois logo ficou claro que
novas frentes conceituais e técnicas teriam que ser abertas.
As propostas de uma equagio de onda, que generalizava
ideias acerca do carater ondulatorio das particulas, bem
como de uma formulacdo matricial, baseada na utilizacéo
de observaveis experimentais na descricao dos sistemas
atomicos, logo foram seguidas por trabalhos mais marca-
damente matemadticos, que tinham por principal objetivo
aparar possiveis arestas formais surgidas ao longo desse
avango conceitual.

Também foi drdua e néo trivial a tarefa de elaborar
um formalismo matematico para a descricao da Mecanica
Quantica no espaco de fases, que compatibilizasse, em pé
de igualdade, ambas as varidveis do tipo momento linear
e posigao classicas com preceitos quanticos importantes,
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como aquele regido pelo principio de incerteza de Heisen-
berg. Esta tarefa foi abracada por um nimero razoavel de
fisicos tedricos na primeira metade do século XX [1], cuja
soma de esforgos [2| forma um intrincado quebra-cabegas
culminando no que atualmente é conhecido por forma-
lismo WWGM, devido as contribui¢des fundamentais
da tétrade Weyl-Wigner-Groenewold-Moyal. Ao interpre-
tarmos o formalismo em questdo como uma descri¢éo
legitima da MQ no espago de fases, comentar sobre as
contribuic¢oes de von Neumann para os fundamentos ted-
ricos da MQ é também resgatar, de um ponto de vista
histérico, um conjunto de resultados matemaéaticos que
anteveem certas bases importantes para o formalismo
wweMm[

Em particular, vamos focar seu artigo publicado em
Mathematische Annalen [4] no ano de 1931E| que é con-
siderado um marco importante para o desenvolvimento

Hnformagdes adicionais acerca das diferentes contribuigdes de von
Neumann para a ciéncia sdo encontradas resumidamente na figura
em conjunto com alguns dados biograficos pertinentes.

Este trabalho foi escrito originalmente em alemao e a versao
traduzida para o portugués—BR pode ser encontrada neste volume
da Revista Brasileira de Ensino de Fisica (RBEF) como material
suplementar.
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Figura 1: Margittai Neumann Janos Lajos (nome de origem)
e/ou John von Neumann (nome anglicizado): Budapeste, 28
de dezembro de 1903 (nascimento) — Washington, 8 de feve-
reiro de 1957 (falecimento). Matematico hidngaro de origem
judaica e naturalizado estadunidense, é considerado por mui-
tos como um dos matematicos mais importantes do século
XX. As suas contribuicSes sdo inimeras, abrangendo as areas
de: teoria dos conjuntos, andlise funcional, teoria ergddica,
mecanica quénticaﬂ ciéncia da computacdo, economia, teo-
ria dos jogos, hidrodindmica de explosdes, entre outras. Além
disso, foi consultor do Projeto Manhattan, instituido para o
desenvolvimento e construcdo das primeiras bombas atémicas.
Esta imagem foi extraida e adaptada do endereco eletronico:
https://www.famousscientists.org/john-von-neumann/.

desse formalismo [F| Antes de darmos inicio 4 analise deste
trabalho, convém recordarmos alguns fatos importantes
pertinentes as descri¢des mais utilizadas da MQ [5H12]
e que paralelizam com a sua descricado no espaco de fa-
ses [13}/14]. Posteriormente descreveremos o conteido das
demais segoes.

2. A Mecanica Quéantica e suas
Descricoes

Com a apresentacdo de uma série de trabalhos sobre
os fundamentos matemaéticos da MQ [15H21], propostas
anteriores, baseadas essencialmente na formulagdo da me-
canica classica e eletromagnetismo, foram questionadas
e seus limites testados [5H8]. Neste contexto, ndo sé os
conceitos fundamentais da fisica foram alvo de criticas e
reavalia¢oes, como também o cardter matematico desta
nova abordagem foi posto em evidéncia. Com isso, Born e
Jordan |16] propuseram a utilizagio de espagos vetoriais
complexos — em particular, espagos de Hilber [22H25] -

3Por exemplo, ver palestra proferida pelo Prof. Basil Hiley sobre
Mecéanica Quéantica no Espacgo de Fases, disponivel no endereco
eletrénico https://www.youtube.com/watch?v=xT6KVnRhQNc.

4Um resumo das contribui¢des de von Neumann para a mecénica
quantica pode ser encontrado na Ref. [3].

5Termo criado por von Neumann em homenagem a David Hilbert.
O conceito de ‘espago de Hilbert’ utilizado aqui refere-se aquele
conceito matemético que generaliza a noc¢do de espaco euclidiano.
Este espago vetorial abstrato possui a estrutura de um produto
interior complexo que permite as no¢des de comprimento e angulo
serem medidos, dai o seu cardter geométrico.
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como um substrato matematico para descrever o carater
cinemético da MQ. Dessa forma, este espaco vetorial con-
teria toda a informacao referente aos possiveis estados
do sistema fisico em discussao. Neste formalismo, o elo
com a mecanica das matrizes — inicialmente apresentada
por Heisenberg [15] ¢ Born [18/19] — era direto e o pro-
blema da descri¢cao de um oscilador harmoénico quantico
resolvido satisfatoriamente [9).

Ao mesmo tempo em que eram invocados conceitos
referentes a espagos de Hilbert, também era trazido a
tona o conceito de operadores atuando sobre os elemen-
tos daqueles espacos vetoriais. Por sua vez, estes devem
satisfazer condicOes especificas para representarem ob-
servaveis fisicos: serem hermitianos. Isto posto, o estudo
de suas propriedades matematicas desempenharia entao
um papel essencial na sua caracterizagdo completa. De
partida, ficou claro o papel de destaque do par de opera-
dores associados a posi¢do e ao momento linear de uma
particula. Nesse novo formalismo da MQ), estes operado-
res ndo comutam entre si, fato este transcrito na relagao
de comutacgao

h
com h= 5 (1)
sendo h a constante de Planck e 1 o operador identidadeﬁ

Entrementes, Erwin Schrodinger [27] propde uma das
descrigoes da MQ mais amplamente aceitas na atualidade.
Neste formalismo, todas as particulas sdo descritas indi-
vidualmente e/ou coletivamente, no nivel microscépico,
por uma entidade matematica abstrata definida no corpo
dos nimeros complexos, denominada funcéo de onda W.
Esta funcéo satisfaz, em particular, uma equacao dife-
rencial parcial linear de segunda ordem, sendo designada
na literatura por equacdo de Schrodinger [28H30]. Com
esta equacao, foi possivel entender o espectro do atomo
de hidrogénio e as transi¢oes entre seus niveis de energia.
E digno de nota observar que o préprio Schrodinger [31],
bem como Eckart [32], mostrou a equivaléncia entre a sua
descricdo e aquela de Born-Heisenberg-Jordan [17], tendo
ele, para tanto, utilizado a abordagem de Dirac [20].

O actimulo de dados experimentais ao longo dos anos
mostrou claramente que o comportamento das particulas
do mundo microscépico é inerentemente probabilistico.
Porém, convém salientar que a equacao diferencial na
formulagdo original de Schrédinger nao lida diretamente
com probabilidades, mas sim com fung¢oes de onda. En-
tretanto, fun¢oes de onda e probabilidades foram conec-
tadas por intermédio da interpretacao probabilistica de
Born [18[[19], pela qual a grandeza associada ao qua-
drado do médulo da fungdo de onda, |¥|?, é diretamente
proporcional a probabilidade de que uma particula seja
encontrada em uma certa regiao do espaco.

B oportuno mencionar que a interpretacao estatistica
da MQ, gestada em Copenhague, sé foi chancelada apds

(G, p] = il

SHeisenberg menciona a relacio de comutacio explicitamente
em seu trabalho seminal de 1927 26|, cujos resultados culminaram
na célebre relagdo de incerteza para os operadores momento linear
e posicao, a qual posteriormente recebeu seu nome.
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calorosos embates acerca de seus fundamentos tedricos
entre os famosos e emblematicos participantes da quinta
Conferéncia de Solvay, realizada em Bruxelas na Bélgica,
nos dias 23-29 de Outubro de 1927.

Numa outra vertente, baseado nas observagoes de Di-
rac [33135] sobre uma possivel relacdo da acao cléssicam
com a MQ, Feynman [37] estabelece em 1948 o que seria
considerada entao uma terceira descricao da MQ, usando
agora integrais de trajetériaﬂ Embora seja uma aborda-
gem conceitual inovadora, ja que incorpora os fenémenos
de interferéncia quéanticos, sua aplicabilidade imediata
possui restri¢goes: nao é transparente no que tange a inva-
ridncia por transformagoes unitarias, além de apresentar
dificuldades técnicas inerentes ao processo de integracao
funcionalﬂ Com o advento da teoria quintica de cam-
pos, o formalismo funcional torna-se de imediato uma
ferramenta 1til e extremamente poderosa [39).

Vamos agora retomar as duas primeiras descri¢oes da
MQ e, em particular, discutir a relacdo de comutagao
, que tem um papel central para elas e serve primordi-
almente de guia para avalizar a carateristica diferenciada
desta nova mecédnica com relacdo a mecanica classica.
Consideracoes matematicas associadas a esta relagao de
comutagao motivaram, contudo, a proposicdo de uma
alternativa a ela. Assim, ao preservar a ndo comutativi-
dade dos operadores momento linear e posicdo, a nova
proposta envolve uma familia de operadores unitarios
que, simultaneamente, servem de fundamento para a
elaboracao de uma técnica de mapeamento que conecta
fungoes de varidveis canonicas classicas e operadores
da MQ. Este formalismo, desenvolvido por Weyl [40],
sugeria um possivel processo de quantizagdo, o que pos-
teriormente mostrou-se nao ser correto. Apesar de néo
ser um procedimento de quantizacao, a estrutura mate-
matica envolvendo a familia de operadores unitarios foi
fundamental para a construcao de uma nova descrigao
da MQ, a assim chamada descri¢cao de espago de fases.
Com isso, operadores estao associados a fungoes de varia-
veis candnicas cldssicas (e vice-versa), num mapeamento
com regras bem estabelecidas e todos os procedimentos
matematicos proprios da MQ tém sua contraparte nesta
nova descri¢do. Consequentemente, ao operador que des-
creve o estado do sistema fisico fica entdao associada uma
funcao particular (conhecida como funcdo de Wigner),
aos demais operadores, suas fungdes correspondentes e,
por tultimo, para a equagao de evolucao temporal tem-se
como contrapartida a chamada equagdo de Moyal [41].

Embora tenha passado despercebido por muitos auto-
res até entdo, o trabalho de von Neumann [4] representa
um marco crucial no inicio do desenvolvimento da des-
cricdo da MQ no espago de fases. Nele, o referido autor

70 termo “acdo” corresponde, para uma dada trajetéria, ao processo
de integragdo no tempo da lagrangeana associada ao sistema. No
caso de uma particula movendo-se classicamente, a obtencao da
trajetéria efetivamente seguida, requer o uso do principio de minima
acdo de Hamilton [36].

80u integracdo funcional, como tecnicamente é conhecida.

90 4tomo de hidrogénio é o exemplo mais conhecido [38].
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abordou o problema matemético concernente a relacao
de comutacao de Weyl para os operadores unitarios e,
como subproduto, determinou a forma correta de re-
presentar um operador como uma funcao de varidveis
canonicas classicas. Este passo foi fundamental — embora
nao tenha sido o seu objetivo — para mostrar como es-
tabelecer um mapeamento entre operadores e fungoes
de variaveis candnicas classicas, bem como o seu reverso,
de forma rigorosa, fato este completamente inédito para
a época. Além disso, um resultado importante apresen-
tado explicitamente neste trabalho consiste na forma de
se determinar a associacdo entre um produto de dois
operadores e suas fungoes individuais correspondentes: a
convolucao requerida para tal é o embridao do que mais
tarde se chamou produto-¥%. Por fim, as ideias conjuntas
de Weyl e von Neumann abriram um caminho seguro
para a descricdo da MQ no espaco de fases; os traba-
lhos de Wigner [42], Groenewold [43] e Moyal [44}|45]
pavimentaram as bases dessa descricao.

Procederemos na secao [3| a analise de um conjunto de
resultados especificos estabelecidos por von Neumann,
que sao os precursores do formalismo WWGM. Na secao
Ml realizaremos uma discussdo sobre suas conexdes com a
descricao da MQ no espaco de fases, enfatizando detalhes
importantes que fundamentam a abordagem adotada
nessa descricdo. Na secao [p| apresentaremos as nossas
consideragoes finais.

3. O Trabalho de von Neumann

Vamos considerar neste momento a abordagem da MQ
de Heisenberg-Born-Jordan e, em particular, as criticas
expostas por Weyl [40] e von Neumann [4] com relagio ao
rigor matematico empregado naquela descri¢io. Ambos
apontaram inicialmente para um problema de carater
matematico presente na relacdo fundamental ; numa
primeira andlise, foi observado explicitamente que os
operadores coordenada e momento linear nao satisfazem
as propriedades requeridas para serem operadores bona
fide atuando nos elementos de um espaco de HilbertE
No caso especifico da relacao fundamental, observa-se que
o lado esquerdo desta equagao envolve dois operadores
ndo limitados (§ e p), enquanto que seu lado direito
envolve apenas um operador limitado (i), 0 que suscita
de imediato um problema relativo & solidez matemaética
daquela afirmacao basica da MQ.

Para contornar tal dificuldade, Weyl propds a substi-
tuicao da relacao de comutacao por uma nova, man-
tendo ainda a esséncia da nao comutatividade. Esta nova
proposta envolve basicamente operadores unitarios escri-
tos em termos dos operadores coordenada e momento

10A acomodacio matematica dessa classe de operadores aos funda-
mentos propostos para o formalismo da MQ por Dirac |20], levou
a uma abordagem que ganhou significancia e aceitacdo na comuni-
dade dos fisicos, mas também gerou inicialmente algum desconforto
entre os matematicos [21].
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linear™]
A i N i
O0)=exp (jop) e Vo) =exn(500). (@)
sendo a relacdo de comutacao entre eles dada por

3)

J& que a solucdo encontrada envolve somente operadores
unitarios — que por sua vez sao limitados e definidos em
todo o espago —, a objecao original seria assim resolvida.

Antes de prosseguirmos, um breve hiato é interessante
para estabelecer algumas propriedades matemaéticas sim-
ples para os operadores unitarios, que permitem, em
principio, melhor entender o resultado de suas acdes
sobre os autovetores |g) e |p). Por exemplo,

U@lg)=la—a) e V(B)p)=Ip+5)

representam deslocamentos nos eixos coordenados cor-
respondentes, enquanto que

Gl = (gor )19 e V@) =exo (500 b

descrevem equagoes de autovalores. Uma vez que as bases
{l9)} e {|p)} sdo complementares, com seu kernel de Fou-
rier dado por (g|p) = \/% exp (%qp), tais deslocamentos

0(0)7(9) = exp (08) V(9)0(a).

admitem decomposi¢oes de Fourier especificas para cada
caso, a saber:

lg—a) Z/R;%exp [—;(q—a)p] p),

dq i

lp+B) = /IR Nor {h(p + ﬁ)q} lg)-

Esses resultados preliminares podem aqui ser interpre-
tados como um prelidio para a futura descricio da MQ
no espago de fases [41].

O problema abordado por Weyl foi retomado por von
Neumann posteriormente, a partir da equacao para os
operadores unitarios, com o intuito de provar que as solu-
¢oes irredutiveiﬁ desta sao necessariamente as solugoes
da relacdo de comutacao . Refraseando, as solugoes
encontradas para a equacao resolvem o problema da
inconsisténcia mateméatica aparente na relacdo de comu-
tagao para os operadores hermitianos coordenada e
momento linear.

Como ponto de partida inicial para tal demonstragao,
von Neumann [4] considerou uma familia de operadores
unitarios uniparamétricos coincidentes com a prescri¢ao
de Weyl — vide equacao —, de forma a explicitar suas
regras de multiplicagdo

U(@U() = Ula+a) (a0 €R),
VEV(E) = V(E+) (BFER), (4

HDeve-se observar que as dimensées de o e 3 sdo, respectivamente,
coordenada e momento linear, com «, 8 € R.

12Ver Nota 7 da tradugdo do artigo de von Neumann para o entendi-
mento do que sdo solugdes irredutiveis para operadores (no presente
caso, operadores unitdrios) — consultar também referéncia [22].
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bem como ressaltar o carater nao comutativo de seus
elementos, aqui representado pela equacao E A so-
lucdo procurada consiste entdo no conjunto de todos
os operadores com estas propriedades, o que deve ser
determinado a posteriori. Como recurso auxiliar para a
prova, von Neumann introduziu ainda uma outra familia
de operadores unitériosﬂ

S = o (- 5708) D@VO)

= oo (508) TOU@ 6

tal que, para eles, vale a lei de composigéﬂ

g(av ﬁ)s’(a/, B/) = exp
(6)

bem como a operacao trago

o (a8 - ﬁa’)} S(ata!, f+5),

Tr [$(a, 3)81(a!, )] = 2mhd(a — a)s(5 - B).  (7)
Convém salientar que von Neumann nao menciona em
nenhum momento que {S(a, B) : a,8 € R} constitui
uma base de operadores no espago de Hilbert, apesar de
utilizé-la de forma explicita para seus propositos.

A partir deste conjunto bésico de operadores é possivel

entdo escrever combinagoes lineares

A= [[ ata.)3(.5) dads,

(8)

onde a(q, ) representa uma fungdo absolutamente inte-
gravel (chamada nticleo do operador /1), sendo a integral
acima absolutamente convergente. Consequentemente, a
acao de um tal operador linear A sobre funcoes f e g de
um espago de Hilbert pode ser prontamente determinada
através do valor esperado

1 [Alp] = [ at.s1e St )l )tol] daas.

13Segundo Weyl |40], o conjunto das relagbes de composi¢do e comu-
tacdo permite caracterizar a estrutura cinematica de um sistema
quantico como um grupo abeliano irredutivel de rotagdes com raio
unitério.

14 A escolha de parametros o = ¢q e 3 = —p faz com que a familia
de operadores unitarios 5’((1, —p) coincida exatamente com aquela
de operadores deslocamentos ﬁ(q,p) 1= exp [% (gp — p(j)} , sendo

estes operadores muito utilizados em Optica Quantica no estudo
de representacdes associadas aos estados coerentes |46/449]. De fato,
ao adotarmos o estado de vdcuo |0) como um estado de referén-
cia, a agao S’(q, —p)|0) = |g,p) permite definir um conjunto de
estados coerentes indexados, neste caso, pelas varidveis posicao e
momentum linear. E interessante observar que von Neumann, ao
estabelecer a familia de operadores unitarios , torna-se indireta-
mente, nesse preciso momento, um precursor das representacoes
de estados coerentes.

150s operadores ST(a, 8) = S(—a, —B) (adjunto) e 5(0,0) = 1
(identidade) decorrem das propriedades dos operadores unitdrios
parametrizados previamente definidos; além disso, note-se que

S™(er, B)S (e, B) = S(a, B)ST (e, B) = 1.
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Além disso, por intermédio da equacao @ obtém-se, ap6s
alguns cdlculos, uma expressao para a(cq, ) conforme
seguem

a(a, B) = (2rh) ~'Tr [AS‘T(a,B)} . (9)

De posse do conjunto de operadores unitérios S(«, 8) e
suas respectivas propriedades, certos resultados emergem
imediatamente:

o zA (sendo z um escalar) tem nicleo za(a, §);

. At possui niicleo [a(—a, —8)]";

e se Ae B tém nticleos a( ,B) e b(a, ), respectiva-
mente, entdo A + B tem nicleo a(a, 3) + b(a, §);

¢ 0s nucleos associados aos operadores posi¢do e mo-
mentum linear sdo diretamente proporcionais a
derivadas de funcgoes delta, isto é, tais operadores
nao possuem nucleos bem comportados e refletem
assim os problemas inerentes ao par candnico § e
;

« em contrapartida, os projetores |¢)(g| e |p)(p| pos-
suem nucleos bem comportados uma vez que ambos
os nucleos sdo proporcionais a fungoes delta.

Contudo, o cédlculo do nucleo relacionado ao produto
AB é menos intuitivo por envolver fases adicionais nas
composicoes dos operadores S («, 8), como pode ser visto
na equacao ([6). De forma explicita, o resultado para o
ntucleo do operador AB ¢ uma convolugao dos respectivos
nicleos a(a, 8) e b(q, 8), ou seja,

AB = //
R2

B) dado por

a, 8) dadg,

com o nicleo F(a,
e aga
R2

Entao, um produto escalar envolvendo o produto dos
operadores AB e fungoes f e g do espago de Hilbert,
pode também ser entendido como

[5‘ (o,

1 [ABi] = [[ Feom

Para provar que todos os operadores podem ser escritos
nessa forma — em termos de seus niicleos — von Neumann
provou também que se A for o operador nulo, seu nucleo
é igual a 0.

Por fim, von Neumann provou rigorosamente que uma
familia de operadores unitarios U(a) e V() é univoca-
mente definida se, a menos de transformagdes unitarias,
ela satisfizer as regras de multiplicagdo de Weyl — vide

0/7 /6 - ﬁl)b(ala 6/) da/dﬁl'

(10)

B)IF) gl dadp.

16Convém mencionar que ambas as equacdes e @ nio foram
derivadas explicitamente por von Neumann, mas sim por Groe-
newold [43], e s@o aqui apresentadas exclusivamente para facilitar
o bom entendimento do leitor.
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equacdo (3). A composi¢do dos elementos daquela familia
permite entao definir um conjunto de operadores S (a, B)
cujo dominio varre todo o espaco de Hilbert; consequen-
temente, suas combinagdes lineares permitem decompor
um operador A de uma maneira bem comportada, ja que
os coeficientes desta decomposicdo sao absolutamente
integréveisE Uma vez fundamentados todos os passos
supracitados, von Neumann [4] parte para a solucao do
problema da unicidade da relacao de comutagao , o}
que ele faz com pleno sucessﬂ (os procedimentos ado-
tados para a demonstracdo comprovam sua carateristica
prépria e tnica de raciocicio matemadtico para a época).

4. Conexoes com a Descrigcao da MQ no
Espaco de Fases

Ao longo das décadas de 1930 e 1940 foi desenvolvida uma
importante descricao da MQ baseada na concepc¢ao de um
espago de fases em moldes proximos daquele concebido
pela Mecénica Cléssica [1,|2], embora adaptado para
dar conta das caracteristicas proprias da teoria quantica.
Nesta nova abordagem, tem-se basicamente que a cada
operador estd associada uma tinica fungao de varidveis
canonicas cldssicas, que se compoem com regras proprias;
por exemplo, ao operador densidade associa-se a fungao
de Wigner, p — W(q,p), e aos operadores posi¢do e
momento linear estdao associadas as fungoes,

Gg—q e p—p.

Por conseguinte, a partir da fun¢ao de Wigner, W(q, p),
e de fungoes associadas a varidveis dindmicas, obtém-se
resultados para valores médios em completa conexao com
o conjunto de valores possiveis de medidas para aquela
varidvel. Com isso, observa-se que o procedimento ma-
tematico de associagdo operador — func¢ao desempenha
um papel essencial no formalismo WWGM [41].

A correspondéncia entre as formulagoes de Schrodinger
e WWGM, previamente discutidas ao longo do texto, foi
refinada por Snygg [50], que estabeleceu novas substitui-
¢oes dos operadores posicao e momento linear por suas
representacoes diferenciais especificas correspondentes,
ou seja,

. h 0
§g—q— == ¢

Lo
2i Op

2i 0q
O limite classico, obtido como A — 0, também é estudado
neste contexto.

Antes de prosseguirmos com a discussao acerca da
associacao operador — funcgao, mencionada no paragrafo
inicial, convém estabelecer uma conexao explicita entre

17"Em suma, os operadores unitarios U(a) e V(8), com sua relacio
de comutagao, fundamentam uma descri¢io da M(Q de um sistema
fisico com um grau de liberdade. Porém, esta abordagem nao serd
adequada para sistemas com infinitos graus de liberdade, como em
teorias de campos.

18Para uma versdo detalhada e rigorosa desta prova, realizada pos-
teriormente ao trabalho de von Neumann, ver referéncia [22].
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os resultados obtidos no trabalho de von Neumann [4] e
aqueles relacionados ao formalismo WWGM. Para tanto,
iremos apresentar uma primeira propriedade importante
relacionada & conexdo (nao-trivial) entre o operador ad-
junto ST(a, B) e o operador paridade P [51,52],

//Ra d;d}? @ B) = 2/}qulqﬂfq\ =2P.  (11)

Em seguida, ao fazermos uma transformacao unitaria
especifica na equacado acima, obtemos uma expressao
exatamente igual aquela da base de operadores de Weyl-

Wignelﬁ
=[] e ew 5 Ba- 0+ ol

no formalismo WWGM, mediante uma escolha adequada
de pardmetros. Assim, ao realizarmos este procedimento

mediante o auxilio do operador unitério S (¢, —p), chega-
mos finalmente & relagdo desejada [52]
A(g,p) = S7(¢,—p)(2P)S (g, —p). (12)

Esta identidade demonstra, num primeiro momento, que
a familia de operadores unitarios , introduzida por von
Neumann, tem um papel fundamental neste processo ao
estabelecer uma conexao formal com o operador paridade
P e a base de operadores A(g, p) de Weyl-Wigner; num
segundo momento, a equagao nos leva diretamente
ao cdlculo da fungao de Wigner, W(q, p) = Tr[,ﬁA(q,p)]7
para um dado sistema fisico@ Nesse sentido, os resulta-
dos obtidos por von Neumann em sua demonstracao da
unicidade dos operadores unitarios representam um em-
brido de suma importancia para os fundamentos tedricos
da MQ em sua descrigdo no espago de fases.

A transformzagéo unitaria que permite conectar a base
de operadores A(g,p) e o operador paridade P, também
nos leva a mostrar que essa base e {S(a, §) : a, 3 € R} se
encontram associadas por uma transformada de Fourier,

A(g,p) = //R d;rd: exp {;(ap+ﬁq)} S(a, B).

Esta expressao reflete fielmente a relacao existente entre
a funcdo de Wigner e sua funcdo caracteristica

W(a, B) = Tr[pS' (o, B)].

Retornando & discusséo inicial, embora Weyl [40] te-
nha proposto uma associa¢ao funcao — operador,@ ele

9Deve ser observado que esta equacdo corresponde a uma escolha
particular e ndo tnica do ponto de partida, tendo em vista que
A(q,p) admite representacoes diferentes [41].

205 importante identificar que A(q, p) também pode ser interpretado
como um operador de reflexdo no espago de fase no entorno do
ponto (g,p) |51H53]. De fato, em conjunto com os operadores de
deslocamentos S(q, —p), eles definem um grupo maior: o grupo afim
quantico. Logo, obtém-se um par de representacdes equivalentes
neste espaco de fases que estao associadas a operadores unitarios
de reflexdes ou deslocamentos.

21Esta proposta ndo é uma regra de quantizagio; ela de fato pée em
correspondéncia um operador a uma fungdo de varidveis classicas,
nédo o contrario.
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nao estabeleceu um procedimento correspondente para o
produto de dois ou mais operadores. O trabalho de von
Neumann [4] preenche exatamente esta lacuna deixada
por Weyl e traz em seu bojo uma contribuicao de carater
matematico importante para o pronto estabelecimento de
regras claras e precisas para a associagdo entre produtos
de operadores e funcgbes de varidveis canonicas classicas.
A expressdo para o nucleo F(a, 8) exemplifica de
forma nitida essa regra de associagdo, que no caso em
particular se refere ao produto AB de dois operadores
e seus correspondentes nicleos a(«, 8) e b(a, ). Por-
tanto, da abordagem de von Neumann depreendem-se
duas conclusoes:

. se {S(a,f): a,B € R} é um conjunto de operado-
res com suas propriedades definidas pelas equacoes
@ e , os nucleos dos operadores sao as fungoes
associadas aos operadores através da equagao @;

e a expressao definidora da fungdo associada ao pro-
duto de dois operadores, equacao , nao envolve
o produto das fungbes associadas aos operadores,
mas sim uma convolucao delas. Este resultado é
fundamental quando se calculam as expressoes as-
sociadas a comutadores e anticomutadores.

Em particular, esta forma de associagao estd intima-
mente relacionada ao que é conhecido como produto-¥%
na descricao da MQ no espaco de fases@

Relativamente ao procedimento de associacao, é digno
de nota que a equagao pode ser interpretada alter-
nativamente como correspondendo a decomposigao, com
regras proprias e bem definidas, de um operador linear A
em um conjunto de operadores S(a, 3) (neste contexto,
este conjunto representa uma base de operadores no es-
pago de Hilbert). Essa hipdtese é constatada ao longo do
trabalho, embora von Neumann nao a tenha afirmado
nem provado explicitamente, mas a tenha utilizado.

von Neumann nao teve como objetivo primordial esta-
belecer a regra de associagao entre operadores e fungoes
de varidveis canonicas classicas; seu trabalho, contudo,
serviu como ponto de partida para Groenewold funda-
mentar a descricao da MQ no espago de fases. No trabalho
original de Groenewold [43], a ideia de uma associagao
operador — funcédo de varidveis canonicas classicas voltou
a ser de interesse central. Para construir tal associacao,
o ponto fundamental da abordagem de Groenewold con-
sistia na procura de um conjunto de operadores com o
qual seria possivel expandir qualquer observavel de in-
teresse fisico. O resultado desta busca foi o conjunto de
operadores unitérios S (a, B) previamente discutido por
von Neumann.

Com base nessa abordagem com operadores unitérios, a
questao matematica referente a associagao inversa, isto é,
func¢ao de varidveis canonicas classicas — operadores, que
von Neumann [4] ndo abordou, também mereceu atengdo

22Na verdade, ela é a transformada de Fourier do que é usualmente
conhecido como produto-%, cuja forma diferencial se encontra
deduzida em detalhes na referéncia [41).
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e foi estudada por Groenewold [43]: certas fungdes estarao
associadas a operadores se satisfizerem a condigdo bésica
@. Tal condicao restritiva mostra entao que nao serao
todas as fungdes de varidveis canonicas classicas que
estarao associadas a operadores.

Partindo de um enfoque diferente e baseado em concei-
tos puramente estatisticos, Moyal [44] chegou aos mesmos
resultados de Groenewold. Sua expressdo para a relacao
de comutacao de dois operadores — em termos das fungoes
a eles associadas — é a mesma, bem como a expressao
para a evolucao temporal do estado do sistema fisico@

Com esta importante compilagdo de resultados, a pro-
posta de descricdo da Mecéanica Quéntica no espago de
fases ganhava forga e corpo do ponto de vista tedrico e
também estava muito bem fundamentada [1}2]. Relagoes
de comutagao para operadores — essenciais na MQ — po-
dem agora ser vertidas para a linguagem de funcoes de
varidveis canonicas classicas, sendo que a operacao basica
entre aquelas fungées é o produto-¥%, como antecipado
originalmente por von Neumann [4]. Da mesma forma,
valores médios de observaveis fisicos sdo obtidos na me-
dida em que o estado do sistema quéantico é mapeado no
espaco de fases via fung¢do de Wigner. Neste contexto,
é digno de nota mencionar brevemente o fato de que
esta funcdo pode assumir valores negativos; caso isto
ocorra, esta caracteristica estd relacionada estritamente
a natureza nao-classica do estado do sistema fisico sob in-
Vestigagéo@ o que nao impede que valores médios sejam
precisamente calculados e reflitam valores mensuraveis
em laboratério.

5. Consideragoes Finais

Existem diversas formulacoes da MQ aceitas hoje em dia
na literatura [62]. Na se@éoapresentamos as formulagoes
via funcdo de onda, matricial, integral de trajetéria e
espaco de fases, por razoes histéricas e por terem pontos
em comum. A énfase adotada na descricdo da MQ no
espago de fases se faz necessdria neste particular caso
devido ao seu completo entrelacamento com o trabalho
de von Neumann.

O formalismo da MQ no espago de fases é uma ferra-
menta matematica concreta e extremamente util para
a investigagdo de diversos fenémenos fisicos [1,[2]; suas
bases foram lancadas no conjunto de resultados mate-
maticos relacionados ao trabalho de von Neumann de
1931, o qual apresenta um arcabougo teérico embrionario
para a concepcao de um espaco de fases genuinamente
quéntico. E digno de observacao o fato de que von Neu-
mann [4] ndo expos o procedimento matematico associado
a obtencao do nucleo do operador, embora pudesse té-lo
feito, além de nao ter mencionado que os nucleos dos

23Em particular, trata-se de uma equacdo integro—diferencial e é
conhecida na literatura como equagéo dindmica de Moyal [44}/45].

24Embora seja denominada tecnicamente como funcio distribuicao
de quase-probabilidades, por ter os axiomas de Kolmogorov para
teoria de probabilidades relaxados, a funcdo de Wigner apresenta
uma ampla gama de aplica¢bes em fisica |54-61].

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2018-0269

€20180269-7

operadores os representam num espaco de fases dual,
pois estdo interligados por uma transformada de Fourier.
Todas estas inferéncias foram feitas a posteriori através
de consideragoes adicionais aquelas por ele usadas, uma
vez que as fez somente para mostrar que o conjunto de
operadores S (a, B) tem como dominio todo o espago de
Hilbert. Neste sentido, conclui-se que von Neumann nao
é um proponente da descricao da MQ no espago de fases.
Nao obstante, este seu trabalho estabeleceu pela primeira
vez os fundamentos da associacdo operador — fungao de
variaveis candnicas classicas em bases matematicamente
sblidas; em particular, ele foi o primeiro a descrever como
seria a associacdo de produtos de operadores e a exibir
a convolugdo necessaria para tal, usando para tanto um
conjunto completo de operadores, estendendo assim a
abordagem inicial de Weyl.

O procedimento matematico delineado no trabalho de
von Neumann também traz importantes elementos pre-
cursores das representacoes de estados coerentes, sendo
estas representacoes capitulo obrigatorio em livros textos
sobre Optica Quantica. Nao obstante ao fato do autor
trabalhar somente com operadores unitarios e ndo menci-
onar em nenhum momento o estado de vicuo, a simples
identificagdo em dos parametros a = q e 8 = —p, faz
com que aquela familia de operadores unitarios S (g, —p)
coincida exatamente com os geradores de deslocamentos
D(q, p) unitdrios, geradores estes amplamente utilizados
na definicdo de estados coerentes [4649].

Finalmente, resta-nos sugerir a inclusao das iniciais
de von Neumann a sigla WWGM, passando desta forma
a designar o formalismo da MQ no espacgo de fases por
WvNWGM.
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