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Na engenharia, compreender corretamente os elementos que compdem os sistemas vibratérios e a fisica envolvida
nestes é fundamental no projeto de estruturas e méquinas, por exemplo. Embora em muitos casos, no estudo de
sistemas vibratérios ndo seja possivel analisar o sistema somente com um grau de liberdade, sistemas com dois
graus ou mais sdo muito pouco abordados em livros de Fisica Geral. Este artigo traz a fundamentacao tedrica
para a analise de sistemas de dois graus de liberdade e apresenta um sistema construido com duas massas e trés
molas vibrando na direcdo do campo gravitacional da Terra. Para este sistema foi realizada uma simulagdo por
meio do software Modellus que foi comparada com dados reais da vibracdo do sistema construido, obtidos por
meio do software Tracker. Os dados medidos foram analisados utilizando curvas de ajuste de acordo com o modelo
fisico proposto e por meio de transformada rapida de Fourier. Em ambos os casos, os resultados encontrados para
os dois modos de vibragdo estdo de acordo com o previsto pela teoria.

Palavras-chave: Vibracdes Mecanicas; Tracker; Modellus.

In engineering, to correctly understand the elements presented in vibratory systems and the physics involved in
them is paramount for designing of structures and machines, for example. Although in many cases, in the study
of vibratory systems it is not possible to analyze the system only with one degree of freedom, systems with two
degrees or more are very little approached in General Physics books. This article presents the theoretical basis for
the analysis of systems of two degrees of freedom and presents a system constructed with two masses and three
springs vibrating in the direction of the gravitational field of the Earth. For this system, a simulation was carried
out using the Modellus software, which was compared with the actual system vibration data obtained through the
Tracker software. The measured data were analyzed using fitting curves according to the proposed physical model
and by means of Fast Fourier Transform. In both cases, the found results for the two modes of vibration are in
according with the predicted by theory.

Keywords: Mechanical Vibrations; Tracker; Modellus.

1. Introducao

A anilise de sistemas vibracionais é muito importante
na Fisica e Engenharia. Nesta dltima, vibragoes estao
presentes no projeto de maquinas, estruturas e veiculos,
por exemplo. As aplicagdes do estudo de vibragoes sao
diversas, entre as quais podem-se destacar a analise de
curvas de ressondncia para evitar colapsos em estruturas
e a busca de relagoes adequadas de amortecimento, rigi-
dez e massa para proporcionar seguranga e conforto em
veiculos.

Quando abordada em livros de Fisica Geral, os sistemas
vibracionais possuem apenas um grau de liberdade (gdl).
Em muitos casos, mesmo que seja ébvio que o sistema em
estudo possua mais de um gdl, uma aproximacao para
apenas um grau pode ser suficiente. Entretanto existem
diversas outras situa¢ées onde nao se pode negligenciar
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os demais gdl do sistema em estudo. Embora o estudo
de sistemas com mais de um gdl seja fundamental em
diversas aplica¢oes na Fisica e na Engenharia, tais siste-
mas sdo, em geral, omitidos dos livros de Fisica Geral e,
consequentemente, nao comentados em aula.

E evidente que associar o estudo da teoria de sistemas
vibracionais com atividades experimentais tem o poten-
cial de auxiliar fortemente no aprendizado do aluno,
principalmente em carater multidisciplinar. Entretanto,
laboratoérios para estudo de vibragdes mecanicas sdo one-
rosos e, portanto, nem sempre disponiveis. Existem al-
gumas alternativas muito mais econémicas e que podem
fornecer excelentes resultados, principalmente para finali-
dades didaticas. Em [1], por exemplo, é usado um sistema
de aquisicdo de dados baseado na plataforma Arduino.
O sensor de posi¢ao usado para medir a vibragdo é um
sensor de ultrasson e a taxa de aquisicao de dados é
de 248 Hz. Essa taxa proporcionou, no caso em estudo,
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uma aquisicao de dados satisfatdria para a anélise de um
sistema de vibracao com frequéncia de 44 Hz.

Em [2] é apresentado o estudo de um sistema de vibra-
¢ao do tipo shear building com trés gdl . Neste estudo, o
sistema de aquisicdo de dados também faz uso da plata-
forma Arduino, porém o sistema é também excitado com
uma for¢a harmonica externa. Na andlise no dominio de
frequéncia efetuado neste trabalho os autores confron-
tam as frequéncias naturais medidas com as previamente
calculadas. A determinacao das frequéncias naturais é
feita através dos picos de ressonancia e os resultados se
mostraram bastante préximos com o previsto pela teoria.

Entretanto, dependendo do tipo de vibragao a ser ana-
lisada e das simplificacbes impostas ao modelo fisico
aplicado, as diferengas entre os valores calculados e medi-
dos podem ser significativas. Em um trabalho publicado
por Mahoney e Nathan [3], sdo analisados os quatro
primeiros modos de vibragdo para o eixo x (eixo per-
pendicular ao campo gravitacional) e z (eixo paralelo
ao campo gravitacional) de uma escada de aluminio na
vertical. Algumas simplifica¢oes sdo impostas ao modelo
utilizado e os autores acreditam que estas podem ser
responsaveis por diferencas da ordem de 10% entre os
valores medidos e calculados. Ainda assim, a aplicabi-
lidade da metodologia proposta por [3] apresenta uma
interessante aplicabilidade didatica em aulas de vibragoes
mecanicas.

Outra possibilidade de aquisi¢do de dados de custo
muito baixo é através do software Tracker. O Tracker é
um software livre que trabalha com a linguagem Java
para analise e modelagem de movimentos gravados em
video. Em um trabalho escrito por Bonventi e Aranha [4]
o Tracker é usado para aquisicao de dados para um sis-
tema de oscilagao amortecida (péndulo fisico). Neste caso
a taxa de aquisigdo é definida pela nimero de quadros
por segundo que o aparelho usado para gravar o video
possui. No trabalho de Bonventi e Aranha foi usado
um smartphone (aquisigdo em cerca de 24 quadros por
segundo). Essa taxa se mostrou consideravelmente sa-
tisfatoria na analise da oscilagdo do péndulo fisico de
frequéncia de aproximadametne 0,9 Hz.

Em um trabalho publicado por Shiki et al. |5] é ana-
lisado um sistema com dois graus de liberdade cuja a
oscilagao é medida usando acelerémetros e com video,
analisado pelo software Tracker. Esse sistema possui duas
massas de valor igual e trés molas também de valor igual,
o que de acordo com a literatura [6] fornece autovetores
iguais a 1 e -1(esse conceito serd é discutido na segéo
Fundamentagdo teérica). Sdo apresentados os periodos
de oscilacao correspondentes aos dois modos de vibragao
experimentais, porém nao é realizada uma comparacao
com os valores tedricos, que nao sdo apresentados em [5].

Este trabalho apresenta um estudo de um sistema de
2 gdl consistindo de 3 molas com diferentes constantes
de rigidez (k) e 2 massas diferentes (m). Este mesmo
sistema foi simulado usando o software Modellus, porém
sem considerar os efeitos de amortecimento inerentes a
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oscilacao em meio fluido. Essa decisao foi tomada uma vez
que para baixas velocidades o efeito do amortecimento do
sistema no ar é muito pequeno e a frequéncia amortecida
é muito proxima a frequéncia natural. O sistema de
vibragao foi também medido usando o software Tracker
e os dados de amplitude e tempo de ambas as massas
foram analisados usando o software Curve Expert (7]
para obtencao dos parametros dentro do modelo fisico
proposto (0 mesmo usado no Modellus). Os mesmos
dados também foram analisados usando Transformada
Réapida de Fourier. Os resultados para as frequéncias dos
modos de vibragao encontrados por ambos os métodos
ficaram bastante proximos dos obtidos pela simulacao do
Modellus e, portanto, em acordo com a teoria.

2. Fundamentacao tedrica

Sistemas de dois gdl sdo os que necessitam de duas coorde-
nadas independentes para descrever o seu movimento [6].

A Fig. 1] representa um sistema de dois gdl, onde tem-
se duas massas, mq € msy, e trés molas, com constantes
eldsticas ki, ko e k3, sem amortecimento e sem a aplica-
¢ao de forgas externas (com excegao da forga peso das
massas).

E possivel demonstrar que, quando um sistema oscila-
tério vibra na vertical, a forga peso em cada massa do
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Figura 1: Sistema vibracional com dois graus de liberdade.
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sistema apenas altera a posicao de equilibrio de um valor
equivalente a mg/k [8], |9]. Dessa forma, as frequéncias
naturais de vibragdo do sistema ndo sofrem qualquer
alteracao. Visto que o principal objetivo deste trabalho é
medir e comparar as frequéncias naturais de um sistema
real com os valores tedricos, a deducao das equagoes do
movimento realizada a seguir nao leva em conta o campo
gravitacional.

Entretanto, para que um experimento como tal seja
realizado, é importante que sejam levados alguns pontos
em consideragao.

¢ O deslocamento ocasionado pelo peso de cada massa
nao pode ser tal que, ao vibrar, os elos das molas
inferiores possam se tocar entre si. Isso afetaria o
comportamento experimental do sistema oscilaté-
rio.

e Deve-se ter cuidado para que o peso de cada massa
nao ocasione um deslocamento grande o suficiente
de forma que a mola possa operar fora de sua regiao
de linearidade.

e A massa de cada mola deve ser muito inferior a
massa de cada corpo acoplado as molas do sistema.
Caso esse critério nao seja respeitado, o modelo
fisico adotado deve ser diferente levando em conta
o que se entende por massa equivalente do sistema.
Para este trabalho, as massas de cada mola sao
muito inferiores as massas oscilatérias, de forma
que a modelagem aplicada trata as molas como
tendo massas despreziveis.

e Deve ter o cuidado de por o sistema a oscilar com
condigoes iniciais que evitem a vibracao do sistema
na dire¢ao perpendicular ao eixo das molas. Por
exemplo, se for conferida uma posic¢ao inicial a uma
das massas que possua alguma componente perpen-
dicular ao campo gravitacional, entdo o sistema ira
oscilar com mais graus de liberdade e isso certa-
mente afetard o comportamento fisico do sistema.

Para que o sistema oscilatério apresentado na Fig. [I] ser
modelado matematicamente, duas equacdes, uma para
cada massa, sdo necessarias. Essas equagoes sdo deno-
minadas Fquagées Diferenciais Acopladas(EDA). Cada
equagao envolve todas as varidveis do sistema.

Para encontrar as EDA pode-se fazer uso da segunda
Lei de Newton analisando o diagrama de corpo livre do
sistema, conforme mostra a Fig.

A partir da analise do diagrama de corpo livre da Fig.
e negligenciando as forgas peso, obtém-se a equacao

(1) e a equagdo .
mljél(t) =+ (kl =+ kg)l’l(t) — kQIQ(t) = 0 (1)

mg.fg(t) — k)gl‘l(t) + (kz + k’3>$2(t) =0 (2)

Uma vez obtidas as equacdes que determinam o mo-
vimento das massas, é necessario resolvé-las. Para isso,
solucdes harmonicas correspondentes as equacoes e
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Figura 2: Diagrama de corpo livre do sistema com dois graus
de liberdade.

(4) sao assumidas para cada coordenada, onde as varia-
veis X7 e X5 sdo constantes que determinam os valores
de amplitude méxima de z1(t) e de z2(t) e ¢ é o angulo
de fase.

x1(t) = X1 cos (wt + ¢) (3)

29(t) = X cos (wt + ¢) (4)
Substituindo as equagoes (3)) e (4) em (1) e 7 encontra

se:

{X1[=myw? + (k1 + k)] — k2 Xo} cos (wt + ) =0 (5)

{XQ[fmng + (kg + kg)] - kQXl} COS (wt + (p) =0 (6)

Para que as equacdes |o| e |§| sejam satisfeitas, a parte
oscilante de cada equacao deve ser zero para qualquer
tempo. Para que isso ocorra, a seguinte afirmacdo deve
ser verdadeira:

cos (wt + ) =0

Dessa forma, o sistema resultante das equagoes e
@ ¢é dado por:

X1 [—m1w2 + (k’l + /452)] - ngg =0 (7)

Xo[—mow? + (ko + k3)] — k2 X1 =0 (8)

Analisando-se o sistema, é possivel perceber que a so-
lucao trivial existe para quando X; = X5 = 0 porém,
quando isso acontece, nao existe movimento oscilato-
rio. Dessa forma, para que a solugdo néo seja trivial, a
determinante dos coeficientes X7 e X9 deve ser zero:
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{—=miw? + (k1 + k2)} —ko _
det —]ﬂg {_m2w2+ (kQ +/€3)}:| == 0
9)

ou:
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(mlmg)w4 — {(/4}1 =+ k‘z)mg + (kg + kg)m1}w2
+{(k1 + k) (ko + k3) —k3} =0 (10)

A solucdo da equacao fornece as frequéncias w;
e wy, que sao as duas frequéncias naturais do sistema.
Essas frequéncias sao também chamadas de autovalores
e sdo apresentados na equagao .

B <(k1 + ko)mg + (ko + kg)m1>
w12 = +
’ 2mimao

Agora, torna-se necessario encontrar os valores de X
e X5. Entretanto, os valores de X; e X5 vao variar depen-
dendo da frequéncia que estd sendo analisada. Portanto,
serdo utilizados os seguintes indices para diferencia-los:

Xfl) e Xél) para quando o sistema vibra com a frequén-

cia wy e (primeiro modo de vibragao) X£2) e X2(2) para

quando o sistema vibra com a frequéncia wy (segundo
modo de vibragdo).

Rearranjando o sistema das equacoes (7)) e (8) de forma
a encontrar a razao entre Xfl) e XQ(U e entre X§2) e X§2),
tem-se:

(1)
x} oo
T = = 12
X0 T Tt iy
x{ ko
ro = = 13
2 X£2) —maow3 + (ko + k3) (13)

As razdes 11 e ry sdo os autovetores correspondentes
aos autovalores. Um autovetor representa a proporgao
entre os deslocamentos dos graus de liberdade para cada
frequéncia de ressonincia ou autovalor. Em um trabalho
de conclusédo de curso escrito por Nishi Ueta [10] é feita
uma analise de um sistemas de vibracdo com trés graus
de liberdade e é possivel encontrar uma explicagdo mais
detalhada sobre autovetores e autovalores em sistemas
de vibracao mecanica.

Uma vez conhecidas as razoes r1 e 79, é possivel escre-
ver os vetores dos modos normais de vibragao:

} PRe PR

X0 = [Xl(l)] = [ (1) (14)
2 r1X,

} (@ @

X = leQ)] = l e (15)
2 2 X5

Com os modos de normais de vibracao definidos é
possivel escrever a solugao da vibracao livre em funcao
do tempo:
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(Ufl + ka)ma + (k2 + kS)m1)2 L ((k1 + ko) (kg + k) — kgﬂ

[ (D] [ (D)

= xy 7 (t X,/ cos (wit +

.’L'(l)(t) = %1)( ) — 1(1) ( 1 901) (16)
E2! (t)_ |11 Xy cos (wit + @1)_

oy = |2 @ | X1 cos (wat + o) .

() ="y = (2) (17)
(5 (1)) |72 X7 cos (wat + ¢2) |

Sabendo-se que a soma das solugoes de uma Equacao
Diferencial é, também uma solucéo, é possivel rearranjar

as equacoes e , obtendo-se:

() =2 @) + 22 1) = XY cos (wit + ¢1)
+X{2) cos (wat + p2) (18)

xo(t) = xél)(t) + :réQ)(t) = rle(l) cos (w1t + 1)
+r2X1(2) cos (wat + p2) (19)

Todavia, ainda é necessirio determinar as varidveis

X{l), X{Q), 1, Y2, que podem ser encontradas a partir
das condigoes iniciais impostas ao sistema. Como as
Equacoes Diferenciais que descrevem os movimentos das
massas sao de segunda ordem, duas condig¢oes iniciais
para cada massa sao necessarias. As condigoes serao as
posicdes iniciais (z1(0) = 2{” e z,(0) = r;zl”)
velocidades iniciais (#1(0) e 22(0).

Substituindo as condigbes iniciais nas equagoes e

, obtem-se:

€ as

X£1) cos (1 = {rﬂ;l(o) — 22(0) } (20)
To —T1

X® cospy = { —7r121(0) + 22(0) } (21)

r2—T
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Msng = { OO

Xl(z) sin g = {—Tlxl (0) — 332.(0) } (23)

w2(7'2 - 7’1)

Resolvendo o sistema de quatro equagbes e quatro
variaveis, obtem-se os parametros Xl(l), X{z), p1 € P2
que devem ser inseridos na equacgao (18)) e equacao (19)
forncendo as equagoes dindmicas para m, e mo.

X0 = ([ (0)  2a(0)
[—7“21“1(3)); 37'2(0)] 2} ’ (24)
X = — L ra1(0) + 2 (0)?
To —T1
N [rm(o) - 96'2(0)} 2}5 (25)
— arctan —7‘21:1 (0) + l‘Q(O)
o1 = arct {wl[rﬂl(o) - 2(0)]} (26)
= arctan /rlx‘l (0) — !’E‘Q (0)
oz = arct {wg[—mxlm) T x2<0>]} (27)

Para que o sistema vibre no primeiro modo de vibra-
¢ao é necessario que a segunda frequéncia natural seja
anulada nas equagoes e . Isso é possivel se as
as velocidades iniciais forem nulas e se a posicao inicial
de mo for igual a 71 vezes a posigao inicial de m;. Para
operar no segundo modo de vibragao a condicao necessa-
ria é a de velocidades iniciais nulas e posi¢ao inicial de
me igual a 19 vezes a posicdo inicial de m;. Com quais-
quer outras condig¢des iniciais o sistema ird vibrar com
ambos os modos de vibragdo ao mesmo tempo, sendo a
intensidade de cada um definida pelas condigGes iniciais.

3. Sistema real com dois graus de
liberdade

O sistema vibratério construido para andlise neste tra-
balho é constituido de duas massas feitas de nylon e
trés molas de ago. A massa de menor valor, denominada
de m foi usinada de forma a adquirir a forma de um
cilindro com didmetro e altura de 72 mm. Ja a massa de
maior valor (ms), também cilindrica, tem didmetro de
102 mm e altura de 66 mm. As molas sdo interligadas
a duas bases de mdf com dimensoes de 260 mm x 260
mm x 215 mm e entre si por meio de trés molas de aco.
Para dar sustentacao ao sistema, as bases de mdf foram
conectadas a trés barras de ago rosqueadas com diametro
de 10 mm. A distancia entre as bases de mdf é de 840
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mm. Essa distdncia garante com que cada mola fique
estendida o suficiente para que em nenhum momento
da vibragao exista a colisdo entre os elos das molas, o
que aferia o movimento oscilatério do sistema. A Fig.
apresenta uma imagem do sistema de 2 gdl desenvolvido
com as principais dimensoes em verde sobre a figura.

Para a determinagao das constantes elasticas das molas
foram usados quatro blocos de massas distintas. Essas
foram medidas e presas a cada mola separadamente.
Com a mola suspensa em uma extremidade fixa e com
a outra extremidade sustentando o bloco. Foram feitas
medidas com a mola em repouso e posteriormente foram
medidas as deflexdes das molas com as massas. Para
as quatro situagoes foram anotados os valores do peso
com a respectiva variacdo de comprimento da mola. Um
grafico relacionando a forga aplicada e a deformacao
na mola foi gerado, por meio do qual a inclinagdo da
curva corresponde a constante elastica da mola. Esse
procedimento considera que as molas obedecem a lei de
Hooke.

Figura 3: Sistema vibratério de dois graus de liberdade cons-
truido para este trabalho.
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A medicdo das massas foi feita com uma balanca ele-
tronica. A incerteza desse instrumento foi admitida como
sendo £ 0,001 kg (resolugdo da medida). As medidas das
massas do sistema oscilatério forneceram m; = 0,341 +
0,001 kg e ms = 0,624 + 0,001 kg.

Levando em consideracao a altitude e latitude do local
(29° de latitude e 780 m de altitude) onde foram reali-
zadas as medidas, a aceleracao gravitacional calculada
foi de 9,79 m / s? [11]. Logo, a incerteza obtida na me-
dida das forgas é a multiplicacdo da incerteza da balanca
pela aceleracao da gravidade, que resulta em aproxima-
damente 0,01 N. Para medir a deflexdo das molas foi
usado uma régua milimétrica. A incerteza admitida para
esse instrumento foi de & 0,0005 m (metade da resolugao
da medida).

As constantes elasticas foram calculadas para cada uma
das quatro medidas, usando a lei de Hooke. A partir disso,
foi calculado o desvio padrao dessa amostra de pontos.
Esse resultado foi definido como a incerteza de cada
constante eldstica. Nas Figuras[4] [f] e [0} sao apresentados
graficos de forca x deflexdo de cada mola, com as suas
respectivas incertezas mencionadas (incerteza da forca e
incerteza da deformacdo da mola). Também é mostrado
o desvio padrao da rigidez das molas. Os valores medidos
das molas ficaram em k; = 132,3 £ 0,3 N/m , ko = 59,4
+ 0,7 N/m e k3 = 50,2 &+ 0,6 N/m .

4. Simulagdo com o software Modellus

O software Modellus é uma ferramenta bastante versatil
e relativamente simples de ser usada no ensino de Fisica.
A grande vantagem do uso do Modellus é, sem duvida, a
possibilidade de interpretar as equacoes de movimento
por meio de animagoes. Intimeros autores tém feito o uso
do Modellus como ferramenta no ensino de Fisica. Como
exemplo, pode-se destacar [12], [13] e [14] que utiliza o
Modellus para a conceitualizagao de derivada.

Na plataforma do Modellus foram usadas as equagoes
apresentadas na Fundamentagao Tedrica, que permitiram

o Dados medidos: mola 1
ar — F=(132,3£0,3)x
| |
0,02 0,04 0,06 0,08 0,1

Elongacdo (m)

Figura 4: Constante de Rigidez da Mola 1
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8 T =
,ﬁ//
6 &
~ 8
o4l -
=
/®' /
o Dados medidos: mola 2
27 — F=(59,4%+0,7)z
g | | |
0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12
Elongacio (m)
Figura 5: Constante de Rigidez da Mola 2
8
3
s 6
=
©
4+ o Dados medidos: mola 3 |-
— F=(50,2£0,6)x

| | | |
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Figura 6: Constante de Rigidez da Mola 3

o calculo das seguintes grandezas: frequéncias dos modos
de vibragao (autovalores), razoes de amplitude (autove-
tores), amplitudes da massa 1 no primeiro e no segundo
modo, angulos de fase e posi¢do como fungdo do tempo
para mj e ms. As massas e as constantes eldsticas foram
informadas conforme as medidas, descritas na secao
Os valores das massas e constantes usadas no Modellus
sao as seguintes:

e m; = 0,341 kg

e my = 0,624
o ky=132,3
o ko= 594
o k3= 50,2

Utilizando os valores de massa e constantes eldsti-
cas previamente apresentados, foram calculadas as duas
frequéncias naturais, por meio da equagao (11)). Para o
primeiro modo de vibragao a frequéncia é de 11,69 4+ 0,05
rad/s e para o segundo modo de vibragao a frequéncia
é de 24,52 £ 0,07 rad/s. Também foram calculados os
autovetores, sendo os valores obtidos de r; = 2,44 e ro =
-0,22. As incertezas no calculo das frequéncias naturais
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foram realizadas pelo método das derivadas parciais de
acordo com [15].

Para as simulacoes com o Modellus é necessario definir
as condigoes iniciais do sistema, que sao as velocidades
(v1 e v2) e posigoes de cada massa (z1 e x2) no tempo
t = 0. De posse das condigoes inicias, o software calcula
(através das equagoes de entrada digitadas) as grandezas
necessarias para a plotagem do grafico de movimento e
cria uma animagao. Uma tabela com as varidveis calcu-
ladas em cada passo de tempo também é apresentada.

Na animacao as massas foram representadas por blocos
retangulares, com cores diferentes e com molas de tama-
nho variavel acompanhando a vibracao de cada massa.
Isso permite uma melhor comparagdo com o projeto real.
Além disso, sdo gerados graficos mostrando a variagdo
da amplitude de movimento de cada massa ao longo do
tempo. No grafico gerado pelo Modellus, as curvas de
movimento levam a mesma cor da sua respectiva massa.
A interface do programa é mostrada na Fig.

Na Fig. [§| sao mostradas as curvas de posi¢do X tempo
de cada massa para o primeiro modo de vibragao, geradas
pelo Modellus . Para este modo de vibragao, as condigoes
iniciais usadas sdo: v1 = 0 m/s, v = 0 m/s, 1 = 0,01 m
e xo = rix1 = 0,0244 m. Pode-se verificar que neste caso
as massas oscilantes possuem mesma frequéncia, estao
em fase e apresentam amplitudes diferentes (relacionadas
por 7).

A Fig. [9) mostra as curvas de posi¢do em fungio do
tempo para o sistema vibrando no segundo modo de
vibragao. Para este modo, as condigoes iniciais usadas
sa0: v1 = 0 m/s, vo =0 m/s, x1 = 0,01 m, xo = rox; =
—0,022 m. Verifica-se que nesta situagdo as massas osci-
lantes também possuem mesma frequéncia, porém estao
defasadas de 180° e também apresentam amplitudes di-
ferentes (relacionadas por r3).

Foi também realizada uma simulagdo do sistema ope-
rando em uma situagdo que nao no primeiro ou segundo
modo de vibracao (Fig. . Para que o sistema opere
dessa forma, basta que as condigoes iniciais ndo sejam
aquelas de velocidade inicial igual a zero e que as posigoes
iniciais ndo tenham a relacdo o = r1x] para o primeiro
modo de vibragdo ou xo = oy para o segundo modo de
vibragdo. No caso apresentado na Fig. [I0] as condigoes
iniciais usadas foram v; = 0 m/s, vo = m/s, ;1 = 0 m,
x9 = 0,09 m. Nota-se que neste caso as massas oscilam
influenciadas por ambos os modos de vibracao ao mesmo
tempo, cujo resultado depende das condig¢oes iniciais.

5. Analise do sistema vibratério usando
o Tracker

O Tracker é um software livre que permite a andlise de
movimento via andlise de video. Para este trabalho, os
videos foram feitos com uma camera Canon modelo 60D
acoplada a uma objetiva Canon 10:22 mm e filmados a
uma taxa de aquisicao de 60 qps (quadros por segundo)
em foco manual. Para este estudo, gravar com uma taxa
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elevada de gps é de fundamental importéncia, visto que
resulta em uma maior precisdo na obtencao de dados.
Sendo 60 gps a taxa de aquisicao, obtém-se 60 valores
de posicao de cada massa para cada segundo gravado em
video.

E importante que a taxa de aquisicdo do sistema de
aquisi¢do de dados (no caso a taxa de gps) atenda o
critério de Nyquist. De acordo com o critério de Nyquist
[16], uma taxa de aquisi¢io é suficiente para que seja
possivel reconstruir um sinal medido desde que a maior
frequéncia envolvida na oscilagdo nao supere a metade
da taxa de aquisi¢io. Como, no caso estudado neste
trabalho, a maior frequéncia envolvida na oscilagao é de
24,52 Hz e a taxa de aquisi¢ao é de 60 Hz, entdo o critério
de Nyquist foi respeitado.

Como um dos objetivos deste trabalho é comparar os
dados simulados no Modellus com os obtidos pela analise
via Tracker, também é necessiria uma boa resolugao do
video, pois o software Tracker obtém os dados através do
préprio video. Para tanto, a gravacao foi realizada com
uma resolugao de 640 x 480 pixels, sendo essa suficiente
para que o software consiga distinguir o fundo do video
das massas oscilantes. Para facilitar a identificacao das
massas pelo software Tracker, o ambiente de gravagao
escolhido tem fundo claro e foram adicionados pontos
coloridos de 10 mm de didmetro as massas, facilitando a
identificacao realizada pelo software. A Fig.[11]a) ilustra
a interface do Tracker, que obteve uma boa aproximagcao
da vibracao da massa 2 para o primeiro mode de vibragao.
J& na Fig.[[1]b) é ilustrado o uso do software Grapher [17],
que, através dos dados obtidos pelo Tracker, consegue
uma melhor aproximacao da oscilagdo real da massa 2
no primeiro modo de vibragao.

Ao confrontar os resultados obtidos pela andlise re-
alizada com o Tracker com os valores calculados pelo
Modellus, observa-se uma pequena diferenca nas frequén-
cias.

Para o modo 1, a frequéncia de oscilagdo das massas
calculada pelo Modellus é de 11,69 rad/s e para o se-
gundo modo 24,52 rad/s. Utilizando os dados obtidos
pelo Tracker e utilizando o software Curver Expert, que
ajusta os pardmetros do modelo fisico desejado, obteve-se
12,86 rad/s para o primeiro modo de vibracio.

Fez-se também a andlise das vibragoes por espectro
de frequéncia, usando Transformada Rapida de Fourier
(FFT) por meio do software Sigview [18], com o objetivo
de confirmar os valores de frequéncias por outro método.
Utilizar uma FFT como ferramenta de andlise em um
sistema vibracional possibilita uma analise no dominio
de frequéncia ao invés do dominio de tempo.

A Fig. apresenta os picos de frequéncia para a
massa 1 e a Fig.|13|apresenta os picos de frequéncia para
a massa 2, em ambos 0s casos, para o sistema tendo sido
posto a oscilar com condigoes iniciais necessarias para o
primeiro modo de vibracao.

Na anélise de FFT para a massa 1, na tentativa de por
o sistema a oscilar no primeiro modo de vibragao, foram
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encontrados duas frequéncias de amplitudes significativas,
2,16 Hz (13,57 rad/s) de amplitude igual a 4,8 mm e
4,32 Hz (27,14 rad/s) de amplitude 1,1 mm. Neste caso,

Massa 1
0,03 Massa 2
0,02 - B
&
I3 0,01
39
E
2 of |
3
—0,01 | -
—0,02 |- e
| ! !
0 0,5 1 1,5 2
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Figura 8: Modo de vibracdo 1
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0,010 —— Massa 2
‘g 0,005 B
L
3
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2
g
< —0,005 |- .
—0,010 |- N
| | |

Comparagao entre simulagdo e sistema real de

vibragdo com dois graus de liberdade

T T T
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— 005| 7
&
)
=]
£ 0 .
=
g
-1
—0,05 - -
—0,11 ! ! ! L
0 0,5 1 1,5 2
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Figura 10: Sistema vibrando em ambos os modos de vibragdo
ao mesmo tempo

verifica-se claramente que a massa 1 estava oscilando com
uma influéncia do segundo modo de vibracao, ou seja,
nao estava totalmente no primeiro modo de vibragao. Isto
ocorre, pois a condi¢do inicial imposta ao sistema nao
satisfez exatamente o necessdrio para o sistema vibrar
integralmente no primeiro modo de vibracao.

Ja para a massa 2 foram encontradas 2,16 Hz com
amplitude de 11,5 mm e 4,32 Hz de amplitude 0,2 mm.
Nesse caso, a influéncia da segunda frequéncia natural
na vibracao da massa é muito baixa.

Tanto na Fig. [I2] como na Fig. [13]o software utilizado
para aplicar a FFT aponta os cinco maiores picos de
frequéncia. E possivel observar, no caso da Fig. [12 que
existem dois picos com amplitudes significativas, corres-
pondentes as duas frequéncias naturais do sistema. Os
demais picos podem ser interpretados como modos de
vibragao perpendicular ao campo gravitacional, ja que
é possivel que as massas se movam nessa direcdo, em-
bora isso nao seja desejavel no experimento. Também, os
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Figura 7: Interface do programa Modellus.
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demais picos de frequéncia podem ser atribuidos a limita-
¢oes da FFT que obtém melhor resposta em reproduzir a
oscilacao original adicionando pequenas amplitudes com

Figura 12: Picos de frequéncia para o primeiro modo de vibracdo para a massa 1.

outras frequéncias. O mesmo raciocinio se aplica a Fig.

Foi encontrada uma diferenga de aproximadamente
10%, entre o valor tedrico e o obtido pelo ajuste dos
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dados com o uso do software Curve Expert. Aplicando a
FFT, a diferenca com relacao ao valor teérico ficou em
aproximadamente 16%.
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Figura 13: Picos de frequéncia para o primeiro modo de vibrac3do para a massa 2.

6. Conclusoes

Este trabalho apresentou uma abordagem tedrico-expe-
rimental para o estudo de sistemas vibracionais com
dois graus de liberdade. Um sistema real foi construido
usando duas massas de valores diferentes e trés molas com
constantes elasticas distintas. O sistema foi simulado no
software Modellus fornecendo os dois modos de vibragao
em 11,69 rad/s e 24,52 rad/s.

A oscilagao do sistema vibratério foi analisada por
meio de dados coletados com uso do software Tracker.
O sistema foi colocado a vibrar com condigbes iniciais
que sao necessarias para o primeiro modo de vibracao.
Essas condigoes sao velocidade inicial igual a zero para
ambas as massas e posigdes iniciais iguais a z1(0) e
22(0) = r121(0). Utilizando o software Curver Expert
foram encontrados os parametros de melhor ajuste para
a curva tedrica. A tentativa de por o sistema a vibrar
no primeiro modo de vibragao forneceu uma frequéncia
de 12,86 rad/s. Aplicando uma FFT foi encontrada uma
frequéncia de 13,57 rad/s.

A diferenca entre os resultados obtidos pelos métodos
de anélises se deve principalmente ao fato de que a equa-
¢do usada para ajuste no Curver Expert supdem que o
sistema esta vibrando totalmente no primeiro modo, e
assim, s6 ha uma frequéncia atuando no sistema. Entre-
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tanto, observando a FFT, nota-se que ambos os modos de
vibragao estao operando, embora a influéncia da segunda
frequéncia natural seja bem menor do que a primeira.
Isso confirma que o esfor¢o por colocar o sistema a vibrar
no primeiro modo foi praticamente atingido.

As diferencas encontradas entre os dois métodos de
andlise e o resultado tedrico (10% para o ajuste da curva
tedrica e 16% para a FFT) podem ser explicadas por
erros experimentais relativos as medidas e eventuais per-
turbagoes indesejadas na vibragao, como por exemplo,
pequenas amplitudes de vibracao perpendicular ao eixo
das molas.

Nao foram feitas analises para o segundo modo de
vibragao, pois nao foi possivel por o sistema a oscilar neste
modo manualmente. Ocorre que para o caso estudado
neste trabalho a posicdo inicial conferida a msy deve ser
igual a —0, 22 vezes a posicao conferida a m;.

Por fim pode-se concluir que atividades como a pro-
posta neste trabalho, envolvendo a andlise tedrica de
um fendémeno fisico, construgdo de um prototipo para
teste e andlises mateméaticas é uma excelente alternativa
de ensino de temas de Engenharia e Fisica. Também, é
interessante ressaltar que com o uso de softwares como
o Tracker, experimentos na area de vibragbes mecanicas
podem ser realizados com pouco investimento provendo
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bons resultados, principalmente para finalidades did&ti-
cas.
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