Volume 9, Number 3 (June 2016) p. 306 - 356 « ISSN 1983-4195
http://dx.doi.org/10.1590/S1983-41952016000300002

REVISTA IBRACON DE ESTRUTURAS E MATERIAIS

IBRACON IBRACON STRUCTURES AND MATERIALS JOURNAL

Numerical analysis of symmetrical and asymmetrical
reinforced concrete flat slabs — an integrated slab/
column analysis

Analise numeérica de lajes planas simétricas e
assimétricas em concreto armado — analise integrada
laje/pilar

A.PUEL?
puel@ifsc.edu.br

D.D. LORIGGIO"®
daniel.loriggio@ufsc.br

Abstract

This paper studies the modeling of symmetric and asymmetric flat slabs, presenting alternatives to the problem of singularity encountered when
the slab is modeled considering columns as local support. A model that includes the integrated slab x column analysis was proposed, distributing
the column reactions under the slab. The procedure used transforms the bending moment and column axial force in a distributed load, which will
be applied to the slab in the opposite direction of gravitational loads. Thus, the bending moment diagram gets smooth in the punching region with
a considerable reduction of values, being very little sensible to the variation of used mesh. About the column, it was not seen any significant dif-
ference in the axial force, although the same haven’t occurred with the bending moments results. The final part of the work uses geoprocessing
programs for a three-dimensional view of bending moments, allowing a new comprehension the behavior of these internal forces in the entire slab.

Keywords: flat slabs, reinforced concrete, FEM, singularity.

Resumo
E———

Este trabalho estuda a modelagem de lajes planas simétricas e assimétricas, apresentando alternativas para o problema da singularidade ocor-
rido quando se modela a laje considerando os pilares como apoio pontual. Foi proposto um modelo que contempla a andlise integrada Laje x
Pilar, distribuindo a reagédo do pilar na laje. O procedimento utilizado consiste em transformar o momento fletor e o esforgo normal do pilar em
um carregamento distribuido, que sera adicionado na laje como carregamento no sentido contrario a agéo das cargas gravitacionais. Com isso,
tem-se um arredondamento do diagrama de momento fletor da laje na regido do pilar puncionado com uma consideravel redugdo dos valores,
sendo pouco sensivel a variagdo da malha utilizada. Em relagéo ao pilar, o esforco normal ndo apresentou diferengas significativas, porém o
mesmo ndo ocorreu com o momento fletor. A parte final do artigo utiliza programas de geoprocessamento para uma visualizagao tridimensional
dos momentos fletores, permitindo uma nova compreensao do comportamento desses esforgos ao longo de toda a laje.
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Numerical analysis of symmetrical and asymmetrical reinforced concrete flat slabs — an integrated

slab/column analysis

1. Introducgao

EE

As lajes planas constituem um sistema estrutural interessante
para aplicagdes em projetos, propiciando alteragdes de lay-out
em ambientes internos, pois dispensam o uso de vigas. As ana-
lises desse tipo de laje sdo complexas e geralmente projeta-
das utilizando softwares desenvolvidos para analises lineares,
baseadas na Teoria das Placas em regime elastico, utilizando
meétodos numéricos (SKORPEN ET AL [1]). Cita-se o Método
dos Elementos Finitos (MEF) ou a Analogia de Grelha, ambos

os procedimentos largamente utilizados pelo meio técnico.

A utilizacdo de modelos numéricos que simulam a ligacao das la-
jes com os pilares como sendo pontuais, fornecem resultados com
grandes concentragdes de esforgos nessas regides, conduzindo
a valores elevados para os momentos fletores na laje e distor-
¢oes dos valores de momentos fletores nos pilares. Resultados
desse tipo necessitam de uma analise mais minuciosa para se-
rem utilizados em projetos estruturais. Segundo CHOI ET AL [2],
o comportamento estrutural da ligacao laje/pilar das lajes planas &
muito complicado, pois sdo compostos por dois tipos diferentes de
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elementos: barra (pilar) e elementos de placa (laje).

Sabe-se que a ligagao entre a laje e o pilar ndo € um ponto, mas
sim regides de comportamento complexo. Os modelos numéricos
que utilizam os pilares como apoios pontuais desprezam o efeito
favoravel da regido de interagdo com o pilar. Esse efeito deve-
ria ser levado em consideragéo, propiciando uma analise mais
adequada para a laje e para o pilar. Torna-se necessario entao
melhorar os modelos para a obtengdo dos esforgos solicitantes
envolvidos nessas regioes.

Existem varios modelamentos possiveis para se levar em conta
esses efeitos, que podem variar muito em complexidade, sendo
que muitos deles ndo sdo adequados para a utilizagao corrente
em projetos estruturais. MURRAY ET AL [3] comenta: a forma
como se modela o comportamento da ligagao pilar/laje € o ponto
critico da andlise de lajes planas.

Este trabalho pretende contribuir para o desenvolvimento de mo-
delos para a analise estrutural que possam ser usados em proje-
tos de estruturas de concreto armado, estudando, em regime elas-
tico linear, as lajes planas de edificagbes integradas aos pilares,
utilizando o Método dos Elementos Finitos. E, de modo a facilitar a
analise dos resultados na regiao de encontro da laje com o pilar e
a obtencgéo de resultados para o dimensionamento das lajes, pro-
curou-se contribuir na visualizagao grafica dos resultados utilizan-
do recursos disponiveis em outras areas da engenharia, permitin-
do visualizag¢des 3D e tragando cortes em regides de interesse.

O programa computacional SAP2000 [4], ArcGis/ArcMap [5] e Glo-
bal Mapper [6] foram adotados como ferramentas auxiliares para o
desenvolvimento do trabalho.

2. Alternativas de modelagem na ligagao
Laje x Pilar

EE

Teoricamente, quando uma carga concentrada € aplicada em uma

laje, ela provoca momentos fletores que tendem ao infinito em seu

ponto de aplicagéo, gerando pontos de singularidade. Consequen-

temente, em um método numérico, quando um pilar para apoio de
lajes € modelado como um ponto isolado, provoca o efeito de uma
carga concentrada de sentido contrario, resultando em momentos
fletores muito elevados no ponto de aplicagao da carga e no en-
torno dela. Estudos realizados por PUEL [7] mostraram que esses
momentos serdo tanto maiores quanto mais refinada for a malha.
Segundo SKORPEN ET AL [1], os fundamentos da analise de la-
jes planas pelo MEF estéo difundidos no meio técnico. Porém, a
forma como se modela a ligagao laje/pilar ainda abre margem para
inUmeras formas de interpretagbes entre os projetistas.

A NBR 6118:2014 [8] e mesmo o Eurocode 2 [9], que é um cddigo
respeitado pelo meio técnico, nao prescrevem um tipo de anali-
se ou modelagem para interpretar os resultados obtidos em uma
analise numérica para os efeitos de cargas concentradas. Isso
naturalmente conduz a inimeras formas de interpretagdo, que de-
pende da forma como se modela o pilar na ligagao laje plana/pilar,
ficando a cargo da experiéncia e feeling dos projetistas.

Outro enfoque para o projeto de lajes planas € a utilizagao do pro-
cesso dos porticos equivalentes, que corresponde a um dimensio-
namento que leva em conta o comportamento plastico das segdes
transversais de concreto armado da laje, ou seja, um dimensio-
namento com redistribuicdo de esforgos. Segundo MURRAY ET
AL [3], o projeto de lajes planas com esse enfoque baseia-se em
normas cujas prescrigdes sao desenvolvidas com base em pes-
quisas empiricas.

Alguns cddigos internacionais prescrevem critérios para distribuir
o pico de momentos fletores sobre apoios pontuais para o calculo
de sapatas, conforme apresentado na Figura 1.

ANBR 6118:2014 [8] em seu item 14.7.8 permite a analise estrutu-
ral de lajes planas pelo Método dos Pérticos Equivalentes (MPE).
Trata-se de um processo baseado em uma analise elastica apro-
ximada, com redistribuicao, que consiste em adotar em cada di-
regdo porticos multiplos, para obtengao dos esforgos solicitantes,
cujas inércias serdo iguais as da laje limitada pela metade da dis-
téncia entre duas linhas de pilares conforme Figura 2.

Figura 2 - Faixas de distribuicéio dos momentos fletores segundo a NBR 6118:2014 (8)
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Figura 3 - Formas de modelagem da liga¢do pilar/laje plana (ROMBACH (10))
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Para cada pértico deve ser considerada a carga total. A distri-

buicdo dos momentos obtida em cada diregédo, segundo a NBR

6118:2014 [8], item 14.7.8, deve ser feita da seguinte maneira:

B 45,0 % dos momentos positivos para as duas faixas internas;

m 27,5 % dos momentos positivos para cada uma das faixas
externas;

B 25,0 % dos momentos negativos para as duas faixas internas;

B 37,5 % dos momentos negativos para cada uma das faixas
externas.

O processo dos poérticos equivalentes fornece resultados mais

econdmicos que o projeto baseado em analises elasticas lineares,

mas deve ser usado apenas nas verificagdes de Estados Limites

Ultimos. Para verificacdes de Estados Limites de Servico, uma

Andlise Elastica Linear ou uma Analise Nao-Linear continua sendo

necessaria. E, portanto, deve ser feita uma modelagem adequada

da regiao da ligagao da laje com o pilar. Também é importante no-

tar que o processo dos porticos equivalentes ndao pode ser usado

em lajes com grandes assimetrias principalmente no posiciona-

mento dos pilares.

ROMBACH [10] listou algumas maneiras de modelar os pilares de

apoio de lajes planas, apresentadas na Figura 3.

a) Modelo 3D continuo: conduz a bons resultados, porém deman-
da um tempo consideravel para elaboragao e processamento;

b) Apoios pontuais ao longo da segao transversal do pilar: ndo é ade-
quado, pois ndo representa adequadamente a rigidez do pilar;

c) Apoios do 3° género nas faces do pilar: ndo é adequado, pois
ndo representa adequadamente a rigidez do pilar;

d) Apoios elasticos na area da segao transversal do pilar: indica-
do, sem restrigoes;
e) Regido rigida da segao transversal do pilar: permite modelar
adequadamente a rigidez do pilar;
f) Apoio pontual: esta é a forma mais equivocada para modelar a
ligagao laje plana x pilar mas, provavelmente, a mais utilizada.
SKORPEN ET AL [1], apresentou um comparativo entre os mé-
todos tradicionais de analise de lajes planas (apresentados na
Figura 1) com o método dos elementos finitos e também com re-
sultados experimentais. A Figura 4 apresenta o comparativo de
momentos fletores na ligagéo laje plana X pilar, comparando os
métodos apresentados na Figura 1 (chamados de SD) com a ana-
lise pelo MEF considerando a modelagem da ligagao laje plana x
pilar idealizada por ROMBACH [10].
Os casos (a) e (g) foram os que apresentaram os melhores resul-
tados desse comparativo. Segundo os Autores, o caso (i) deve
ser evitado, pois ndo leva em consideragao a rigidez do pilar. O
comparativo com os ensaios experimentais ratificam os resulta-
dos apresentados pelos casos (a) e (g) e também com os critérios
apresentados na Figura 1.
HENNRICHS [12] estudou, a partir de uma laje de referencia,
com dimensdes de 10 x 10 metros e um pilar central, os deslo-
camentos, momentos fletores positivos e negativos e a reagao
no pilar central utilizando a Teoria das placas em regime elastico.
Os resultados mostraram que, ao considerar o pilar central como
apoio pontual ou como carregamento distribuido na area da se-
gao transversal do pilar, pouca diferenga ocorreu nos momentos
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Figura 5 - Modelo com pilar definido como elemento sélido (HENNRICHS (12))
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Figura 7 - Comparativo MEF/MPE - Sec¢do E (PEDROZO (13))
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positivos, deslocamentos e reagao no pilar central. Porém, o mo-
mento negativo maximo diminui, sendo que o diagrama de mo-
mentos sofreu um arredondamento na regido do pilar central. Es-
ses resultados foram comparados com métodos numéricos, entre
eles, Método dos Elementos Finitos e Analogia de Grelha. Os
valores foram parecidos para malhas finas, havendo diferencas
significativas para malhas grosseiras. HENNRICHS [12] também
idealizou um modelo analisado pelo MEF que considera o pilar
central com elementos Sélidos, procurando simular as dimensdes
reais do elemento (Figura 5).

Os resultados em termos de momento fletor positivo, carga no pi-
lar e deslocamentos maximos apresentaram bastante semelhan-
¢a com os resultados obtidos pela Teoria das Placas em Regime
Elastico. Porém, com relagdo aos momentos negativos na regido
do pilar central, houve picos de valores nas bordas do pilar. Tais
picos foram maiores em pilares com uma dimensao bem inferior a
outra (pilares alongados).

PEDROZO [13], estudou critérios de projeto de lajes lisas proten-
didas, sendo realizados exemplos de dimensionamento de pa-
vimentos com e sem balangos, comparando os resultados pelo
processo do pértico equivalente e pelo MEF, utilizando o software
SAP 2000 [4]. Na analise feita pelo MEF, foram estudados exem-
plos modelando o pilar como apoio pontual € como reagao distri-
buida na laje na area da segao transversal do pilar, com sentido
contrario a aplicagéo do carregamento na laje.

Os modelos 01 e 02, apresentados em PEDROZO [13], conside-

ram o pilar como apoio pontual, sendo a malha 20x20 e 10x10,
respectivamente. Os modelos 03 e 04 distribuem a reagéo do pilar
na laje, sendo esse Ultimo considerando a area do pilar projeta-
da no centro geométrico da laje. Como consequéncia do modelo
que distribui a reacédo do pilar na laje, houve um arredondamento
do diagrama de momentos fletores, sendo o arredondamento dos
momentos fletores do Modelo 04 mais acentuado (Figura 6).
Houve também o comparativo dos momentos fletores obtidos na
laje pelo Modelo 04 (que considera a analise pelo MEF) com o
MPE. Esse tipo de comparagao pode servir para fornecer critérios
para o dimensionamento da laje baseados em analises elasticas
lineares (Figura 7).

As conclusdes desse comparativo mostraram que os momentos
positivos tiveram uma diferenga acentuada nos pilares de extre-
midade. O mesmo ocorreu com os momentos negativos, sendo
numericamente superiores os momentos obtidos pelo MEF.
PUEL [7], estudou em lajes planas simétricas e assimétricas o
comportamento dos momentos fletores na laje e no pilar ao mode-
lar um pilar como apoio pontual, como reagéo distribuida na laje
na regiao do pilar e também como reagao distribuida na regido
do pilar projetada no centro geométrico da laje (critério analogo
ao efeito de uma roda sobre o tabuleiro de uma ponte), conforme
mostrado na Figura 8.

PUEL [7] estudou também a existéncia de um nucleo rigido na
regido da segdo transversal do pilar, conforme prescrito na NBR
6118:2014 [1], item 14.6.2.1: “Os trechos de elementos lineares
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pertencentes a regiao comum ao cruzamento de dois ou mais ele-
mentos podem ser considerados como rigidos (n6s de dimensdes
finitas)”. (Figura 9).

A ideia central do modelo proposto neste trabalho consis-
te em distribuir a reagdo do pilar em uma determinada area,
como sendo um carregamento de baixo para cima aplica-
do na laje, simulando as dimensdes do pilar e sua interacao
com a laje. Este procedimento é similar ao procedimento
usado no arredondamento dos momentos negativos em cima
dos apoios em vigas continuas de Concreto Armado, pre-
conizado pela NBR 6118:2014 [8] e como pode ser visto em
GLORIA [11]. Esse modelo, como vai ser demonstrado mais
adiante, elimina a singularidade, arredonda os momentos ne-
gativos em ambas as direcdes, e torna o modelo muito me-
nos dependente da malha adotada para a analise. E, além

de fornecer bons resultados para o dimensionamento, € um
modelo muito mais simples que outros modelos encontrados
na bibliografia.

3. Metodologia para distribuigao
da reagao do pilar na laje

Quando ha uma assimetria do posicionamento do pilar em relagao
a laje, ou o carregamento € assimétrico ou existem forgas horizon-
tais, além do esforgo normal surgem esforgos de flexdo no pilar.
A aplicacdo do carregamento como reacao distribuida na laje na
regido do pilar deve levar em consideragdo binarios de forgas, cal-
culados a partir da soma dos momentos fletores aplicados na laje,
pelos trechos superior e inferior do pilar.

A solidariedade do pilar com a laje & obtida através do modelo

harra

Figura 8 - Alternativas de representar o pilar como apoio para laje plana (PUEL (7))
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analogo ao de viga continua, em que se modela metade do pilar

para cima e metade do pilar para baixo. Com isso, quando existe

uma assimetria no carregamento e/ou na geometria entre a laje e

o pilar causador da puncao, tem-se uma rotagéo do nd na jungéo

do pilar com a laje, o que causa flexdo no elemento, conforme

mostrado na Figura 10.

A metodologia para simular os esforgos axiais e de flexao do pilar

como reagao aplicada na laje consiste em um processo iterativo,

mostrado resumidamente na Figura 11.

As etapas necessarias nesse processo, sao apresentadas de ma-

neira detalhada a seguir:

1) Analisa-se inicialmente a estrutura modelando o pilar como
apoio pontual, obtendo-se os diagramas de esforgo normal e
momentos fletores do pilar;

2) Encontra-se o valor de “q” e de “q,,”. Faz-se a sobreposi¢éo
dos efeitos normais (q) e de flexdo (q,,) do pilar, obtendo-se
um diagrama de carregamento final com valores q. e q,, adi-
cionando-o na laje.

Onde:

q = Valor do carregamento aplicado como reagao na laje devido ao

esforgo normal no pilar

a = dimensao do pilar no plano de atuagdo do momento;

b = outra dimenséao do pilar;

P = Esfor¢o normal no pilar;

M . = Momento fletor atuante na laje obtido através do somatério

laje

do momento do pilar superior e do momento do pilar inferior

q,, = Valor da extremidade do carregamento aplicado como reagéo

na laje;

g, = carregamento na face esquerda do pilar;

q, = carregamento na face direita do pilar.

3) Substituem-se as barras dos pilares (modelado metade para
cima e metade para baixo), por um apoio do segundo género,
conforme mostrado na Figura 12;

4) Analisa-se novamente a estrutura, obtendo-se no né do vincu-
lo do pilar (circulado em vermelho na Figura 12);

5) Areacgdo de apoio deve ser nula ou praticamente nula. Caso
nao for, deve-se corrigir o esforgo axial inicial a partir da dife-
renga encontrada nessa iteracgao;

6) Através da rotagao do no, verifica-se qual € o novo momento
atuante, multiplicando-se a rotacéo do noé pela rigidez de uma
mola que simula a rigidez da barra do pilar, modelado metade
para cima e metade para baixo da laje, conforme mostrado na
Figura 13.

Arigidez da mola (k

mo/a)

é calculada da seguinte forma:

k = ksup + kinf

mola

)

3'Ecs']sup 3E1[
+ [#) mn
L,/2  Ly/2

mola —

/|

Figura 9 - Trechos rigidos adaptados da NBR 6118:2014 (8)
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Figura 10 - Pilar modelado analogamente a uma viga continua (PUEL (7))
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Figura 11 - Esquema do método simulando o pilar como rea¢do na laje (PUEL (7))
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Onde:

K. = rigidez da mola, que corresponde a soma das rigidezes dos
trechos superior e inferior do pilar ;

E., = Modulo de elasticidade secante do concreto;

l,,, = Inércia do pilar superior;

I« = Inércia do pilar inferior;

LSup = Comprimento do pilar superior;

L, = Comprimento do pilar inferior.

Por fim, o momento sera calculado da seguinte forma:

M!aje = kmot'a P (3)

Onde:
MIaje = Momento fletor atuante na laje;
K. .. = rigidez da mola;

¢ = rotagdo no né do vinculo do pilar (circulado em vermelho na Fi-

gura 12), oriundo do diagrama de carregamento obtido por g, e q,,

aplicado como reagao na laje, conforme mostrado na Figura 14.

Caso o momento fletor atuante no né do vinculo do pilar nessa itera-

¢&o né&o seja igual ao momento anterior, utilizado para encontrar g

e q,, torna-se necessario repetir o processo. A convergéncia se da

quando o momento obtido na iterag&o atual é igual ou praticamente

igual ao utilizado na interagao anterior. E necessario que se estipule
um limite minimo de convergéncia dos momentos na mola.

7) Dessa forma, quando o processo nao converge, € necessario
ajustar os valores de “q” e “qg,,” a partir dos novos valores de
esfor¢go normal e momento fletor, compondo um novo diagra-
ma de carregamentos a partir dos valores de g, e q,. Esse
novo diagrama serd mais uma vez aplicado na laje até que

Figura 13 - Rigidez da mola: metade do pilar
para cima e metade do pilar para baixo (PUEL (7))
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se tenha a convergéncia do esforco normal e momento fletor,
dentro de uma tolerancia minima adotada pelo projetista.

4. Pilar como reacao na laje
EE

Ao representar o pilar como reagao na laje plana distribuida na
area da segao transversal, é necessario que a geometria da malha
a ser utilizada na modelagem em MEF coincida com essas dimen-
sdes. O mesmo ocorre para a situagdo em que ha trecho rigido e
quando se distribui a reacao na regido do pilar projetada no centro
geométrico da laje (critério andlogo ao efeito de uma roda sobre o
tabuleiro de uma ponte — a Figura 8).

projetado

Figura 14 - Rotacdo do né do vinculo do pilar (PUEL (7))
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Figura 15 - Regido rigida do pilar

Dimensio
do pilar

Figura 16 - Regido do pilar projetada
no centro de gravidade da laje

Dimensao do
pilar projetada

Dessa forma, é necessério criar transicdes na malha para realizar
esse ajuste geométrico, conforme mostrado na Figura 15 e Figura 16.
A adocéo dos trechos rigidos na secéo do pilar seguiu as pres-
cricoes da NBR 6118:2014 [8], item 14.6.2.1. Essa modelagem
também foi sugerida por ROMBACH [10] Caso “e” da Figura 3.

5. Descrigao dos modelos
|

As analises numéricas realizadas modelaram o pilar de diferentes

maneiras. A primeira delas foi como um elemento de barra ligado
diretamente nos elementos de placa da laje. Esse modelamento
foi usado apenas para comparagao com os resultados de modelos
mais adequados. Foram feitos modelos que substituem a reacao
do pilar como carga aplicada de baixo para cima tanto na dimen-
sao do pilar quanto na area da dimenséo do pilar projetada no
centro geométrico da laje. Finalmente foram feitos modelos com
trechos rigidos para simular a dimenséao do pilar, com ou sem rea-
¢Oes distribuidas.

Figura 17 - Descricdo do modelo adotado (PUEL (7))
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Caso Nt._|cleo rigido
pilar central

1 Ndo tem Ndo
2 N&o tem Sim
3 Tm Ndo
4 m Sim

Tabela 1 - Resumo dos modelos utilizados

1.1 - Pilar como apoio pontual
1.2 - Pilar como reacgdo distribuida
1.3 - Pilar como reacdo distribuida no centro
de gravidade da loje

2.1 - Pilar como apoio pontual
2.2 - Pilar como reagdo distribuida
2.3 - Pilar como reac¢do distribuida no centro
de gravidade da laje

3.1 - Pilar como apoio pontual
3.2 - Pilar como reacdo distribuida
3.3 - Pilar como reacdo distribuida no centro
de gravidade da lgje

4.1 - Pilar como apoio pontual
4.2 - Pilar como reacdo distribuida
4.3 - Pilar como reacado distribuida no centro
de gravidade da laje

Foram estudadas duas estruturas, uma com pilar simetricamente
posicionado em relagéo as vigas de contorno e outra com uma as-
simetria na posigdo desse pilar. Os modelos realizados para cada
estruturas foram chamados de casos e séo apresentados no item
a seguir.

A Figura 17 mostra a estrutura com pilar assimétrico, que pos-
sui uma excentricidade no pilar de 1m em relacédo ao eixo vertical
quando comparado com a estrutura simétrica.

Dados:

B F,=25MPg;

E_ = 2,38 x 107 kN/m?;

Sobrecarga = 2,0 kN/m?;

Revestimento = 1,0 kN/m?;

Peso préprio = 0,16 x 25 = 4,0 kN/m?;

Espessura da laje macigca = 16,0 cm

Carregamento total aplicado na laje = 7,0 kN/m?;

Vigas de bordo seg¢ao 20 x 50 cm;

Pilares periféricos segao 20 x 20 cm;

Pilar central se¢ao 50 x 50 cm;

Koo = 371875 kKNm;

Dimensao trecho rigido = 40,4 cm;

Dimensao pilar projetado = 66 cm.

Rigidez trecho rigido = 100 vezes a rigidez da espessura
da laje.

Como condigédo de contorno restringiram-se os nos das extremi-
dades superior e inferior dos pilares com apoios do primeiro e se-
gundo género, respectivamente. ldealizou-se, portanto, o modelo
analogo ao de viga continua prescrito na NBR 6118:2014 [8].

A laje foi modelada com elementos do tipo “PLATE THIN”, ade-
quadamente estudadas pela Teoria das Placas Delgadas, basea-
do nas teorias de Kirchhoff (DKQ — discrete Kirchhoff quadrilate-
ral), onde se desprezam as deformacdes por esforgo cortante.
Os pilares e vigas foram modelados com elementos do tipo
‘FRAMES”.

6. Resumo dos modelos analisados

no software SAP 2000 [4]
E——

Apresentam-se resumidamente na Tabela 1 os modelos que seréo

analisados nesse artigo.

Observagao:

B Os diversos casos citados foram modelados com malhas dife-
rentes, cujas dimensdes sao citadas nos resultados.

7. Anadlise dos resultados

EE

Modelamentos com lajes planas simétricas (Caso 1.1) sdo mos-
trados na Figura 18. Os resultados (Figura 19) mostraram que os
momentos positivos da laje pouco séo influenciados pelo fato de
representar o pilar como barra ou pela malha adotada. Porém, o
mesmo nao se pode afirmar com relagdo aos momentos negativos
na laje.

A Figura 19 mostra também que o momento maximo negativo so-
bre o pilar P5 é fortemente influenciado pela malha adotada e que
tem a tendéncia de sempre aumentar com o refinamento dessa
malha. Esse momento ndo é adequado para a utilizagdo em ana-
lises estruturais, mostrando que a modelagem de pilar como uma
barra diretamente ligada nos elementos que representam a laje
deve ser evitada se o objetivo da andlise é a obtengdo de momen-
tos fletores na regido da ligagao da laje como pilar.

Apresenta-se na Figura 20 os momentos fletores na regido do pilar
P5 para a malha 12,5 no corte 1 indicado na Figura 18.

Os diagramas de momentos fletores fornecidos pelos casos 1.2 e
1.3 apresentaram um arredondamento no diagrama de momento
fletor sobre o pilar P5 em relagdo ao caso 1.1, em que o apoio &
considerado pontual, pois consideram a reagao do pilar como rea-
¢ao distribuida na laje. Resultados analogos foram obtidos por PE-
DROZO [13]. As demais malhas estudadas também apresentaram
resultados parecidos aos mostrados na Figura 20, evidenciando
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que os Casos 1.2 e 1.3 sdo pouco sensiveis a malha utilizada.
Portanto, modelar a reagédo do pilar como um carregamento distri-
buido resolve o problema da singularidade, fornecendo momentos
mais adequados para a analise estrutural. A distribuicdo desse
carregamento sobre a area do pilar ou sobre a projecao dessa
area no centro geométrico da laje altera ligeiramente o valor do
momento maximo. A Figura 21, que apresenta os momentos ma-
ximos sobre o pilar P5 para os Casos 1.1, 1.2 e 1.3 para as varias
malhas estudadas, ratifica essas conclusdes parciais.

Além disso, pode-se notar que o Caso 1.1 evidencia claramen-
te o problema da singularidade, pois os momentos negativos
sobre o pilar aumentam na medida em que se utilizam malhas
mais refinadas.

A utilizagdo de um trecho rigido para simular a dimens&o do pi-
lar também fornece um modelamento adequado. A utilizagéo de

carregamentos distribuidos em conjunto com os trechos rigidos
suavizam os momentos dentro do trecho do pilar, mas existe uma
certa perturbacdo dos momentos dentro da regido do pilar. Porém
os momentos obtidos na face do pilar tem valores muito similares
entre si, sendo uma opgao adequada para representar os momen-
tos da regido.

A Figura 22 apresenta a variagdo dos momentos fletores na face
do pilar P5 para os Casos 2.1,2.2 e 2.3.

Pode-se notar que os valores sédo praticamente os mesmos para
os casos 1.2 e 1.3 obtidos na face do Pilar P5, independente da
malha utilizada. No caso 2.1, os momentos na face para a malha
12,5x12,5cm foram praticamente os mesmos dos casos 1.2, 1.3,
2.2 e 2.3. O nucleo rigido permite modelar adequadamente a ri-
gidez do pilar, também constatado por ROMBACH [10] (caso “e”
Figura 3).

Figura 18 - Resultados Laje Plana Simétrica - Pilar como barra - a - malha 12,5x12,5;
b - malha 25x25; c-malha 50x50; d-malha 100x100 - (PUEL (7))
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Quando é introduzida uma assimetria na posi¢do do pilar, o com-
portamento estrutural muda significativamente. A reagdo distribui-
da precisa incluir os momentos fletores mobilizados no pilar.

Apresenta-se na Figura 23 os momentos fletores na laje plana
havendo assimetria no pilar central. Por conveniéncia, utilizou-

e 3,125 x 3,125¢cm

-se malha 25 x 25cm, realizando-se refinamentos na regido do
pilar, passando-se para as malhas 12,5 x 12,5cm, 6,25 x 6,25cm

Os resultados estdo apresentados em forma de grafico, uti-
lizando o corte 1 como referéncia. A Figura 24 apresenta os

Figura 19 - Momentos fletores - Cortes 1 - laje plana simétrica
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Figura 20 - Momentos fletores - Regido Pilar P5 - Casos 1.1/1.2/1.3/2.1/ 2.2/ 2.3
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momentos fletores para os Casos 3.1/3.2/3.3. AFigura 25 apresenta
os momentos fletores negativos maximos sobre o pilar P5 para os
Casos 3.1/3.2/3.3.

Verifica-se claramente que modelar o pilar como barra direta-
mente ligado aos elementos de placa ndo € um modelo adequa-

do. Ja a modelagem distribuindo a reagdo do pilar fornece um
arredondamento dos momentos naquela regido. Os resultados
qualitativos desse modelo sédo analogos aos do arredondamento
dos momentos negativos em cima dos apoios de vigas continuas.
Além disso os resultados quantitativos sdo pouco dependentes

Figura 21 - Momentos fletores mdaximos sobre o pilar P5 - Casos 1.1/1.2/1.3
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Figura 22 - Momentos fletores face do pilar P5 - Casos 2.1/2.2/2.3
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da malha utilizada, resolvendo o problema da singularidade.

A Figura 26 apresenta os momentos fletores para os Casos
4.1/4.2/4.3.

Quando se coloca um trecho rigido para simular as dimensdes do
pilar verifica-se, para o caso 4.1, que o momento negativo maximo
continua dependendo da malha (Figura 26).

Ja a modelagem distribuindo a reagéo do pilar junto com o trecho
rigido fornece um arredondamento dos momentos naquela regido
e com momentos pouco dependentes da malha, conforme ja havia
acontecido na estrutura simétrica (Figura 27).

O aumento da rigidez dessa regiao faz com que os momentos
fletores aumente em relagdo aos modelos sem trechos rigidos e
também existe uma certa perturbagdo dos momentos dentro da
regido do pilar.

A Figura 28 apresenta a distribuicdo dos momentos fletores

ampliados na regido do pilar P5, para os Casos 3.1/3.2/3.3 e
4.1/4.2/4 3.

Pode-se perceber, mais uma vez, que no caso da modelagem com
trechos rigidos os momentos ficam mais coerentes quando ana-
lisados no inicio do trecho rigido ou na face do pilar. E, mesmo o
caso 4.1 apresenta bons resultados nessas regides.

Quando se tem assimetria do pilar em relagéo a laje, o diagrama
de carregamentos do pilar como reacao na laje ndo € uniforme e,
por isso, 0 momento maximo negativo da laje ndo ocorre no centro
do pilar, como pode ser observado nos Casos 1.2 e 1.3. Tem-se
um diagrama de momentos deslocado na diregao contraria a rota-
¢ao do no do pilar.

A Figura 29 e Figura 30 apresentam os momentos fletores nas
faces esquerda e direita do pilar P5, respectivamente.

Com excegdao da malha 25x25cm, pode-se notar que os

23,11
MALHA 25¢cm

Figura 23 - Resultados Laje Plana Assimétrica - Caso 3.1 (PUEL (7))

MALHA 25 - R.EFINA.MENT O PILAR 12,50!:
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momentos em ambas as faces do pilar P5 sdo praticamente os mes-
mos para os Casos 3.2 e 3.3, 4.1 e 4.2. O Caso 4.3 apresentou resul-
tados sensivelmente maiores aos Casos citados anteriormente.

Atenta-se para o Caso 4.1 que, apesar de haver o problema da
singularidade, os momentos em ambas as faces se mostraram

bem consistentes. Isso ndo ocorreu no Caso 3.1, em que também
se tem o problema da singularidade, porém sem nucleo rigido na
regiao do pilar.

Além das analises dos momentos fletores que atuam na laje, que
tem interesse para o dimensionamento das lajes, pode ser de

Figura 24 - Momentos fletores - laje plana assimétrica - Corte 1 - Casos 3.1/ 3.2/ 3.3
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interesse analisar os momentos fletores atuantes no pilar, que
serdo posteriormente utilizados para a verificagdo da pungao e
dimensionamento do préprio pilar.

A Figura 31 apresenta os momentos fletores que atuam na barra
do pilar P5 para os Casos 3 € 4.

De um modo geral, os momentos fletores no pilar P5 para o Caso
4 foram superiores aos obtidos pelo Caso 3, em média 10% maio-
res. Ademais, os Casos 3.3 e 4.3 resultaram em momentos maio-
res quando comparados com os Casos 3.2 e 4.2, respectiva-
mente. A diferenca para a malha 3,125 x 3,125cm foi de 8,0% do

Figura 26 - Momentos fletores - laje plana assimétrica - Corte 1 - Casos 4.1/ 4.2/ 4.3
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Caso 3.3 em relagdo ao Caso 3.2 e de 3,0% do Caso 4.3 em relagao
ao Caso 4.2. Portanto, os modelos em que o trecho do pilar P5 é rigido
conduzem a diferengas menores ao se distribuir a reagdo do pilar na
area da segao transversal em relagao a distribuicao da reacéo do pilar
na area da secgao transversal projetada no centro de gravidade da laje.

Ao comparar os Casos 3.2 e 3.3 com 3.1 e os Casos 4.2 € 4.3 com
4.1, percebe-se que no Caso 4.1, apesar de haver o problema da
singularidade, os momentos no pilar P5 ndo sdo muito diferentes
dos Casos 4.2 e 4.3, fato esse que nao acontece no Caso 3. O
nucleo rigido permite modelar adequadamente a rigidez do pilar,

Figura 28 - Momentos fletores - Regid

o Pilar P5 - Casos 3.1/3.2/3.3/4.1/4.2/4.3
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Figura 29 - Momentos fletores negativos maximos - face esquerda Pilar P5
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também constatado por ROMBACH [10] (caso “e” Figura 3). pode explorar os recursos 3D na visualizagao dos resultados. No

8. Graficos 3D
[

caso em particular desse artigo, como existem regides com impor-
tantes concentragdes de esforgos, a utilizagdo de visualizagdes
3D permitem uma melhor compreensdo do comportamento nes-

Com a computagéo grafica em forte expansao, cada vez mais se  sas regides, bem como a utilizagdo de recursos graficos para a

Figura 30 - Momentos fletores negativos maximos - face direita Pilar P5
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Figura 31 - Momento fletor no Pilar P5 - laje plana assimétrica
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obtengao de cortes em segdes de interesse.
Esse tipo de visualizagédo, muito usada em geoprocessamento de
imagens, é muito superior as visualizagdes 2D, como curvas de
isomomentos.
Desse modo, serdo gerados graficos 3D a partir dos dados obti-
dos das analises lineares com o auxilio dos seguintes softwares,
a citar:
B ArcGis/ArcMap [5]: software utilizado para o Geoprocessa-
mento de imagens;
B Global Mapper [6]: software utilizado para renderizar a triangu-
larizagao.
A partir dos modelos gerados no software SAP 2000 [4] para o
Caso 3, exportam-se as coordenadas X, Y e Z dos nds da malha e
importa-se para os softwares ArcGis/ArcMap [5] e Global Mapper
[6]. As coordenadas X e Y dao a posigéo do n6 em planta. Ja a
coordenada Z representa o momento fletor em cada né da malha.
O produto final € uma imagem Rastes com Pixeis de 0,04 cm,
gerada a partir de pontos ordenados respeitando valores reais.
De forma a facilitar o entendimento na regido em que ocorre as
concentragdes de esforgos, apresenta-se a visualizagdo dos mo-
mentos fletores em 3D. Os graficos serdo apresentados para os
Casos 3.1, 3.2 e 3.3 (regido do pilar sem nucleo rigido com assi-
metria de 1 metro), considerando a malha 25x25 cm, com transi-
¢ao na regiao do pilar para 12,5x12,5 cm. Em todos os Casos foi
realizado um corte na laje (Figura 32), que passa pelo centro do
pilar P5 (Corte 1).
Os pontos mostrados na Figura 32 coincidem com os nés da ma-
Iha utilizada no SAP 2000 [4] para os Casos estudados nesse ar-
tigo. No caso especifico da Figura 32 refere-se a malha 25x25cm
com transigao na regido do pilar P5 para 12,5x12,5cm.
A Figura 33 apresenta a visualizagéo 3D, dos momentos na dire-
¢ao X, para o Caso 3.1, sendo a Figura 33a sem renderizagéo e a
Figura 33b com renderizagao.

Figura 32 - Indicag¢do dos cortes
na visualiza¢do 3D - dire¢do X

A Figura 34 mostra o Corte 1 para o Caso 3.1.

A Figura 35 apresenta a visualizagdo 3D para o Caso 3.2, sendo
a Figura 35a sem renderizagéo e a Figura 35b com renderizagéo.
A Figura 36 mostra o Corte 1 o Caso 3.2.

A Figura 37 apresenta a visualizagdo 3D para o Caso 3.3, sendo
a Figura 37a sem renderizagéo e a Figura 37b com renderizagéo.
A Figura 38 mostra o Corte 1 para o Caso 3.3.

A visualizagdo 3D permite a visualizagdo dos momentos fleto-
res em toda a laje facilitando a andlise detalhada do seu com-
portamento no entorno da regido do apoio do pilar. Os resultados

Figura 33 - Grdfico 3D - Iaje plana assimétrica - Caso 3.1 - diregcdo X

(A o
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anteriores permitiram a rapida visualizagéo das grandes concen-
tracdes de tensao na regido do pilar, bem como se pode ver que a
distribuicdo da reagao suaviza muito os momentos.

O uso de programas de geoprocessamento também permite, além
da obtencao de cortes em segdes transversais pré-determinadas, fu-
turos pds-processamentos para a obtengéo de areas desse cortes,
que neste caso corresponderiam a momentos resultantes em faixas
de laje. Essas ferramentas podem ser importantes para definicao de
critérios para o dimensionamento de sec¢des transversais da laje.

9. Conclusoes

EE—

As analises elastico-lineares das estruturas estudadas mostraram
a necessidade de um modelamento adequado da regido da liga-
¢ao da laje com a viga. O procedimento proposto neste trabalho,
distribuindo a reagdo do pilar como uma carga distribuida, mos-
trou-se eficiente e pode ser realizado com facilidade, mesmo em
programa comercial de analise estrutural.

O modelamento adotado resolveu o problema da singularidade,

Figura 34 - Corte 1 - laje plana assimétrica - Caso 3.1 - dire¢do X

Figura 35 - Grdfico 3D - Iaje plana assimétrica - Caso 3.2 - diregcdo X
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pode ser aplicado tanto em estruturas simétricas como em assi-
métricas, e foi pouco sensivel a variagao da malha apés um refi-
namento adequado da mesma.

Os resultados obtidos com o arredondamento dos momentos fle-
tores sobre pilar permitiu uma facil compreensao do fenébmeno na
regido de interesse, facilitando a futuras decisdes sobre a utiliza-
cao desses resultados.

A distribuicao sobre a projecéo do pilar, ou sobre a area projeta-
da no centro da laje, forneceu uma pequena alteragdo no valor

do momento maximo, sendo que a distribuigdo no centro da laje
aumenta ligeiramente esse valor, indo no sentido dos resultados
quando se modela com trechos rigidos.

A utilizagdo dos trechos rigidos conseguiu incluir no modelo, o
efeito do aumento da rigidez na regi&o do pilar. A inclusdo do car-
regamento distribuido forneceu resultados qualitativos melhores
dentro da regido do pilar. Entretanto, percebe-se que os valores
mais proximos da face do pilar sdo mais adequados para repre-
sentar os esforgos na regiéo.

Figura 36 - Corte 1 - laje plana assimétrica - Caso 3.2 - diregcdo X

Figura 37 - Grdfico 3D - laje plana assimétrica - Caso 3.3 - diregcdo X

o
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Figura 38 - Corte 1 - laje plana assimétrica - Caso 3.3 - dire¢cdo X

Ao se analisar um modelo integrando a laje e o pilar, além dos
esforgos na laje pode ser necessario também estudar os esfor-
Gos nos pilares, para o dimensionamento dos pilares e verificagao
da puncéo.

Enquanto que os esforgos normais no pilar P5, em modelos com
ou sem trechos rigidos, distribuindo ou ndo a reagdo do pilar
como carregamento na laje, apresentam resultados com pouca
variagao entre si, os momentos fletores dependem do modela-
mento adotado. Quando se modela o pilar como apoio pontual
e, nao se considera a regiao do pilar rigida (Caso 3.1), os re-
sultados obtidos foram tanto menores quanto mais refinada for
a malha na regiao do pilar P5. Isso ocorre devido a uma grande
quantidade de elementos dentro do pilar com rigidezes peque-
nas, prejudicando a ligagao laje X pilar. Deve-se, portanto, evitar
esses modelos. No entanto, ao distribuir a reagéo do pilar P5 em
uma determinada area como carregamento na laje e, mantendo
a regido do pilar sem elementos rigidos, o momento fletor no
pilar P5 foi pouco sensivel a malha em ambas as analises e,
numericamente muito superior ao valor obtido no Caso 3.1. Ao
se enrijecer a regido do pilar P5, em todos os subcasos do Caso
4, o momento fletor no pilar foram préximos uns dos outros e,
numericamente superiores aos obtidos nos Casos 3.2 e 3.3. Ao
adicionar elementos rigidos no pilar P5 fez com que a ligagao
laje x pilar apresentasse um comportamento que leva em conta o
aumento da rigidez na regido de ligagao, fato esse comprovado
no Caso 4.1: mesmo havendo o problema da singularidade, o
momento fletor no pilar P5 apresentou bons resultados, mostran-
do-se também ser uma solugéo possivel.

Por fim, a exibicdo dos momentos fletores na laje em forma de gra-
ficos 3D com o auxilio de softwares especializados em geoproces-
samento favorece a andlise dos resultados. E possivel visualizar
os momentos fletores de forma espacial, em todas as diregdes.
Esse tipo de recurso pode vir a ser importante na definicdo de
critérios para o projeto da laje.
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